
         

      (error analysis)

 اگر     عددي حقيقي يا مختلط باشد و      تقريبي از آن فرض شود دراينصورت خطاي تقريب        

 :به وسيله     عبارتست از    

 

 :مهم ترين خطاها عبارتند از   

 خطاي داده ها   -1    

 خطاي گرد كردن اعداد  -2                            

خطاي تقريب                                                                                                                   -3                                                               
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 اگر    عددي حقيقي يا مختلط باشد و     تقريب آن و    خطاي تقريب، دراينصورت خارج قسمت   
 تقريب     بوسيله (relative error)خطاي نسبي كه با نماد       يا       يا     نمايش مي دهيم، را 

 بنابراين . گويند

 

 

 .نامند خطاي مطلق حدياگر     عددي حقيقي يا مختلط باشد، عدد      را به طوريكه                 

 . در واقع      يك كران بالا براي قدر مطلق خطاست

 :  اگر      عددي حقيقي باشد و      تقريب آن فرض شود، چنين مي نويسيم   

 

 :اگر      و      به اندازه كافي به يكديگر نزديك باشند

 

 

 اگر     يك كميت برداري در        يا         و      تقريب آن باشد، دراينصورت                       را 
 . گويند خطاي تقريب
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 خطاي داده ها    - 1       
 خطاي تحميل شده بر تقريب ثابت هاي علمي و يا داده هاي تجربي حاصل از آزمايشات فيزيكي يا      

 . ناشي از عدم اطلاع دقيق از آن ثابت ها يا داده ها و يا حاصل محدوديت ورود آنها در محاسبات است 

   خطاي گرد گردن اعداد  - 2      

 خطاي حاصل از گرد كردن اعداد حقيقي در محاسبات عددي كه با توجه به محدوديت دستگاه هاي    

 ورودي يا محاسباتي و با توجه به طول كلمه انتخاب شده پيش مي آيد را خطاي گرد كردن اعداد  
 .را كمي بعد تعريف مي كنيم( word length)طول كلمه  . مي گويند 

 به ياد داريم كه همه محاسبات عددي به كمك محاسبات چهار عمل اصلي بر روي اعداد حقيقي شكل    

 در اين حالات . حتي در مواردي كه اشياء رياضي مورداستفاده الزاما عدد نباشند. مي گيرند 

 .اين كميت ها بايد بر حسب اعداد حقيقي يا مختلط قابل بيان باشد 
 اگر فرض كنيم 
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 .جواب مساله     ، تقريب جواب مساله       است 

 

  
 عبارتست از خطاي محاسبه يك مقدار رياضي، وقتي به جاي يك مساله      ، مساله ديگري نامند        

 را كه به تقريبي از جواب منجر مي شود، قرار مي دهيم، مثلا به جاي سري بي نهايت نمايش دهنده      

 از سري را مورد استفاده قرار مي دهيم، مقدار ( مجموع جزئي)يك مجموع متناهي  

 

 

 

 . )                          (را خطاي تقريب      به وسيله       نامند

 

 .ياد آور مي شويم كه در اين جا       پايه لگاريتم طبيعي است
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 براي بدست آوردن مقدار تابع                   به ازاي     ، در ضابطه تابع مقدار مشخص       را قرار  

 مقدار  حد تابع در                    را محاسبه مي كنيم، براي محاسبه اين حد اگر قضاياي حد. مي دهيم 

 را نتوان بكار برد و نتوان به نتيجه رسيد به         بي نهايت نزديك مي شويم و مقداري را كه مي تواند 

 :به عنوان مثالي ديگر ياد آور مي شويم. بگيرد 

 

 (قضيه اصلي حسابان )        

 

 :و داريم  

 

 
    .بنابراين مي توان براي يك       داده شده تقريب زير را به كار برد
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 خطاي تقريب  نمايش اعداد نتيجه محدوديت كاربرد . هر عدد حقيقي داراي نمايش اعشاري است    

 . مفهوم بي نهايت در محاسبات عددي است يا حاصل گسسته سازي مساله اصلي است 

 در واقع رايانه ها به شكل عمومي شان. محاسبات عددي در آناليز عددي به كمك رايانه ها انجام مي شود

 ( Digital computer)و رايانه هاي رقمي ( Analogue computer)به دو دسته رايانه هاي آنالوگ 

 . تقسيم مي شوند

 مانند زلزله نگار حالت مشخصي را  .رايانه هاي آنالوگ، مقادير و كميت ها را دقيق تر نمايش مي دهد

 . نشان مي دهد ولي رايانه هاي رقمي، دقت كمتري دارند

 در عمل رايانه هاي رقمي در آناليز عددي مورد استفاده قرار مي گيرد و كميت هاي رياضي يا فيزيكي 

 .    به كمك اعداد حقيقي ويژه اي كه به اعداد ماشين موسوم اند، نمايش داده مي شوند
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 در رايانه هاي رقمي و در محاسبات عددي، اعداد در دستگاه هاي اعشاري يا دودويي نمايش داده 

 .  در دستگاه اعشاري عدد حقيقي مثبت       به صورت زير نمايش داده مي شود. مي شود 

 

 

 . كه آن را به طور قرار دادي به صورت زير نمايش مي دهند

 

 

 

 

 .ها را رقم نامند     
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 :نمايش عدد       در دستگاه دودويي به صورت زير است 

 

 

 .نامند( Binary)نمايش فوق براي عدد حقيقي       را نمايش در دستگاه دودويي 

 . در دستگاه اعشاري يا دودويي       ها يا       ها را ارقام تشكيل دهنده عدد نامند

 :در دستگاه اعشاري داريم 

       (1) 

 

       (2) 

 

 .    ها در مجموعه               تغيير مي كنند(       2)در مجموعه             و در( رقم ها)ها (      1)در 
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 .در محاسبات دستي و ماشين هاي حساب از نمايش اعشاري اعداد در محاسبات استفاده مي كنيم

 محاسبات در دستگاه دودويي اغلب در ماشين هاي حساب و كامپيوتر ها مورد استفاده قرار مي گيرند، 
 . نامند( fixed point)مميز ثابت را نمايش با  2و  1نمايش اعشاري يا دودويي به صورت هاي 

   نامتناهياند، ولي در صورت متناهي يا نامتناهي داراي نمايش مميز ثابت اعشاري اعداد گويا در دستگاه با 

 مي شود، مرتبا تكرار وجود دارد يعني رشته اي از ارقام به صورت منظم دوره گردش بودن در آنها يك 

 :مانند 

 

 مجموعه اعدادي كه در .مي باشندنامتناهي و فاقد دوره گردش داراي نمايش اعداد گنگ يا اصم اما همه 

 محاسبات با ماشين هاي حساب و رايانه ها مورد استفاده قرار مي گيرند، وابسته به آنها تغيير مي كنند و

 بنابراين در. اندنمايش متناهي هستند كه همه آنها داراي زير مجموعه اي متناهي از مجموعه اعداد گويا  

 اين ماشين ها هر عدد حقيقي قابل نمايش دقيق نيست، بلكه با نزديكترين عدد حقيقي موجود در ماشين 

 مجموعه اعداد ماشين را در ماشين هاي مختلف با توجه به مشخصات فني آن شناخته. تقريب مي شود 

 .مي شوند  
 .     مي نامندطول كلمه براي يك عدد ماشين را ارقام قابل نمايش تعداد  
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 در بسياري از رايانه ها مي توان طول كلمه را دو يا حتي چند برابر نمود كه اين عمل وقتي به كار     

 .  مي آيد،كه دقت بيشتري مورد نظر باشد 

 اگر منظور نمايش در دستگاه دودوديي يا ) نمايش داده مي شود   nطول كلمه در ماشين محاسب با     

 . قسمت صحيح و اعشاري يا كسري با طول هاي مناسب دسته بندي مي شوند(  اعشاري باشد

 

 .  كه       طول قسمت صحيح و       طول قسمت كسري است

       

 :براي              و               و             داريم  

                                                                                                             375/30 

  

                                                                                                              0437/0 

 .  نمايش اعداد به صورت فوق در پايه ده يا دو را نمايش با مميز ثابت مي نامند
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 نمايش با مميز ثابت در محاسبات عددي معمولي و در محاسبات بازرگاني مورد استفاده قرار مي گيرد، در 

 محاسبات عددي دقيق تر در زمينه هاي علمي از دستگاه ديگري براي نمايش اعداد استفاده مي شود كه آن

 در اين دستگاه هر عدد حقيقي مثبت      به صورت    . نامند(  floating point)مميز شناور را دستگاه با  

 .  نمايش داده مي شود)                ( يا                                             

 . و      عددي صحيح است( اعشاري يا دودويي)عددي حقيقي در دستگاه مميز ثابت معمولي         

 . نامند( exponent)و     را توان ( mantissa)را مانتيس        

    

 از رياضيات مقدماتي تبديل دستگاه هاي دودويي به اعشاري و به عكس را به خاطر داريم، به عنوان مثال 

 عدد                    در دستگاه اعشاري در دستگاه دودويي به صورت                           نمايش داده  

 مي شود، زيرا  

 

لذا                             . قرار داد مي كنيم كه در نمايش دودويي براي يك نماد      و براي صفر نماد      را به كار مي بريم
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 به سهولت نتيجه مي شود كه 

 

 .مي توان سادگي بيشتري در نگارش داشت( Rutishauser)در نمايش موسوم به روتيس هاورز 

 

 .  اين همان معني ضرب        را دارد

 

 .اين اعداد در حافظه ماشين به صورت زير به كار برده مي شوند

 

          (3                                                                                    ) 

 10                  دو جاي حافظه براي توان عدد                         

          (4) 

                                                        2 
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 در اينجا نيز طول كلمه عبارتست از تعداد جاي حافظه براي ارقام نمايش دهنده مانتيس و توان عدد  

 (  4)و در (                        3)تعداد ارقام مانتيس و       تعداد ارقام توان است كه در .      است  

  

 تعداد ارقام توان                             تعداد ارقام مانتيس                                                        

 . مانتيس كوچكتر از يك است ولي ممكن است متناهي نباشد

 

 در دستگاه با مميز شناور به عكس دستگاه با مميز ثابت، مي توان مميز يا نقطه را در طول ارقام عدد     

 اگر مميز يك رقم به راست حركت كند، . جابجا نمود، مشروط بر اينكه توان      به طور مناسب تغيير كند

 .يك واحد به توان اضافه مي شود

 بنابراين مي توان هميشه دست كم از لحاظ نظري،      را به گونه اي انتخاب كرد كه حاوي اطلاعات 

 بيشتر از عدد باشد و صفر هاي انتهايي چپ       را در نظر نگيريم، ياد آور مي شويم كه در نمايش 

 .  اعشاري يك عدد همه ارقام عدد به جز صفر هاي انتهايي چپ معني دار ناميده مي شود
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 مي توان از نمايشي از اعداد استفاده نمود . ، ارقام معني دار زير نويس شده اند 00375037/0مثلا در عدد   

 ( normalized)كه حاوي ارقام معني دار باشد، اين شكل نمايش با مميز شناور را شكل نرمال شده   

 :در اين شكل عدد     به صورت زير است. نامند 

 

 

    

 در يك سلسله عمليات محاسباتي، با اعدادي حقيقي سروكار داريم، كه ممكن است اعداد ماشين باشند  

 در صورتيكه     يك عدد ماشين باشد،در محاسبات عينا قابل كاربرد است، و درغيراينصورت. و يا نباشند 

 انتخاب چنين تقريبي را كه براساس. بايد به كمك تقريبي از آن كه عدد ماشين است، محاسبات انجام شود

 . نامند(  Rounding off)انتخاب نزديك ترين عدد ماشين به آن شكل مي گيرد، عمل گردكردن  

 : بنابراين اگر            ، گرد كرده    را با نماد                      نمايش مي دهيم و چنين تعريف مي كنيم

 .  كه      مجموعه اعداد ماشين است
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 با فرض            و    

 

 

 

    

 اگر            و در دستگاه مميز شناور                     داده شده باشد، به طوريكه                  باشد   

 در صورتيكه  ( يعني نمايش نرمال شده)

 

 :به صورت زير داده مي شودگرد شده 

 

 .  وقتي فقط    رقم اعشار بعد از مميز قابل كاربرد باشد، و        به صورت زير محاسبه مي شود
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 (تعداد ارقام بعد از مميز در شكل نرمال شده)     

                      
 

 

 

 

 

 :يعني خطاي نسبي تقريب كه آن را با      نمايش مي دهيم

 
 در حاليكه  
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 لذا

 

 . عدد                           را دقت ماشين نامند

   

 اگر                     و فرض كنيم نمايش فوق نرمال شده باشد يعني                  در سيستم مميز شناور  

 

 دراينصورت اگر 

 

 

 آنگاه

  

 . را گردشده عدد      در دستگاه دودويي با     رقم بعد از مميز نامند
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 :قرار مي دهيم 

 

    

 :  به طور معمولي داريم( تعداد ارقام توان)با فرض            و             

 

 

 

 

 

 . اشكال اينجاست كه       زياد بزرگ نيست

 و دو نتيجه سوم و چهارم را( exponent over flow)دو نتيجه اول و دوم را حاصل سر ريز توان 

 . مي نامند( exponent under flow)حاصل ته ريز توان 
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 در محاسبات با چنين مجموعه     دو عدد اول بي نهايت ماشين تلقي مي شوند و محاسبه عموما متوقف 

 مي گردد، در مورد سوم و چهارم ممكن است براي پرهيز از دشواري شكل نرمال نشده زير به كار رود، 

 :يعني داشته باشيم

 

 

 در عمل مي توان با مقياس بندي مناسب اعداد مورد استفاده از چنين پيشامدهايي جلوگيري نمود، گرچه 

 . اغلب      را به طور فرضي بي نهايت در نظر مي گيرند 

 به جز موارد خاصي از نوع پيش آمده كه در عين حال قابل پيشگيري است، مي توان تابع      را يك تابع 

 از مجموعه اعداد حقيقي       در       تلقي نمود كه  

 

 

 . كه       خطاي نسبي تقريب       با                 است
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 براي سهولت . در مورد جمع ، تفريق ، ضرب، و تقسيم اعداد ، نتيجه محاسبه نيز گرد مي شود    

 :نمايش مي دهيم   

 

 

 

 :در واقع داريم  
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 با توجه به محدوديت هاي اعمال اصلي در ماشين، بنابراين عددي غير صفر چون     با شرايط 

 

 وجود دارد به طوريكه  

 

 . كه در آن      پايه نمايش اعداد مي باشد

 :اما براي        يا دقت ماشين تعريف دقيق تر زير وجود دارد 

 

 . اعمال جمع و ضرب در نمايش مميز شناور و گرد كردن آنها معمولا انجمني نيستند

  

 اگر           باشد و                                           و                                            و 

 آنگاه                                           
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 :در حاليكه داريم

 

 اين پديده . به ويژه در كم نمودن اعداد هم علامت با يكديگر معمولا ممكن است پديده حذف پيش آيد 

 در مواردي كه ارقام اوليه نمايش دهنده عدد در دستگاه مورد نظر مشترك باشند، پيش آيد و گاهي نتايج 

 .كلي را كاملا تحت تاثير قرار مي دهد  

 براي نمايش اعمال              و              و               و محاسباتي از نوع           يا                 يا

 كه آنها را نيز توابع مقدماتي مي ناميم و به محاسبه يك مقدار       منتهي مي شود، كه تقريب              

 .   است از نماد                            نيز استفاده مي كنيم 

3641371258.0 10  cba
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 در حل مسائل عددي به كمك روش هاي عددي، از الگوريتم هاي عددي استفاده مي كنيم و براي     

 تحليل خطاي تقريب نتيجه نهايي حل يك مساله رياضي به طور عددي داشتن اطلاع از نوع الگوريتم 

 براي حل يك مساله الزاما يك الگوريتم وجود ندارد و مي توان بين . به كار رفته بسيار مهم است 

 .  الگوريتم هاي مختلف ممكن، يكي را كه به خطاي با اندازه كمتري مي انجامد، انتخاب نمود 
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)( xxfl 
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 يك الگوريتم عددي را . براي درك بهتر اين مفهوم، مفهوم الگوريتم را به طور دقيق تر مطالعه مي كنيم   

 مي توان دنباله اي از اعمال مقدماتي در نظر گرفت كه به كمك داده هاي اوليه، جواب يا جواب هاي  

 . مساله را در پايان الگوريتم بدست مي دهد 

 بنابراين يك الگوريتم عددي را مي توان يك دنباله متناهي از اعمال مقدماتي و متوالي به يكديگر در نظر 

 مي خواهيم اين مفهوم را به صورت دقيق تر مورد مطالعه قرار دهيم تا بررسي خطاي تقريب در . گرفت 

 فرض مي كنيم كه يك مساله رياضي عددي در اختيار داريم. مراحل مختلف و در نتيجه نهايي ميسر شود 

 . و مي خواهيم به كمك داده هاي                        نتايج                        را به دست مي آوريم 

 اگر فرض كنيم كه جواب هاي مساله به طور يكتا تعيين شوند، بنابراين در نهايت مي توان الگوريتم را  

 :يك تابع      از                 در         در نظر گرفت كه براي آن داريم 
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 يعني با        مؤلفه      . كه      خود تابعي از      متغير حقيقي با مقدار برداري در           است

 :قابل ارائه است)                      ( 

 

 :بنابراين در واقع داريم كه 
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 در يك محاسبه هر مرحله از يك عمل مقدماتي تشكيل شده است كه در آن يك مجموعه اعداد براي 

 .  محاسبه مجموعه اي ديگر از اعداد به كار برده مي شود 

 در هر مجموعه عملوند، مؤلفه ها يا داده هاي . اين مجموعه هاي اعداد را يك مجموعة عملوند نامند  

 . اوليه يا نتايج مياني لازم براي محاسبه نتيجه بعدي است 

 اگر قرار دهيم    

 

 

 

 

 و به هر عمل مقدماتي يك تابع موسوم به تابع مقدماتي به صورت

 

 . وابسته سازيم

 به اين ترتيب الگوريتم     ، تركيب توابع مقدماتي            كه
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 :در حاليكه قرارداد كرده ايم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . ها را توابع مقدماتي مي نامند           
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 :براي محاسبه                                                مي توان نوشت 

 

 

 

 :براي الگوريتم اول، توابع مقدماتي زير مورد استفاده قرار مي گيرند

 

 

 

 

 

 براي الگوريتم دوم ، 
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 :براي محاسبه                        دو الگوريتم زير را مي توان پيشنهاد نمود

 

 

 

 

 :براي هر يك از الگوريتم هاي فوق، توابع مقدماتي مورد نياز به صورت زير داده مي شوند 
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 .مي توان خطاي نسبي گرد گردن حاصل را محاسبه نمود 1-7-1در مورد مثال 

 به ياد داريم كه  

 

 .  كه       خطاي نسبي تقريب      با              است
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 لذا 
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 اگر      و       اعداد بسيار كوچكي باشند از              صرفنظر مي كنيم و هر چقدر 

 . كوچكتر شود و             عدد بزرگي باشد، قدر مطلق خطا بيشتر مي شود 

 در صورتيكه                    از يك كمتر باشد، نتيجه رضايت بخش است، اما در حالت                       

 بسيار بزرگ، ممكن است خطاي محاسبه قابل توجه باشد، در واقع ممكن است حاصل  

 و                              يكي نباشد و علت آن تفاوت مقدار                    و                                  

 .مي باشد                     

 

  

 در مثالي ديديم كه اگر 
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 .نتيجه محاسبه                               نسبت به                              نا مناسب تر است

 .دليل اين امر با توجه به رابطه اخير براي      خطاي نسبي محاسبه در مميز شناور به صورت زير است
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 فرض كنيم كه                    

 

 

 

 داده هاي اوليه،                      نتيجه نهايي مورد انتظار در حل يك مساله به كمك الگوريتم مورد نظر  

 باشد،  

 

 اگر فرض كنيم كه                          كه       تقريب داده هاي       است، در اين صورت        خطاي

 محاسبه       به كمك       خود يك بردار در        است و اگر   
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 :داريم

 

 . با توجه به اينكه       يك تابع از       متغير حقيقي با مقدار در        است

 :با         مولفه                                      مشخص مي شود، يعني داريم        

 

 

 

 :يادآوري فرمول تيلور توابع دو متغيره        
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 :  اما با توجه به فرمول تيلوري توابع       متغيره حقيقي داريم كه
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 بنابراين با توجه به اينكه   

 

 

 

 :لذا داريم

 

 

 

 

 

 براي مطالعه بيشتر مي توان به كتاب توابع برداري و توابع چند متغيره تاليف ايزديان و حسيني و يا ) 

 .(كتاب سيلور من مراجعه فرماييد
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 .كه                   ماتريس ژاكوبين تابع       در نقطه       است 
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 خطاي نسبي هر يك از درايه هاي        به صورت . خطاي مطلق تقريب بردار      با       است         

 .زير است

 

 

 

 

 

  :اما داريم 
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 :بنابراين داريم

 

 

 

 

 

 

 

 اگر همه اين اعداد به اندازه . ضرائب          ها در عبارت فوق اعداد شرطي تقريب        با         نامند  

 آنگاه الگوريتم را خوش رفتار ( مثلا با مقاديري قابل مقايسه با يك از لحاظ اندازه ) كافي كوچك باشند  

 در غير اين صورت الگوريتم را بد شرط يا (  well conditionned) يا خوش شرط يا خوش حالت  

 . نامند(  ill conditionned) بد حالت  
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 :براي                                                               داريم 

 

 

 

 الگوريتم فوق خوش حالت است، اگر          ،          و           نسبت به قدر مطلق                  

 . كوچك باشد، درغير اين صورت بد حالت است 

      

 :اگر                                                                   باشد، دراين صورت     
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 لذا 
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 چون                                         و

 

 . اگر               لذا روش خوش حالت است ولي در حالت                   روش بد حالت است

 :  به طور كلي مي توان نشان داد 
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 محاسبه             در حالتيكه يكي از عوامل               يا               از لحاظ قدر مطلق بزرگ شود،

 

 .بد حالت مي باشد، دراين حالت مي گوييم خطاي حذف اتفاق افتاده است

 فرض مي كنيم كه  

 

 

 به خاطر داريم كه 

 

 . و الگوريتم      از تركيب                                      تشكيل يافته است
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 :اكنون تابع           را به صورت زير پيشنهاد مي كنيم 

 

 

 .آشكارا                      

 فرض كنيد هر           خود تابعي ديفرانسيل پذير روي          باشد، دراين صورت مي توان از  

 .قاعده زنجيره اي مشتق براي محاسبه ماتريس ژاكوبي تابع مركب به صورت زير استفاده كرد 

 

 

 :لذا داريم 
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 :به ويژه براي           داريم

 

 

 

 در هر مرحله محاسبه از الگوريتم بردار          با بردار          تقريب مي شود كه در آن 

 

 

 : خطاي اين تقريب را با            نمايش مي دهيم

 

 :دراين صورت داريم
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 كه در آن

 

 

 :كه آن را به صورت زير تعريف مي كنيم

 

 

 

 

 

 

 اما ديديم كه
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 اما   

 

 :كه در آن       خطاي نسبي گرد كردن فوق براي                             يعني  

 

 

 

 

 :با قرار دادن مقادير فوق در بردار                                     نتيجه مي شود

 

 

 :درحاليكه       ماتريس هماني و           ماتريس قطري زير است
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 :كه مي توان آن را به صورت زير نوشت

 

 

 

 :لذا داريم
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 :قرار داد مي كنيم كه  

 

 : لذا داريم

 

 :كه از آن نتيجه مي شود 

 

 

 

),0(,)1(
11  
 rixE i

ii

1
)()()()1( )( 

  i
iiii xxDx 

1
)0()0()0()1( )(   xxDx

  21
)0()0()0()1()1(

2
)1()1()1()2(

)()(

)(









xxDxD

xxDx

2
)1()1(

1

)0()0()0()1()1()2(

)(

)()(









xD

xxDxDx



51 

 

 

 

 

 لذا

 

 

 مقدار مشخص شده در داخل كروشه فوق نشان دهنده ميزان تاثير خطاهاي گرد كردن در الگوريتم به كار  

 الگوريتم      نسبت به  . برده شده است، كه مي تواند از يك الگوريتم به الگوريتم ديگر بسيار متفاوت باشد 

 الگوريتم       قابل اعتمادتر خوانيم هرگاه اندازه خطاي  

 

 

 .  براي      از نظر قدر مطلق نسبت به      كمتر باشد
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 مقدار                                    را كه حداقل خطاي مورد انتظار است، بعلاوه            

 

 

 : كه كمترين خطاي مورد انتظار است، به خطاي ذاتي الگوريتم موسوم است و داريم

 

 

 معمولا به عنوان كران بالايي براي خطاي فوق به كار برده مي شود، به جاي آن مورد استفاده قرار    

 زيرا .مي گيرد  
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 كه در آن منظور از قدرمطلق بردار                                     كه با نماد           نمايش مي دهيم،  

 بردار   

                                            

 

 خطاهاي گرد كردن       را بي خطر خوانيم هرگاه اندازه       ها در حدود خطاي ذاتي              باشند، 

 آنها را بي خطر گويند و هر گاه همه       ها بي خطر باشند يا از رتبه              باشند الگوريتم را پايدار 

 . يا خوش رفتار گويند و در غير اين صورت ناپايدار عددي گويند 
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Interpolation

     

 در مسائل درونيابي مي خواهيم يك تابع از متغير      و مجموعه پارامترهاي          

 را چون                                                به گونه اي تعيين كنيم كه براي             جفت از اعداد 

 :حقيقي يا مختلط                   و                            داشته باشيم 

 

 

 . نامند(  supports points) نقاط                   نقاط اتكا در مسائل درونيابي  

 مسائل درونيابي را از نقطه نظر خطي بودن        نسبت به                                       يا غيرخطي  

 :بودن به آن، به دو دسته زير تقسيم مي كنيم 
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 درونيابي خطي (  1           

 درونيابي غير خطي(  2                                         

     

 مساله درونيابي را يك مساله درونيابي خطي نامند، هرگاه      نسبت به      ها خطي باشد، در غيراين    

 . صورت مساله درونيابي را غير خطي گويند 

 از مهم ترين مسائل درونيابي خطي، مسائل درونيابي چند جمله اي، درونيابي مثلثاتي، مساله درونيابي    

 :در مسائل درونيابي خطي تابع        به صورت زير تعيين مي شود. اسپلاين است 

 

 

 . كه       نسبت به       ها خطي است و        ،                           توابع داده شده نسبت به       اند

 در حالت خاصي كه  
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 :تابع        به صورت زير مي باشد

 

 

 در حالتي كه  

 

 :و                                 اعداد مختلط باشند داريم

 

 

 

 

 . درونيابي فوق را درونيابي مثلثاتي نامند. كه در آن                 يا                نماد يكه موهومي است
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 و به گونه اي)در گونه اي ديگر از مسائل درونيابي خطي از تابع هاي به طور پاره اي چند جمله اي      

 و از اين قبيل استفاده مي كنيم كه در روي هر فاصله                       ، 3و  2و  1از درجات ( ديگر  

 تابع از درجه مشخص و در نقاط       ،                                 تابع مشتق پذير                          

 از مرتبه          است كه      درجه تابع چند جمله اي مورد نظر مي باشد، اين روش درونيابي خطي را 

 در حالي كه  . اسپلاين نامند 

 

 از جمله مسائل درونيابي غير خطي، مساله درونيابي كسري گوياست كه در آن       به ثابت هاي       

 . وابسته است، ولي ممكن است نسبت به بعضي آنها غيرخطي باشد                                

 

],[ 1ii xx

  1,0 niix)1,,2,1(  ni 

n 1n

nxxxx  210

01 ,,, aaa n 



m
m

n
n

mn
xbxbb

xaxaa
bbbaaax











10

10

1010 ),,,,,,,,(



58 

 :يك مساله درونيابي غير خطي ديگر به كمك توابع نمائي با تابع زير داده مي شود

 

      

 )             (  مجموعه همه توابع چند جمله اي از متغير حقيقي با مقدار حقيقي از درجه نابيشتر از     ،  

 باز فرض مي كنيم كه                 ،             نقطه اتكاي متمايز داده شده. با         نمايش مي دهيم

 .  باشند كه       ها در شرط                 ،                                          صدق مي كنند

 در قضيه زير ثابت مي كنيم كه يك چند جمله اي                            وجود دارد كه   

 

    

 براي           نقطه اتكا دلخواه                 ،                                      و                 ،    

 :يك چند جمله اي يگانه                  وجود دارد كه                                      
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 اگر فرض كنيم كه             و              دو جواب مساله باشند كه هر دو چند جمله اي هايي متعلق  

 :به         ، اگر قرار دهيم  

 

 آنگاه  

 

 . )                  (اگر                    ، چون              يك چند جمله اي از درجه حداكثر      است

 اين خلاف قضيه اساسي. نتيجه فوق نشان مي دهد كه       در           نقطه متمايز،       صفر مي شود

 .( هر تابع چند جمله اي از درجه     ، داراي حداكثر      ريشه متمايز حقيقي يا مختلط است.)جبر است

 :لذا       نمي تواند غير متحد با صفر باشد لذا بايد داشته باشيم

 

 . يعني جواب يكتاست

)(1 xP

n

)(2 xP

)()()( 21 xPxPxQ 

 niffxPxPxQ iiiii ,0,0)()()( 21

0)( xQ)( xQn

1n Q
ix

nQ 

nn

Q

)()(0)( 21 xPxPxQ 



60 

  

 :براي اثبات وجود، توابع چند جمله اي از درجه       زير را در نظر مي گيريم  

 

 

 :يا اگر قرار دهيم

 

 

 آنگاه 

 

 

 . را چند جمله اي لاگرانژ گويند                
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 :از خواص مهم آن اينست كه  

 

 

 :حال اگر قرار دهيم 

            (1) 

 :آنگاه                 و به ويژه داريم 

 

 

 فرمول . داده شود( 1)يعني             وجود دارد و مي تواند با رابطه 

 

 

 . را فرمول درونيابي لاگرانژ نامند
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)(2n3,1,0ix2,3,1if . براي             و                        و                        ،             ،             را تعيين كنيد   xP)2(P
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 درونيابي لاگرانژ، هم از لحاظ نظري در آناليز عددي، و هم در مواردي كه بخواهيم ضابطه تابع درونياب  

 همچنين در مسائلي كه نقاط اتكا با        هاي مشترك و . را مشخص سازيم مورد استفاده قرار مي گيرد 

 زيرا فقط يكبار محاسبه         ها انجام  . هاي متفاوت به كار برده مي شوند، نيز بسيار مناسب است      

 اما در مواردي كه  . مي شود و يافتن تابع             براي        هاي متفاوت از توابع متفاوت ساده است 

 بخواهيم تقريبي از تابع درونياب در يك نقطه را به دست آوريم، كاربرد درونيابي تكراري نويل يا ايتكن

 در اين روش، براي يافتن مقدار تقريبي      در نقطه       از درونيابي هايي با نقاط اتكاي . مناسب است

 . كمتر محاسبه را آغاز مي كنيم و آن را تا آنجايي كه تقريب ها به هم نزديك باشند، ادامه مي دهيم
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 .در واقع تابع زيادي مي توان يافت كه نمودار از اين نقاط اتكاء  بگذرد و پيوسته و مشتق پذير باشد

 در روش نويل، از توابع چند جمله اي درونياب                    كه متعلق به         مي باشند استفاده 

 مي كنيم كه نقاط اتكاء                    براي                                  را درونيابي مي كنند و اين

 .توابع را به عنوان توابع تقريب كننده       در       در نظر مي گيريم
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 .اين توابع را مي توان به طريق زير توليد كرد 

 

 .چند جمله اي هاي از درجه صفر اند             

 

 

 

         (2) 

 

 

 

 در اين صورت                            چند جمله درونياب از درجه نابيشتر از      براي مجموعه نقاط    

 .   براي                        است                       
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 :را             درنظر مي گيريم، آشكارا با استقراء روي       نتيجه مي شود ( 2)طرف راست رابطه 

 

 :اما براي                  داريم 

 

 

 

 :براي                    نيز داريم 
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 :براي                   ،                          داريم 

 

 

 

 

 

 

 

 از الگوريتم فوق براي محاسبه مقدار تابع درونياب در يك نقطه استفاده مي كنيم و معمولا كاربرد   

 . جدول زير مناسب است  
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 و    
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 :را به دست آوريد                    
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 مثلا

 

 

 

 

 

 

 

 

 :براي سهولت كار از نماد زير براي                        استفاده مي كنيم، قرار مي دهيم
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 .  كه            نمايش آخرين انديس از چپ به راست و      نمايش درجه ماكزيمم است  

 :  لذا جدول محاسباتي اخير به صورت زير در مي آيد 

 درجه صفر                              1درجه                 2درجه                   3درجه                      

 درجه                                                                                                                                
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 :  مي توان براي محاسبه               از شكل زير كه بعدا كاربرد هاي بيشتري مي يابد استفاده نمود  
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 :به كار مي آيد، داريمريچاردسون  به ويژه اگر                باشد كه در مسائل برونيابي مانند

 

 

 

 

 

 

 

 در روش درونيابي نويل هر بار      نقطه اتكا متوالي براي درونيابي تابع مورد استفاده قرار مي گيرند،   

 . ولي در روش اتيكن چند نقطه اول و يك نقطه آخر مورد استفاده اند 

 :  جدول در اين روش به صورت زير است 
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 :به عنوان نمونه داريم   

 

 

 

 

 :و به طور كلي محاسبه بر اساس رابطه زير انجام مي شود   
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 در درونيابي نيوتن با تفاضلات تقسيم شده تابع هاي درونياب جزئي                                    

 را مجددا به كار مي بريم، در اينجا تابع درونياب كلي را با نماد                            نمايش مي دهيم 

 :كه                            و داريم 

 

 

 

 .كه در آن                                 مقادير ثابت و ضرائب در شكل نيوتني چند جمله اي درونياب اند 

 براي اينكه                  جواب مساله درونيابي با نقاط اتكاء                 باشد                           ، 

 :بايد داشته باشيم 
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 :از همين خواص تابع درونياب براي محاسبه        ها استفاده مي كنيم، در واقع داريم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اما محاسبه        ها با اين روش نياز به   . از روابط فوق به طور بازگشتي       ها محاسبه مي شوند  

 بنابراين اغلب روش زير ارائه مي شود كه در حدود          . ضرب و     تقسيم دارد                 

 . عمل تقسيم بيشتر نياز ندارد 
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 قبل از ارائه نحوه محاسبه جديد توجه مي كنيم كه در صورت يافتن تابع درونياب به صورت نيوتني   

 به شكل زير با تعداد(  Horner schene) محاسبه مقدار آن در نقطه              به كمك طرح هورنر  

 .ضرب كمتر ميسر مي شود 

 

  

 

 .تعداد ضرب هاي تودر توي فوق حداكثر     تاست

 براي ساختن                         به صورت ساده تر از نماد هاي                   ،                    

 براي ضرائب استفاده مي كنيم و چند جمله اي                             را به كمك چندجمله اي 

 و ثابت                    مي سازيم، در حاليكه فرض مي كنيم                               
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 كه تابع درونياب چند جمله اي براي نقاط اتكا                       ،                     مي باشد، در اينجا

 :قرار مي دهيم

 

 

 

 

 :آشكارا براي                 ،                            داريم

 

 

 :  بنا به استقراء روي      داريم
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 :لذا داريم 

 

 

 : براي                 بايد داشته باشيم  

 

 

 

 مي خواهيم كه                                              لذا از آن نتيجه مي شود

 

 

 

 اما خوشبختانه ثابت مي شود كه مي توان                     را به صورت زير محاسبه كردو براي اين
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 .  منظور مي توان از روش تفاضلات تقسيم شده استفاده نمود

 

 

 .بنابراين براي خلق                        مي توان به صورت زير عمل كرد
k

kk

k

kk

k

ii

iiiii

ii

iiiii

iii
xx

ff

xx

ff
f













0

2110

0

1101

10





kiiiP 10

00
)( ii fxP 

)()()(

)()()(

)()()()()(

)()()()(

)()(

1010110

11010

210110010010

201100100110

010010



















kkk

kk

kkk

kkk

iiiiiiii

iiiiii

iiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiii

iiiiii

xxxxfxP

xxxxxxf

xxxxxxfxxffxP

xxxxfxxffxP

xxffxP





















83 

 :با توجه به آنچه گذشت نتيجه مي شود 

       

 .تفاضلات تقسيم شده                    نسبت به جايگشت هاي                                      پاياست  

 يعني اگر  

 

 

 يك جايگشت انديس هاي                                        باشد، آنگاه  

 

 

 براي تشكيل تابع چندجمله اي درونياب با تفاضلات تقسيم شده جدول زير مورد استفاده قرار    

 .مي گيرد 
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nP با درنظر گرفتن                 به صورت زير  012
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 .مقادير               از جدول زير بدست مي آيند و در هر ستون اولين عنصر، ضريب مطلوب است 

  

 :براي              ،              ،               ،              ،              ،               داريم 
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 اغلب براي نمايش تفاضلات تقسيم شده از نمادي ويژه استفاده مي كنيم كه تفاضلات تقسيم شده را به   

 صورت يك تابع از متغيرهاي                                  ارائه مي كند كه در پاره اي از كاربردها اهميت

 قرار داد مي كنيم. دارد
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 تفاضلات تقسيم شده                                               توابع متقارني از آرگومان ها مي باشند ،   

 .  يعني نسبت به جايگشت هاي                                      پايدار هستند 

 

 .  با توجه به قضيه اخير در مورد                    آشكار است 

       

 اگر      يك چند جمله اي از درجه       باشد، دراينصورت    
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 با توجه به اينكه تابع درونياب از درجه نابيشتر از      براي درونيابي           نقطه اتكاء                 ، 

 يكتاست، لذا اگر     خود يك چند جمله اي از درجه       باشد، دراينصورت آشكارا                   

 

 

 :اكنون اگر فرض كنيم كه             است و از روش تفاضلات تقسيم شده نيوتن استفاده نمائيم داريم 

 

 

 

 

 با توجه به اينكه                                 لذا بايد ضريب درجات بالاتر از       صفر باشد، يعني 

 

n

fN

1N

 Ni ,0

),( ii fx

NkxfxP k  ,)()(012

Nk 

)()()(],,,[

)()(],,[

)(],[][)(

11010

10210

0100







kk xxxxxxxxxf

xxxxxxxf

xxxxfxfxP





NxP ))((degN

Nkxxf k  ,0],,[ 0 



89 

  

 :نقطه        به صورت زير است  5براي تابع                       جدول تفاضلات تقسيم شده با  
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 توجه داريم كه   

 

 

 :اگر      در        مشتق پذير باشد، داريم 

 

 

 :بنابراين قرار مي دهيم 

 

 

 بنابراين تفاضل تقسيم شده براي آرگومان هاي برابر نيز قابل تعريف است، مشروط به اينكه      به مرتبه

 . كافي مشتق پذير باشد و در اين موارد مقدار تفاضل به كمك مشتق تعريف مي شود
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 براي           نقطه اتكاء داده شده از تابع    باشند،)                   ( اگر فرض كنيم كه                  ،  

 دراينصورت يك تابع يكتا                                از درجه نابيشتر از      يعني               وجود دارد 

 به طوريكه          

 

 اكنون مي خواهيم براي نقطه             مقدار خطاي درونيابي را كه برابر                           است ، 

 .  ارزيابي كنيم 

     

 اگر تابع      داراي مشتق مرتبه           باشد، دراينصورت براي هر      يك نقطه       متعلق به      

 كه      كوچك ترين فاصله در بردارنده همه نقاط      و     است )                                             

 وجود دارد، به طوريكه  (  براي                                
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 .كه در آن                                                                        باقيمانده لاگرانژ است

 درحاليكه               است، آشكارا   

 

 

 اگر              ، براي                  دراينصورت يك      ثابت وجود. و مطلبي براي اثبات وجود ندارد

 دارد، به طوريكه

 

 : لذا تابع             به صورت زير تعريف مي كنيم
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 .آشكارا                     ،                      و                     

 . اما      در واقع جمع جبري دو تابع چند جمله اي از درجه نابيشتر از     و دقيقا           و تابع     است

 اما چون     ،          بار مشتق پذير است، لذا      نيز           بار مشتق پذير است و همه مشتق هاي تا 

 با كاربرد قضيه رل به طور متوالي براي      و مشتقات آن نتيجه مي شود كه  . مرتبه      آن پيوسته اند

 

 يعني 
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 مي توانيم به كمك تفاضلات تقسيم شده صورت ديگري از نتيجه فوق براي خطا را بدست آوريم، فرض 

 كنيم كه                براي                     ،          نقطه اتكاء داده شده از تابع     باشد، و     نقطه اي 

 داده شده دراينصورت يك چند جمله اي 

                                  

 به طور يكتا براي درونيابي                ،                      وجود دارد، اكنون اگر فرض كنيم كه  

 و                   با توجه به درونيابي نيوتن تقسيم شده و با فرض               براي                         

 :   ، داريم                     

 

 

 

 :اگر              فرض شود داريم  
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 يا 

 

 :با مقايسه با نتيجه قضيه داريم

 

 

 

 :اين رابطه نتيجه مهمي است و به طور كلي داريم

 

 

 به ويژه  
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 :اگر                        باشد و                    ،                      ، دراينصورت داريم 

 

 

 :كه                   است، داريم

 

 

   

 نتايج به دست آمده از درونيابي براي ارزيابي مقدار تقريبي      در خارج فاصله درونيابي، يعني  ( 1  

 معمولا رضايت بخش نيست و بايد در چنين مواردي نتايج با احتياط                                        

 .به كار رود، چنين تقريبي را تقريب برون يابي نامند      

نمي توان انتظار داشت كه با افزودن نقاط اتكاء بيشتر، دقت محاسبات افزايش يابد، يعني خطاي  (2  
 :تقريب به صفر گرايد، در واقع در مورد توابعي مانند
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 و  

 

 

 كه با كاربرد افراز ( مراجعه كنيد  KELLERو  ISSACSONبه كتاب  )  نشان داده شده است   

 . يكنواخت و تظريف آن خطا به سمت صفر ميل نمي كند 
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 فرض مي كنيم           عدد حقيقي       به صورت                                         داده شده باشند    

 و اعداد حقيقي           ، براي                                        با شرط                                 نيز  

 . در دست باشند 

 مساله درونيابي هرميت عبارتست از يافتن يك چند جمله اي در مجموعه         به طوريكه 

 

 :كه اگر آن را              بناميم، داشته باشيم 

 

 

 .يعني در هر نقطه گره       براي تابع      ،        اطلاع داده شده است
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 براي اعداد دلخواه                                     ،            يك و فقط يك چند جمله اي از درجه    

 به طوريكه                               وجود دارد كه در شرايط )                ( نابيشتر از           

 

          (3 ) 

 .صدق مي كنند  

   

 فرض مي كنيم كه       و        دو چند جمله اي در          باشد كه. نخست يكتايي را ثابت مي كنيم   

  لذا. برقرار است( 3)براي آنها شرايط   

 

 

 . درصورتيكه                يك چند جمله اي از درجه نابيشتر از      است 
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 نيز نتيجه مي شود كه( 3)اما با توجه به روابط 

 

 

 .  يعني تابع             يك تابع متعلق به         است كه در           نقطه صفر مي شود

 اين امر. بنابراين بنا به قضيه اساسي جبر كه يك چند جمله اي از درجه     داراي حداكثر      ريشه است

 .ناممكن است مگر آنكه                 

 .بنابراين                                 يعني جواب يكتاست

 اثبات وجود را به كمك يكتايي انجام مي دهيم، در واقع چون 

 صدق مي كند و يك دستگاه معادلات از          معادله با          مجهول ( 3)در معادلات          گانه 

 بر حسب        ها تشكيل مي دهد كه هر يك از معادلات نسبت به       ها خطي اند، لذا چون دستگاه 

 .داراي جواب يكتاست، دترمينان ماتريس ضرايب غير صفر است، يعني دستگاه داراي جواب است
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 با توجه به قضيه فوق مانند روش لاگرانژ به هر صورت كه يك چند جمله اي از درجه نابيشتر از   

 .  صدق كنند، بدست آوريم، به جواب دست يافته ايم( 3)كه در شرايط   

 . در روش مشابهي با روش درونيابي لاگرانژ از تابع زير استفاده مي كنيم  

 

             (1) 

 .كه در آن                     براي                                    ،                                   

 :  اين چند جمله اي ها به صورت زير تعريف مي شوند

 

 

 :كه در آن        به صورت زير تعريف مي شوند

 

             (2) 

n

)()( )(

1

00

xLyxP ki
k

i

n

k

m

i

i








nkiL 

)()( 1,1, xlxL
ii nini   mi ,,2,1,0 

kil

mi ,,2,1,0  1,,2,1,0  ink 

,



 




m

ji
j

n

ji

j
k

i

ki
j

x

k

x
xl

0

)(
!

)(
)(







102 

 و  

 

            (3) 

 

 :با محاسبه نه چندان مختصر ثابت مي شود كه 

 

 

          (4 ) 

 با توجه به رابطه اخير مشاهده مي كنيم كه  

 

 .را ثابت كنيد( 4)رابطه     

 .روش هرميت را براي                                           بنويسيد    
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 اما استفاده نظري اين روش به صورت ارائه شده. كاربرد روش فوق از لحاظ عملي چندان ساده نيست  

 در عمل مي توانيم از مفهوم تفاضلات تقسيم شده به صورت مناسب براي تعيين تابع چند. ميسر است 

 . جمله اي درونياب هرميت استفاده كنيم 

 :براي اين منظور نقاط اتكاء زير را در نظر مي گيريم  

 

 . كه تشكيل مجموعه                                                   را مي دهند  

 . جفت                 را به صورت زير در نظر مي گيريم              

 

 

 :جفت هاي فوق به ترتيب جفت هاي زير اند كه به ترتيب عبارتند از 
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 توجه داريم كه   

 

 يعني نقاط         الزاما متمايز نيستند و هر        دقيقا         بار تكرار مي شود و        ها در مجموع 

 به طور دقيق تر  . تغيير مي كنند                                    

 

 

 

 

 

 :همچنين نماد زير را قرارداد و تعريف مي كنيم 
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 :قرار مي دهيم 

 

 مي خواهيم، چند جمله اي  . لذا                       يك چند جمله اي از درجه       است

 :جواب مساله هرميت را به صورت زير بدست آوريم كه 

 

 

 كه در آن        ها براي                                ثابت هايي هستند كه بايد به گونه اي تعيين شوند كه   

 . همان چند جمله اي جواب مساله باشد            

 به ويژه نشان مي دهيم كه با تعريف عمومي تري براي تفاضلات تقسيم شده نيوتن 

 

 

 در واقع اگر                                       ،           نقطه گره متمايز فرض شود و قرار دهيم كه  
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 كه         ها همان چند جمله اي يگانه جواب مساله درونيابي در نقاط         است، آشكارا با توجه به 

 :درونيابي تقسيم شده نيوتن داريم  

 

 

 

 

 و      به صورت                                                     در حاليكه                          

 

 

 .توجه داريم كه نقاط اتكاء براي درونيابي اخير                    هستند 
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 اكنون با توجه به اينكه مشتق تابع      در نقطه      تا مرتبه              وجود دارد لذا مي توانيم از  

 مفهوم حد براي تعريف تفاضلات تقسيم شده در حالت فعلي وقتي آرگومان ها با هم برابر مي شوند،

 .  استفاده كنيم 

 

 

 به ويژه  

 

 

 .هرگاه با شرط                                                

 اگر            را كوچك ترين انديس        ها در نظر بگيريم كه                                         

 :دراينصورت
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 :قرار مي دهيم. به اين ترتيب اكنون همه چيز براي نوشتن ضابطه تابع درونياب اصلي هرميت آماده است 

 

 

 كه در آن

 

 :كه تفاضلات فوق به صورت زير محاسبه مي شوند

 

      (5  ) 

 (  يعني تمايز دست كم دو         ) هرگاه                                          ،  و درغير اين صورت   
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 مساله هرميت زير را به صورت مناسب تبديل و آن را به كمك تفاضلات تقسيم شده حل كنيد    

 

 

 

 

    

 

 

 

 .  اكنون براي ادامه كار و يافتن تابع درون ياب جدول زير را در نظر مي گيريم 

 . است( 5)مشخص كننده استفاده از فرمول * نماد   
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 :داريم 

 

 

 

 

 

        

 اگر      تابعي از متغير حقيقي با مقدار حقيقي باشد كه          بار روي فاصله              مشتق پذير    

 :است و            نقطه متمايز       ، در فاصله              به صورت زير باشند 

 

 و هرگاه           چند جمله اي از درجه نابيشتر از       باشد به طوريكه 
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 كه در شرايط درونيابي هرميت                                          صدق مي كند، دراين صورت براي هر  

 يك نقطه        متعلق به                                         وجود دارد كه                         

 

 

 كه در آن  

 

   

 (.مشابه قضيه خطاي درونيابي چند جمله اي معمولي است ) تمرين    

 از روش درونيابي هرميت براي تقريب تابع حقيقي      به صورت به طور پاره اي چند جمله اي استفاده  

 به طور دقيق تر براي تقريب      روي فاصله              از تابعي چون        در فضاي توابع . مي شود 

 .  هرميت            كه      عددي است طبيعي و       يك افراز فاصله             است، استفاده مي شود 
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 :تابعي است با خواص زير                                   

 

 (. يعني توابع     ،          بار مشتق پذير روي فاصله             است)                                  (الف

 (. كه در آن                             ، براي                                  )                              (ب  

 .يعني تحديد        به هر فاصله       يك تابع چند جمله اي از درجه نابيشتر از              است 

 با توجه به آنچه بيان شد، آشكارا       يك تابع به طور پاره اي چند جمله اي روي             است كه 

 در همه نقاط       ،                       داراي مشتقات تا مرتبه          است و روي هر فاصله       ،  

 .يك چند جمله اي از درجه نابيشتر از              است                          

 :به ويژه اگر قرار دهيم 
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 يا 

 

 

 :داريم( ب)و ( الف)با توجه به  

 

 

 

 :با توجه به خطا در درونيابي هرميت داريم
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 (. به عنوان تمرين بررسي كنيد ) اگر                                 كه به سهولت نتيجه مي شود  

 

 

 

 :اگر نامساوي هاي اخير را براي همه فاصله              به كار ببريم، داريم  

 

 

 

 درصورتي كه بدانيم 

 

 

 ظرافت افراز :               
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 ثابت ” سيارله ، شولتز ، وارگا ” علاوه بر روابط اخير روابط زير نيز براي مشتقات     و      به وسيله    

 :شده اند  

 

 

 

 

 

 :براي همه              ،              ،                           ،                        لذا 
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 فرض مي كنيم كه                  براي                     ،          نقطه اتكاء داده شده از تابع حقيقي      

 در درونيابي هاي گويا، كه از جمله مسائل درونيابي غير خطي مي باشند، تابع درونياب را يك تابع. باشد 

 به طور دقيق تر . كسري گوياي به صورت               در نظر مي گيريم 

 

 كه   
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 .يعني                          و                           است 

 .جفت مرتب               را گاهي شبه درجه تابع       نامند

 .  مي خواهيم        را به گونه اي تعيين كنيم كه در شرايط درونيابي زير صدق كند 

 

 

 . مجموعه شرايط فوق را مساله             ناميم

 تابع درونياب           ،هنگامي معين مي شود كه ثابت هاي                              و         

 : براي تعيين اين ثابت ها با توجه به مساله           بايد داشته باشيم كه . تعيين شود
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 .در اينجا فرض مي كنيم كه                   باشد 

 .  مساله فوق را كه از          به دست آمده است، مساله          ناميم

 در واقع           ، دستگاهي از                  معادله و                  مجهول

 .  را در اختيار ما قرار مي دهد، كه يك دستگاه معادلات خطي همگن است                            

 لذا            دستگاهي از                    مجهول و                    معادله خطي است، كه چون تعداد 

 .  مجهولات از تعداد معادلات بيشتر است، در صورت وجود جواب ، داراي بي نهايت جواب است

 .  خواهيم ديد كه جواب            ، ممكن است، جواب             نباشد 

    

 براي نقاط اتكاي   

 

 

 :و                    داريم 
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 :يك جواب دستگاه فوق به صورت زير است 

 

 لذا  

 

 يعني 

 

 

 تابع فوق براي          به      منجر مي شود كه مبهم است، لذا تابع                     را جواب 
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 .مي توان در نظر گرفت، در حاليكه اين تابع جواب          نيست و نقطه            در آن صدق نمي كند

 يعني ممكن است، جواب هاي            جواب            نباشد، همين مساله كاربرد روش هاي درونيابي 

 در واقع در صورتي كه جواب            ،.گويا را دشوار مي سازد كه بايد با دقت مورد مطالعه قرار گيرد

 . مساله           را حل نكند، مساله درونيابي گويا را حل ناپذير خوانيم 

 .  در حل مسائل درونيابي گويا، مفهوم توابع گوياي هم ارز، نقش مهمي دارد

         

 اگر                                    و                                        باشد        و         را هم ارز   

 

 :خوانيم هر گاه داشته باشيم

 

 : در اين حالت چنين نمايش مي دهيم 
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 تابع گوياي                                را نسبتا اول نامند، هرگاه توابع            و             نسبت به هم  

 . اول باشند 

 يادآور مي شود كه دو چند جمله اي را نسبت به هم اول نامند هرگاه آنها، مقسوم عليه چند جمله اي با 

 . درجه بيشتر از صفر نداشته باشند 

    

 دستگاه معادلات خطي همگن،           همواره داراي يك جواب غير بديهي است و براي هر جواب   

 غير بديهي  

 

 

 .         برقرار است، يعني همه جواب هاي غير بديهي          ، عبارت هاي گويا اند 
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 چون دستگاه معادلات خطي           ، خطي همگن است لذا دست كم يك جواب صفر دارد، به دليل  

 اگر              داراي. بيشتر بودن تعداد مجهولات از تعداد معادلات، جواب غير بديهي نيز وجود دارد 

 :  جواب غير بديهي باشد و                       شود، با توجه به غير بديهي بودن جواب داريم 

 

               (7) 

 و از طرف ديگر              

 

 يعني          

 

 يعني تابع چند جمله اي           داراي                  ريشه است، در حاليكه درجه آن حداكثر   

 .                                          يعني.                   متحد با صفر باشد( 7)است، لذا ناچارا بايد  

 ,S

0)( xQ

0)( ixP

0),,,,,,,( 1010  bbbaaa 

0)()(:,  iii xQfxPS    ,,2,1,0 i,

  ,,2,1,0 i,

)( xP 1 

0)( xP010  aaa 

 ,S



124 

 و در نتيجه جواب                                                            غير بديهي نيست كه خلاف فرض 

 لذا. است 

  

    

 اگر         و        هر دو جواب هاي نابديهي دستگاه معادلات همگن          باشند، دراين صورت آنها  

 . هم ارزند و يك تابع گويا را نمايش مي دهند 

 

 فرض مي كنيم كه   

 

 

 هر دو مساله            را حل كنند، در اين صورت اگر 
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 :آشكارا داريم  

  

 

 يعني تابع            كه يك چند جمله اي از درجه نابيشتر از           است در                  نقطه صفر 

 لذا بايد متحد با صفر باشد، يعني . مي شود 

 

 

 

 

              . 
 . به عبارت ديگر جواب هاي غير بديهي مساله            با تقريب هم ارزي توابع گويا يكتا اند
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 با توجه به آنچه گذشت آشكارا اگر           جواب مساله            باشد كه جواب مساله           نيز 

 درغيراين صورت اگر           اي از             شرايط. باشد، دراين صورت            حل شدني است 

 را برنياورد،            حل شدني نيست و در اين حالت نقاطي وجود دارند، چون              

 (.  مانند مساله اخير)براي     هايي كه در رابطه                                  صدق نمي كنند  

 بنابراين تابع             ، جواب مساله  . اين چنين نقاطي را نقاط غير قابل دسترس براي             نامند

 .  است، اگر براي آن  نقاط غير قابل دسترس وجود نداشته باشند           

 

 اگر                                           يك جواب مساله           باشد، براي               

 

 :يكي از دو حالت زير پيش مي آيد

 .است                                   (2.           باشد                                    (1    

 در حالت اول آشكارا  
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 زيرا  

 

 :اما در حالتي كه                           باشد دراين صورت 

 

 

 يعني            و             هر دو داراي ريشه       اند، لذا نسبت به هم اول نيستند و هر دو داراي عامل

 مشترك            مي باشند كه با حذف آنها                    را مي يابيم كه براي آن نقطه              

 .  غير قابل دسترس است

 :از آنچه گذشت نتيجه مي شود كه 

       

 اگر            داراي جواب            نسبتا اول باشد، دراين صورت نقاط اتكاي غير قابل دسترس وجود 

 .ندارند، يعني            حل شدني است 
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 . فرض مي كنيم كه             يك تابع گويا و              هم ارز آن باشد كه تابع آخري نسبتا اول است 

 :قضيه زير را داريم 

    

 فرض مي كنيم كه             ، دستگاه            را حل كند، دراين صورت          حل پذير است، اگر  

 .و فقط اگر            ، دستگاه            را حل كند  

   

 اگر            دستگاه            را حل كند، بنابراين چون نسبتا اول است، لذا نقطه غيرقابل دسترس وجود 

 .ندارد، يعني          ، مساله          را حل مي كند 

 اگر           دستگاه          را حل نكند، دراين صورت تابع گوياي هم ارز آن           نيز          را حل 

 .      يعني           حل نشدني است . نمي كند، يعني            را نيز حل نمي كند 
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 گوئيم كه نقاط اتكاء                  براي                              در موقعيت ويژه قرار دارند، هرگاه  

 .مجموعه اي از نقاط اتكاي آن، با تابعي چون            ، كه در آن                   است، درونيابي شود

  

 .نقاط اتكاي يك مساله درونيابي گوياي             غير قابل حل در موقعيت ويژه قرار دارند 

  

 اگر مساله           غير قابل حل باشد، و            جواب            باشد كه در           صدق نمي كند، 

 .لذا نقاطي غيرقابل دسترس چون                   ، به طوريكه                          وجود دارند 

 (. نقاط غيرقابل دسترس اند )                                            

 دراين صورت                                    ريشه هاي مشترك تابع            و             در عبارت  
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 اما نقاط قابل دسترس برابر                         اند و تابع                    هم ارز            بعد از حذف 

 عوامل مشترك داراي درجه اي برابر 

 

 :يعني داريم 

 

 .يعني نقاط اتكاي مساله            در موقعيت ويژه قرار دارند 

 

 .با توجه به آنچه گذشت، ملاحظه مي كنيم كه حل يك مساله درونيابي گويا، به دقت و توجه نياز دارد   

 به ويژه براي تعيين تابع              از جواب دستگاه همگن              استفاده مي كنيم كه ممكن است، 

 حتي در مواردي كه دستگاه داراي رتبه كامل . جواب اين دستگاه، جواب مساله           نباشد 

 .است، نيز بايد نتيجه به دست آمده را به دقت مورد ملاحظه قرار داد 
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 در عين حال در اغلب مسائلي كه با آنها سروكار داريم فرض مي كنيم جواب              يك جواب  

 در موارد ديگر مي توان با مختصر تغييري از. نسبتا اول باشد و              حل شدني فرض مي شود 

 .نقاط اتكاء يك مساله            غيرقابل حل را به مساله اي قابل حل تبديل نمود 

 به جز روش مستقيم حل             كه مي تواند در مواردي كه      و      بزرگ نباشد، به كار آيد، دو 

 روش ديگر براي ساختن تابع            ذكر مي كنيم كه يكي به كمك كسر هاي مكرر و ديگري با روشي

 .در اين دو روش، تابع گويا را به صورت بازگشتي ايجاد مي كنيم.شبيه الگوريتم نويل است

 در اين روش ها مي توان با ساختن توابع گوياي با درجه كمتر             به طوريكه                  و 

 باشد، تابع درونياب مورد نظر را يافت، براي آنها مثلا مي توان از روش هايي مانند جدول                  

 .( تعدادنقاط اتكا است. )                   زير استفاده كرد
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     Thiel

 :در روشي كه ارائه مي كنيم تابع گويا را بر اساس نمودار زير به دست مي آوريم 
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 .  براي اين منظور از مفهوم تفاضلات وارون و جدول زير استفاده مي كنيم

 .فرض مي كنيم كه                  نقاط اتكاء داده شده براي                           باشد

 

 

 

 

 

 

 

  

 . كميت هاي                         و از اين قبيل، تفاضلات وارون ناميده مي شوند، و تعريف  مي كنيم 
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 در واقع تفاضل فوق معكوس تفاضلات تقسيم شده است كه به دليل برابري         و        مي تواند،  

 : هم چنين تعريف مي كنيم . بي نهايت نيز باشد  

 

 

 و 

 

 

 

 بر خلاف تفاضلات تقسيم شده، تفاضل وارون نسبت به آرگومان هايش متقارن نيست، يعني ممكن   

 نحوه. است، با تعويض مولفه هاي تشكيل دهنده آرگومان، مقدار تفاضل معكوس يا وارون تغيير كند 

 .استفاده از تفاضلات وارون، در ساختن تابع گوياي درونياب را در حالت ويژه اي بررسي مي كنيم 
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 . فرض مي كنيم                   ، براي                                      نقاط اتكاي داده شده باشند  

 دراين صورت مي خواهيم . فرض مي كنيم ،                    باشد( ،                )                            

 را به گونه اي بيابيم كه                     

 

 

 :قرار مي دهيم

 

 

 :بنابراين داريم(  براي      و       نمايش درجه آنهاست نه توان )      
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 . عبارت گوياي                      در رابطه زير صدق مي كند  

 

 

            (8 ) 

 كه در آن  
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 :لذا داريم. در نظر گرفته ايم 

 

 

 

 

 

 

 :داريم( 8)بار ديگر با كاربرد  
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 :  آشكارا داريم  

 

 

 

 :با تكرار روش فوق در نهايت به دست مي آوريم
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 .مخرج كسر فوق تشكيل كسر هاي مسلسل يا پيوسته مي دهند كه آنها را كسر هاي مسلسل تيل نيز نامند

 :براي سهولت نمايش      از نماد هاي زير استفاده مي كنيم  
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 :مي توان چنين نوشت 

 

 

 

 

 

 

 اولين عناصر در ستون جدول تفاضلات. . .  عبارت                        و                                و   

 .وارون مي باشند 

    

 :براي مجموعه داده هاي زير تابع درونياب كسري گويا را بيابيد
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 لذا 
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 چون تفاضلات وارون داراي خاصيت تقارني نيستند، معمولا از تفاضلات ديگري موسوم به تفاضلات  

 متقابل استفاده مي كنيم كه به صورت زير تعريف مي شود و با نماد  

 

 :نمايش داده مي شود و داريم  

x

xx

x

x

x

x

x

x

xxxx

27

94

94

22
1

2

1

1

2

1

1
1

2

1
2

2

1
110)(

2

1,2



























),,,,( 21 kiiii xxxx  

ii fx )(  ni ,0,



144 

 

  

 
 

 يا

  

 

 

  Milneمي توان ثابت كرد كه تفاضلات متقابل داراي خاصيت تقارني است، براي يك اثبات آن به 

 . مراجعه كنيدThompson (1951 )و 
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 :رابطه تفاضلات متقابل و تفاضلات وارون بر اساس قضيه زير است

    

 براي                            داريم كه 

 

 

 . درحاليكه فرض مي كنيم                                                             براي               

 

 آشكارا داريم كه   

 

 

 فرض مي كنيم رابطه براي     صحيح باشد، آن را براي . يعني رابطه براي            صحيح است 

 .  ثابت مي كنيم  
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 :داريم 

 

 

 

 

 :لذا با توجه به فرض استقراء داريم 

 

 

 

 

 

 اما با توجه به تعريف داريم 
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 لذا كسر فوق به صورت . چون      نسبت به آرگومان ها متقارن است مي توان جايش را عوض كرد   

 :زير در مي آيد  

 

 

 لذا داريم 
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 .اكنون مي توان جدول تفاضلات متقابل را به صورت زير ارائه نمود 
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 :حال                  را مي توان به صورت زير نيز نوشت   

 

 

 

 

 

      

 روش هاي درونيابي چند جمله اي در اغلب موارد كه تابع مورد نظر در فاصله درونيابي داراي رفتار     

 اما در مورد توابعي كه داراي نقاطي تكين در. مناسب و تغييرات آن جزئي باشد، معمولا مناسب است  

 نزديكي نقاط گره درونيابي مي باشند، روش درونيابي چند جمله اي، نتايج رضايت بخشي به دست   

 .نمي دهد، در حاليكه توابع كسري گويا در اين موارد مي توانند، نتايج رضايت بخشي به دست دهند  
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 توابع چند جمله اي مثلثاتي مي توانند به عنوان توابع درونياب براي تقريب تابع     كه               

 نقاطي از نمودار آن هستند، نيز مورد استفاده قرار گيرد، اين توابع با تقريب يك ثابت، تركيب خطي  

 توابع              و              براي              مي باشد، دو شكل از آنها كه مورد توجه ما هستند،   

 :عبارتند از   

 

        (9) 

 (  اگر                         باشد                   )    
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 اين توابع براي درونيابي نقاط اتكاء                  كه در آن                                       مي باشند،  

 . مورد استفاده قرار مي گيرند 

 توابعي پيوسته، دوره اي با دوره تناوب        از متغير ( 10)و ( 9)آشكارا توابع       در روابط    

 ياد آور مي شويم. فرمول اولر در بحث حاضر از اهميت ويژه برخوردار است. هستند 

 

 

 

 در بحث حاضر نقاط        ، يعني طول نقاط اتكاء از يك افراز يكنواخت فاصله                 پديد  

 به طور دقيق تر . مي آيند  

 

 با فرض فوق، نتايج خاصي به دست مي آيند كه ممكن است، همه . يعني نقاط گره درونيابي همگام اند 

 . آنها در مورد نقاط گره غير همگام قابل كاربرد نباشد 
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 در اينجا سعي مي كنيم مساله درونيابي به وسيله تابع              را به مساله يافتن تابع 

 

          (11) 

 كه در آن        ها ضرايب چند جمله اي فاز. كه آن را چندجمله اي فاز درونياب مي ناميم، تبديل نمود

 . مي باشند كه اعدادي مختلط اند

 مي خواهيم داشته باشيم  

 

 

 توجه داريم كه

 

 

 به ويژه داريم كه  
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 يعني  

 

 

 اما داريم 
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 :لذا با توجه به نتيجه اخير ، داريم  

 

 

 

 

 

 

 

 

 (10)و ( 9)با قرار دادن مقادير                  و                  از دو رابطه اخير در             در معادلات  

 :و ساده نمودن عبارت و تعيين ضرايب           و                     نتايج مهم زير را به دست مي آوريم 
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 :داريم    

 اگر        فرد باشد و قرار دهيم ،                          ، آنگاه ضرايب چند جمله اي        (  الف   

 . به صورت زير به دست مي آيند         

  

 

 

 

 و به عكس   
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 ، آنگاه :                    اگر         زوج باشد و قرار دهيم (  ب 

 

 

 

 

 

 و  

 

 

  

 

 تمرين    
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 براي                         ،                                            ،  

 

 اگر                     آشكارا  

 

 همچنين قرار مي دهيم كه   

 

 بنابراين

 

 

 با قرار داد فوق چند جمله اي درونياب فاز به صورت  
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 مي باشد كه يك چند جمله اي معمولي با متغير مختلط و ضرايب مختلط است و با توجه به اينكه   

 

 

 :لذا در اينجا نيز براي         جديد داريم(( 11)در رابطه )مفروض شده  

 

 

 از آنجا كه قضيه يكتايي تابع چند جمله اي درونياب براي نقاط                  ،                  

 با فرض به اينكه  

 

 

 :   برقرار است ، لذا داريم  
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 براي هر مجموعه نقاط اتكاء                    ،                                 با شرط                     يك  

 چند جمله اي فاز درونياب  

 

  

 يا  

 

 يكتا وجود دارد به طوري كه 

 

 

 

 تمرين      
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 توجه داريم 

 

 

 :از طرف ديگر داريم 

 

 زيرا  

 

 

 . لذا        ريشه معادله                يا معادله                        است 

  

 :  براي                                         داريم    
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 :در حالت              تحت شرايط فوق داريم   

 

 

 

 

 لذا براي 

 

 

 اما اگر              باشد،                      لذا از طرفي در معادله                         صدق مي كند و 

 . از طرف ديگر در معادله                      صدق نمي كند 
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 اما توجه داريم كه 

 

 

 لذا  

 

 :  اما داريم  

 

 

 

 لذا          

 

 .براي                  
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 با توجه به قضيه فوق مي توان يك ضرب اسكالر براي بردار هاي  

 

 

 به طور دقيق ضرب اسكالري بردار           در             را كه با نماد                    . تعريف كرد

 :نمايش داده مي شود به صورت زير تعريف مي كنيم 

 

 

 

 :كه از آن نتيجه مي شود 
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 يعني بردار هاي                       به صورت فوق تعريف شده، تشكيل مجموعه اي متعامد مي دهند،  

 اما اين بردار ها يكه نيستند، در واقع طول آنها كه با رابطه                                 تعريف مي شود  

 :همچنين داريم .  برابر           است 

 

 

 

 

 

 

 مي توان براي محاسبه ضرايب         از چند جمله اي فاز درونياب از روش هاي معمول درونيابي    

 اما خوشبختانه مي توان به صورت ساده تر         را به شكل خاصي بر . چند جمله اي استفاده نمود 

 .  حسب درايه هاي         ارائه نمود 
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 چند جمله اي فاز درونياب                                             در شرط    

 

 

 براي        مختلط و                      صدق مي كند، اگر و تنها اگر   

 

 

 

  

 

 فرض مي كنيم كه براي        هاي مختلط ،
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 :و داشته باشيم  

        (12) 

 قرار مي دهيم 

 

 :داريم ( 12)با توجه به فرض  

 

 

 لذا اگر قرار دهيم 

 

 

 :كه نسبت به پايه                                                 در فضاي         در نظر گرفته مي شود، داريم 
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 :اكنون مي توان نوشت 
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 :لذا داريم  

 

 

 به عكس اگر  

 

 و  

 

 

 آنگاه  

 

 

 براي اثبات توجه مي كنيم كه  
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 اگر   

 

 را در نظر بگيريم، چند جمله اي

  

 را براي  
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 اين چند جمله اي داراي خاصيت كمترين مربعاتي . قطعه از چند جمله اي درونياب فاز نامند _  Sيك  

 براي نشان دادن اين مطلب تابع. است و در حالت                  دقيقا همان تابع درونياب مطلوب است 

 :   را به صورت زير تعريف مي كنيم        

 

    

 قطعه چند جمله اي درونياب فاز _Sچند جمله اي               با شرط                      يعني    

 .  مجموع زير را مينيمم مي سازد  

 

 

 و            مجموع توان هاي دوم مقادير، باقيمانده همه چند جمله اي( توجه داريم كه                    )

 .  هاي فاز                                                                         نسبت به        در نقطه       است 

 . تابع                 به صورت فوق به طور يكتا تعيين مي شود 
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 فرض مي كنيم  

 

 

 

 اما مي توان نوشت كه 

 

 

 با توجه به قضيه ي اخير 

 

 

 :  لذا براي               داريم 
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 از طرف ديگر  

 

0

],[
1

],[
1

],[
1

],[
1

)(

0

)()(

)(

0

)()(















jj

j
s

h

h
h

j

j
s

h

h
s

j
s

ww
N

wf
N

wwf
N

wPf
N







0

],[)(

])(,[],[

)(

0

)(

0















j
sjj

s

j

j
jjs

s

j

ss

wPf

wPfqPPf







173 

 :لذا داريم 

 

 

 

 

 

 

 

 به ويژه اگر . يعني تابع              داراي خاصيت كمترين مربعاتي نسبت به همه              هاست  

 داريم كه                                              داراي خاصيت كمترين مربعاتي و درحالي                 

 كه                  باشد، آنگاه                     زيرا   
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 (  زيرا                            )  

 . يكتايي        از يكتايي چند جمله اي فاز درونياب به دست مي آيد 

         

 عبارت هاي مثلثاتي   

 

 

 

 

 

 :براي به ترتيب                          و                    در شرط هاي زير صدق مي كند 
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 :و                        ، اگر و فقط اگر ضرايب              به صورت زير داده شوند

 

 

 

 

   

 :با توجه به قضاياي قبلي كافيست صورت مثلثاتي ضرايب          و         را به دست آوريم    
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 به طريق مشابه 
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 ديديم براي يافتن چند جمله اي مثلثاتي درونياب يا كمترين مربعاتي يك مساله با داده هاي   

 ، مي توانيم        ها را براي                             محاسبه كنيم و در صورت                               

 . نياز به كمك آنها ، ضرايب را براي              به دست آوريم 

 ياد آور مي شويم كه چند جمله اي فاز درونياب به صورت   

 

 

 كه در آن  

 

 

 براي محاسبه            به تعيين         نياز داريم كه براي تعيين همه آنها نياز به حدود        عمل نياز 

 .داريم، ياد آور مي شويم كه هر عمل از يك جمع و يك ضرب تشكيل شده  
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 معمولا هر چه تعداد بيشتري . كاربرد چند جمله اي هاي درونياب فوريه موكول به محاسبه        ها است 

 نقطه اتكا در نظر گرفته شود، يعني درجه بالاتري براي چند جمله اي فاز به دست مي آيد و دقت نتايج  

 همچنين محاسبه اين ضرايب در تبديل فوريه گسسته توابع نيز مورد استفاده فراوان . بسيار بيشتر مي شود 

 بنابراين وقتي        بسيار بزرگ باشد، تعداد اعمال كامپيوتري لازم براي ارزيابي چند جمله اي فاز . دارد 

 .درونياب بسيار زياد مي شود و مي تواند از حد طاقت محاسبات معمول فراتر رود 

 براي پرهيز از چنين محاسبات طولاني و در نظر گرفتن چند جمله اي هاي فاز با درجه بالاتر به سهولت    

 بيشتر از روش هايي براي محاسبه ضرايب استفاده مي كنيم كه در حالت خاصي كه       به صورت   

 باشد، يا مواردي كه                                            محاسبه ضرايب با سرعت بيشتر و                    

 به وسيله كولي و توكي 1965اولين اين روش ها در سال . تعداد اعمال كامپيوتري كمتر صورت مي گيرد 

 .امروزه مجموعه وسيعي از اين روش ها را در اختيار داريم. ارائه شده است 

 در اين روش ها مي توان به جاي        ضرب لازم براي محاسبه       ها از حدود                   ضرب   

 اين روش ها براساس مرتب نمودن ويژه اي از ضرب ها در عبارات      حاصل . براي محاسبه استفاده كرد 
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 تاكي را كه براي               داده مي شود، -تاكي و ساند –در اينجا دو روش موسوم به كولي. مي شود 

 .ارائه مي كنيم 

  

 اساس اين روش بر در نظر گرفتن دو چند جمله اي فاز درونياب در هر مرحله است و روش از تعدادي   

 هدف اين است كه تعداد ضرب ها را تا حدود امكان كاهش.مرحله، معمولا      مرحله تشكيل مي شود   

 در شروع از دو چند جمله اي فاز درونياب            و            . دهيم و آنها را به جمع تبديل سازيم  

 به طور دقيق تر، قرار مي دهيم  .  استفاده مي كنيم كه هر يك براي منظور خاصي در نظر گرفته مي شود  

 ،        عدد طييعي داده شده اي است و فرض مي كنيم كه                  

 

 

 و نقاط اتكا                      ،   
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 مي خواهيم       و       به گونه اي باشند كه  

 

 

 

 تابع       را به صورت زير تعريف مي كنيم كه  

 

 

 لذا داريم  

 

 

 يعني       تابع درونياب نقاط اتكاي با انديس فرد است و       تابع درونياب نقاط اتكاي با انديس زوج 

 . مي باشد 
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 حال مي توان نوشت    

 

 

 كه در آن   

 

 

 

 طرح فوق براي ايجاد               به كمك              و               ، اساس يك طرح بازگشتي شروع   

 براي داشتن. شده مي شود كه براي             ، هر بار به كمك                ،              به دست مي آيد 

 :رابطه اين چند جمله اي ها به فرض هاي زير نياز داريم 
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 :تابع                    را به صورت زير در نظر مي گيريم 

 

 

 

 از          چند جمله اي فاز                           براي                                     با رابطه            

 :بازگشتي زير به دست مي آيد  

 

 

 :با استفاده از برابري اخير، روابط زير را بين       ها مي يابيم  
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 شروع استدلال   

 

 

 پس قرار مي دهيم  

 

 

 

 

 به طوري كه 
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 حال حالت كلي را در نظر مي گيريم و قبول مي كنيم كه     

 

 

 

 

 

 

 

 :كه از آن با توجه به قرارداد هاي انجام شده نتيجه مي شود
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 :با متحد قرار دادن دو سوي تساوي فوق مي يابيم  

 

 

 

 

 

 

 

 

 :در عمل محاسبه را با             آغاز مي كنيم، در حالي كه فرض مي كنيم 
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 :و محاسبه را با                خاتمه مي دهيم در حالي كه        را به صورت زير مي يابيم 

 

 

    

 براي نقاط اتكاء                   ،                                    روش تبديل فوريه سريع را براي محاسبه     

 :  ها به كار بريد          
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     F.F.T   

 تاكي عمل مي كنيم، با اين تفاوت كه در اينجا  _توكي نيز تقريبا مانند روش كولي_در روش ساند    

 ها را هر بار در دو گروه مثلا      هاي زوج و     هاي فرد ارزيابي مي كنيم و محاسبات را به           

 گونه اي سازماندهي  مي كنيم تا در نهايت عبارت ساده اي نسبت به حالت اوليه براي        ها به دست 

 .آوريم

 براي درك روش مجددا يادآور مي شويم كه                            و در نتيجه  

 

 

 :در حالت كلي داريم  
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 :با توجه به عبارت فوق براي               و                 داريم  

 

 

 

 

 

 

 

 

 :به طريق مشابه براي                      داريم 
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 :قرار مي دهيم   
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 با الهام از آنچه گذشت، روشي به دست مي آيد كه با شروع از    

 و با فرض                    و                       به كمك پارامترهاي 

 

     

 

 با شروع از                      ،                                    نخست                       و           

 را مي يابيم و به كمك رابطه  

 

 

 

    .را به دست مي آوريم كه بر حسب              به صورت زير مي باشد
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 براي                                           و                                         براي                   و    

 :به ترتيب با تركيب جملات متقابل داريم                       

 

 

 

 

 

 

 

 :و به همين ترتيب براي                        داريم 
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 توجه مي كنيم كه با شروع محاسبات از                       و طي مراحل 

 به عبارت     

 

 

 .دست مي يابيم 

 

 . توكي حل كنيد_مثال اخير را به كمك روش ساند   
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       N=2 n

 در صورتي كه                 باشد و نقاط اتكاء                   داده شده باشند كه                       ،    

 و          ها حقيقي باشند، مي توان محاسبه ضرائب         را به كمك يك                                     

 . به طور دقيق تر فرض مي كنيم. تابع مختلط       به صورت ساده تر با نصف محاسبات به دست آورد 

 

 

 :و اگر قرار دهيم  

 

 

 

 :مقادير         به صورت زير به دست مي آيد 
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 نخست قبل از اثبات توجه مي كنيم كه    
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 به طريق مشابه 
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 حال توجه مي كنيم كه  
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jjN :در مورد رابطه دوم يعني                         ، توجه مي كنيم   
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 اما

 

 

 

 

 :با محاسبه اي مختصر نتيجه مي شود 
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 توابع اسپلاين در درونيابي منحني ها و حل عددي معادلات ديفرانسيل در روش هايي مانند     

 . گالركين كاربرد دارد-ريتس-ريلي   

 فرض مي كنيم كه                                                         يك افراز از فاصله       

 .باشد                   

  

 :يك تابع اسپلاين درجه سوم         روي       يك تابع حقيقي از              از       است به طوريكه  

 ، يعني        دو بار به طور پيوسته ديفرانسيل پذير روي                                     (الف   

 .  است    

 بر هر زير فاصله                     براي                              يك چند جمله اي از درجه         (ب   

 .بنابراين اسپلاين يك تابع به طور پاره اي چند جمله اي درجه سوم مي باشد. است 3    
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 . با توجه به تعريف آشكار مي شود كه مشتق اول و دوم تابع        در همه نقاط گره        وجود دارند  

 .  اگر فرض كنيم                                           كه از            عدد حقيقي        تشكيل شده است  

 تابع                   يك تابع درونياب اسپلاين         با خاصيت                                    چنين تابع

 .  درونياب اسپلاين                       براي يك مجموعه       تعيين مي شود 

 .البته تحت شرايطي كه براي آن ارائه مي كنيم جواب فوق يكتاست  

 با شرط   (الف   

 (حالت                  دوره اي )براي                                                                        (ب   

 :با شرايط                               و                               براي        و         داده شده (ج    

 

 يك پيش شرط براي تابع يا داده ها لازم است و آن عبارتست از ( ب)در حالت  

 : براي تعريف و يافتن تابع اسپلاين مناسب براي درونيابي به قرار دادهاي زير نياز داريم

 مجموعه                         را مجموعه همه توابعي در نظر مي گيريم كه به صورت   
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 .  تعريف مي شوند و براي آنها                  به طور مطلق پيوسته است

     

 :تابع       به طوري كه                            را به طور مطلق پيوسته خوانيم هرگاه   

 براي هر           يك             بتوان يافت به طوري كه ، براي هر مجموعه متناهي فواصل   

 به طوري كه   

 

 

 :   و                              داشته باشيم  
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 مجموعه توابعي است كه مجذور دوم آنها روي فاصله              انتگرال                             

 يعني اگر                              ، آنگاه . پذير مي باشند 

 

 

 .                            وجود داشته باشد

 منظور از مجموعه                         توابع دوره اي با دوره تناوب            اند كه مشتق            ام 

 :و بايد داشته باشيم . آنها روي فاصله                به طور مطلق پيوسته باشد 

 

 

 فرض مي كنيم كه 
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 :براي                             تعريف مي كنيم

 

                           

 نرم فوق يك نرم متعارف نيست و آن را نيم نرم يا شبه نرم نامند، زيرا ممكن است                باشد  

 .                   در حالي كه                      

    

 اگر                               ،                                                       يك افراز               ، و  

 دراينصورت . اگر        تابع اسپلاين با نقاط گره                باشد  
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 :بنا به تعريف           ، مي توان نوشت   
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 :با كاربرد انتگرال گيري جز به جز داريم  

 

 

  

 

 :  با جز به جز دوباره نتيجه مي شود 
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 :لذا داريم
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 با داشتن يك افراز                                                        از فاصله               و مجموعه      

 و يك تابع                                با شرط                        ،                                          

 دراينصورت                         

 

 يعني   

 

 

 براي هر تابع اسپلاين                  برقرار است، هرگاه يكي از شرايط زير برقرار باشند ،   

 (  الف   

  

 .   و                  دوره اي                                  (ب  
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 و                                                                                      (ج   

 .  به علاوه دراينصورت                      به طور يكتا تعيين مي شود   

    

 (الف)با توجه به تعريف تابع اسپلاين درونياب                    آشكارا در هر يك از حالات سه گانه    

 :داريم( ج)و ( ب)و   

 

 

 لذا   

            

 يا   

              (12   ) 
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 .خاصيت فوق را خاصيت مينيمم مشتق دوم         نامند

 :حال اگر         يك تابع درونياب اسپلاين ديگر باشد، آشكارا داريم

 

 

 و به عكس 

 

 

 لذا

 

 بنابراين 
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 يعني  

 

 لذا 

 

 اما 

                  )*( 

 

                  )**( 

 بنابراين   

 

 يعني    
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 صدق مي كند، هموارترين تابع( 12)كه با شرط هاي ساده تري در شرايط ( الف)تابع اسپلاين حالت    

 . اسپلاين براي درونيابي توابع       است و آن را اسپلاين طبيعي نامند 

 . را بر مي آورند( 12)روي مجموعه هاي محدود تري شرط ( ج)و ( ب)بقيه توابع اسپلاين شرط 

 .هموار ترين توابع از نوع خود براي درونيابي تابع    اند( 12)در هر حال توابع اسپلاين با توجه به شرط 

 يادآور مي شويم كه انحناي تابع      در نقطه       با رابطه  

     

 

                  

 .     داده مي شود كه براي               به اندازه كافي نزديك صفر، انحنا با               قابل مقايسه است 
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 فرض مي كنيم كه                                              و                                         

 :قرار مي دهيم. و                                         داده شده باشد

 

 و 

 

 (  moments. )ها را گشتاور هاي                  در       ها نامند         

 در  هر فاصله                    تابع(                  درجه سوم)توجه داريم كه هر تابع اسپلاين مكعبي  

 چندجمله اي درجه سوم است بنابراين                  در اين فاصله يك تابع چند جمله اي درجه اول 

 .  است 

 :مي توان آن را با داشتن مقادير گشتاور         و              به صورت زير نوشت 
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 با انتگرال گيري از طرفين رابطه اخير نتيجه مي شود كه  

 

 

 

 :و با انتگرال مجدد داريم 
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 براي تعيين         و         توجه مي كنيم كه  

 

 

 

                 (14) 

 :با كاربرد اين دو شرط داريم 
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 از اينكه تابع اسپلاين در هر يك از فواصل                         يك تابع درجه سوم است مي توان 

 :ضابطه آن را در اين فاصله به صورت زير نوشت  

 

 

 

 

 :كه با توجه به شرايط اخير به سهولت به دست مي آوريم
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 براي تعيين          ها، يعني گشتاورهاي تابع         در نقاط         ، توجه مي كنيم كه    

 

                (15                      ) 

 . يعني در نقطه        ،                                مشتق راست و چپ         با هم برابر مي باشند
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 :كه از آن نتيجه مي شود 

 

 

 

 

 :داريم( 15)با توجه به 
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 معادلات فوق دستگاهي از             مجهول                                      با            معادله تشكيل   

 مي دهند كه در صورت افزودن دو معادله مناسب به آن مي توان جواب دستگاه را به صورت يكتا  

 .  تعيين نمود 

 . ، اين دو معادله مناسب به صورتي به دست مي آيند( ج)و ( ب)و ( الف)در هر يك از اسپلاين هاي   

 (  اسپلاين طبيعي(   )الف)در   

 

 :شرايط به صورت زير اند( ج)در   

 

 

 (  اسپلاين با شرط مشتق اول:     )در اينحالت با محاسبه مختصري مي توان يافت
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 :شرايط عبارتند از ( ب)در   

 

 

 

 :اما از رابطه دوم و اول تواما با توجه به قرار داد  
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 در اينحالت با توجه به كم شدن يك مجهول          مي توان دستگاهي از       معادله و       مجهول  

 با فرض                  ( 16)به اين ترتيب درهر يك از معادلات  . داشت
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 معادلات 

 

 

 .مي توان همين معادلات را با فرض هاي زير به كار برد ( الف)را به دست مي آوريم كه در حالت 

  

 

 

 ( :ج)و در حالت   
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 : قرار مي دهيم( ب)اما در حالت   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :  دستگاه معادلات به صورت معادله ماتريسي زير در مي آيد( ج)و ( الف)در دو حالت   
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 : معادله ماتريسي زير را مي يابيم( ب)در مورد  .كه دستگاهي خطي با ماتريس ضرائب سه قطري است
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 ماتريس فوق سه قطري كامل نيست، در واقع دو عنصر         و        در محل هاي درايه اي

 .  و                ظاهر مي شود

      

 . داراي جواب يكتا اند( ب)و همچنين ( ج)و ( الف)دستگاه معادلات خطي وابسته به حالات     

 (. يعني ماتريس ضرائب آنها، غير تكين است)  

   

 . مشابه است( ب)استدلال براي حالت . انجام مي دهيم( ج)يا ( الف)اثبات را در حالات    

 باشد ثابت( الف)مي خواهيم با فرض اينكه      همان ماتريس ضرائب معادله ماتريسي در حالت   

 براي اين منظور ثابت مي كنيم كه معادله . مي كنيم كه                  داراي جواب يكتاست  

 .داراي جواب غير صفر نيست  

 فرض مي كنيم كه                                         و 
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 :قرار مي دهيم كه  

 

 از معادلات  

 

 با توجه به اينكه                             داريم كه  
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 حال اگر فرض كنيم كه            و               وجود داشته باشد كه                 ، اين فرض با رابطه     

 يعني تنها جواب دستگاه . ، در تضاد است، لذا ناچارا                است                            

 .يعني      غيرمنفرد است 

      

 فرض مي كنيم     
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 :اگر                              و                                براي هر                      ، دراينصورت 

 

 

 

      

 اگر                                و                               و                        و افراز       

 :و       يك  ثابت باشد كه                                                            

 

 

 

 اگر        تابع اسپلايني باشد كه مقادير       را در نقاط       ،                         درونيابي مي كند،    
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 و در شرط                                    براي                  صدق مي كند، دراينصورت ثابت هاي  

 وجود دارند كه به افراز       وابسته نيستند ،  )                 (  
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 در آناليز عددي محاسبه انتگرال هاي معين                               به انتگرال گيري عددي موسوم 

 همين عنوان براي محاسبه انتگرال هاي دوگانه، چندگانه، خط، سطح به صورت عددي نيز به كار . است

 .مي رود 

 در اين فصل بعد از معرفي سريع قواعد انتگرال گيري نيوتن كاتز، هسته پئانو براي خطا ارائه مي شود    

 كه در محاسبه كران بالاي خطاي تقريب در انتگرال هاي عددي بكار مي رود، همچنين فرمول مقدماتي  

 اولر و مك لورن، براي انتگرال گيري عددي معرفي مي شود كه زمينه را براي ارائه روش هاي برون يابي 

 . در پايان فصل به ارائه روش انتگرال گيري عددي گوس مي پردازيم. آماده مي سازد 

xdxF
b

a )(



238 

    

 كاتز براي محاسبه انتگرال معين            -آنگونه كه به خاطر داريم در قواعد نيوتن   

 وقتي ضابطه      معلوم است، تابع      را با تابع چند جمله اي از درجه نابيشتر از      مانند 

 :روي فاصله               تقريب مي كنيم و سپس قرار مي دهيم 

 

 

 

 براي اين منظور فرض مي كنيم كه                                                 و                        كه در

 :آن                      با استفاده از درونيابي لاگرانژ به دست مي آوريم 
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 كه در آن

 

 

  

 اگر قرار دهيم                                           آشكارا  

 

 

 لذا نتيجه مي شود كه 
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 كه در آن

 

  

 

 :مثلا در حالت               داريم 
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 بنابراين 

 

 

 .قاعده فوق را قاعده سيمپسون ساده نامند

 :به طور كلي براي               قواعد نيوتن كاتز به صورت كلي زير است 

 

 

 

 

 

 .به سهولت ثابت مي شود كه                         زيرا كافيست                      در نظر بگيريم
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 به اين ترتيب در حالت كلي  

 

 

 اگر     را مخرج مشترك وزن هاي        در نظر بگيريم، اعداد       به طوريكه

  

 

 

 

 :اعداد صحيح اند و رابطه اخير به صورت زير در مي آيد 
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 مي توان ثابت كرد كه 

 

 

 

 . كه در آن      عددي است كه فقط به       وابسته است 

 .چندين قاعده نيوتن كاتز مهم در جدول زير با فرمول خطاي آنها داده شده است
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 كاتز دقيق تر به كار برد اما مشكل اينجاست كه براي _مي توان همين روش را براي يافتن قواعد نيوتن   

 بزرگتر، بعضي از وزن هاي        منفي مي شوند كه كاربرد قاعده را از لحاظ عددي به دليل امكان       

 .  بروز پديده حذف مشكل مي سازد 

 مثلا با  . مي توان به كمك درونيابي هرميت نيز قواعدي براي انتگرال گيري عددي به دست آوريد     

 .كاربرد درونيابي هرميت براي داده هاي زير روي فاصله              قاعده جديدي به دست بياوريم  

 

 

  

  .با فرض                          نتيجه مي شود( تمرين)كه با محاسبه نه چندان طولاني 
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 :كه از آن نتيجه مي شود  

 

 

 لذا 

 

 

 :اگر                               دراينصورت مي توان ثابت كرد  

 

 

 روش هايي مانند انتگرال گيري گوس وجود. براي گام هاي برابر ارائه مي شود( كاتز_نيوتن)قواعد فوق 

 مي توان . دارد كه در آنها گام نقاط نابرابر است و دقت بيشتري را براي نقاط تقسيم كمتر نتيجه مي دهد 

 .   كاتز ساده ارائه شده، قواعد مركب را به دست آورد_به كمك قواعد نيوتن
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 مثلا قاعده ذوزنقه اي براي يك فاصله                        به صورت   

 

 

 است كه براي همه فواصل                       به طوري كه  

 

 

 

 :دراينصورت قاعده مركب ذوزنقه اي را به صورت زير مي يابيم 
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 آشكارا

 

 

 لذا   

 

 

 :اما اگر                   روي                 پيوسته باشد مي توان يك                         يافت كه 
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 لذا

 

 لذا 

 

 

 بنابراين 

 

 

 

 

 به طريق مشابه براي قاعده سيمپسون با فرض                     و تقسيمات  
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 :با فرض                         ،                            داريم 

 

 

 :اكنون قرار مي دهيم  

 

 

 

 لذا 
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 :با استدلال مشابه مي يابيم

 

 

 در رابطه اخير        

 :براي قاعده                نيز قاعده مركب به صورت زير است

 

 

 

 

 يعني 

)(
180

)()( )4(4 fh
ab

xdxfhS

b

a


   ba ,

],[4 baCf 

)( hM

 )()(
12

2

)(
)()(

2

)(
)(

2

bfaf
h

bf
hbfhaf

af
hhU











 

 )()(
12

)()(
2

bfaf
h

hThU 



252 

 :ثابت مي شود

 

 

 

 نكته قابل توجه آنكه با افزودن جمله زير نويس شده، دقت روش ذوزنقه اي از رتبه دقت روش    

 .سيمپسون قرار مي گيرد 

 درصورتي كه امكان قرار دادن مشتق تحليلي در       و        نباشد، مي توان از مشتق عددي استفاده  

 :نمود و قاعده اي به صورت زير را ساخت 

 

 

 

 . مي توان ثابت كرد كه خطاي قاعده فوق از رتبه توان سوم گام       است
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 :همه قواعد انتگرال گيري عددي براي تابع                            به صورت زير نمايش داده مي شوند  

 

 

 

 

 :خطاي قاعده فوق را با                نمايش مي دهيم

 

 

        :آشكارا تابع       يك تابع خطي است
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 فرض مي كنيم كه                      باشد براي همه چند جمله اي هاي                   يعني براي همه   

 چند جمله اي هاي از درجه نابيشتر از      انتگرال گيري به كمك            دقيق باشد دراينصورت براي 

 :همه توابع                            داريم  

  

 

 كه در آن    
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 و همچنين  

 

 

 .          نشان دهنده خطاي                     وقتي كه عبارت تابعي از       در نظر گرفته شود مي باشد 

 . را هسته پئانو براي خطا نامند            

 :اگر قرار دهيم. قبل از اثبات قضيه، كاربرد قضيه را در روش سيمپسون ساده به نمايش مي گذاريم

 

 

 

 .  ادعا مي كنيم كه به كمك قاعده سيمپسون توابع                     به طور دقيق انتگرال گيري مي شود

 در واقع اگر                    و قرار دهيم كه  
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 و فرض كنيم كه                                               آشكارا                     و به سهولت بررسي   

 مي شود كه  

 

 صفر مي شود، لذا+  1و  0و   -1است كه در سه نقطه متمايز   3حال چون       چند جمله اي از درجه  

 .  بايد به صورت زير باشد 

 

 :در نتيجه داريم  
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 با توجه به برقراري شرايط قضيه براي                   و قاعده سيمپسون مي توان            را به صورت 

 .زير محاسبه كرد 

 

 

 

 

 : اما داريم  
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 :  لذا داربم  
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 :براي اثبات از بسط تيلوري تابع       در نقطه       و با مركز             استفاده مي كنيم  

 

 

 

 :  به خاطر داريم كه مي توان                  جمله باقيمانده سري تيلور را به صورت زير نوشت   
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 :مي توان نوشت  

 

 

 :اما داريم 

 

 

 

 براي اثبات قضيه لازم است كه عملگر         از علامت انتگرال عبور نمايد، براي بررسي اين مطلب با 

 توجه به قضاياي آناليز رياضي توجه داريم كه تابع انتگرال ده نسبت به متغير        ،                 بار 

 لذا مي توان علامت مشتق                را از انتگرال عبور داد و براي هر  . مشتق پذير پيوسته است 

 

 :داريم  
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 به ويژه 
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 اكنون داريم 
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 لذا 
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 .از طرف ديگر در عبارت             انتگرال روي فاصله               ظاهر شده است

 . بعد از تاثير         بر              انتگرال ديگري بر حسب       روي فاصله               داريم

 

 

 

 با توجه به قضيه اي در آناليز، در مورد انتگرال هاي دو گانه، در صورتي كه تابع انتگرالده روي ناحيه     

 چون اين شرط در اينجا برقرار . انتگرال گيري پيوسته باشد، مي توان ترتيب انتگرال گيري را تغيير داد 

 :است، لذا داريم 
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 :لذا با توجه به آنچه در مورد مشتق و انتگرال گفتيم، داريم   

 

 

 :اگر قرار دهيم   

 

 

 

  

 در صورتي كه تابع            روي فاصله               تغيير علامت ندهد، بنابر قضيه اي از آناليز رياضي  

 :مي توان چنين نوشت  
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 به اين صورت كه در مواردي كه               در فاصله. از تذكر فوق كاربرد عملي فراواني دارد    

 انتگرال گيري تغيير علامت ندهد چون مقدار                          به       وابسته نيست مي توان مقدار  

 مثلا در مورد                 و با توجه  . انتگرال فوق را به دست آورد و به كمك آن خطا را محاسبه كرد 

 به شرايط قضيه اگر               روي فاصله                   تغيير علامت ندهد ، مي توان براي   

 .  ،             را يافت و در مورد بقيه موارد استفاده نمود                             

 :در اينصورت داريم  
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 : لذا براي       كلي داريم   

 

 

 در شروع اين بحث ديديم كه              در. همين مساله را براي قاعده سيمپسون به كار مي بريم  

 است كه به سهولت ثابت مي شود كه روي فاصله                 تغيير علامت( 1)روش به صورت  

 از طرف ديگر ديديم كه قاعده سيمپسون ساده براي                 دقيق است، لذا براي محاسبه. نمي دهد 

 :هسته پئانو از رابطه اخير مي توان استفاده كرد 
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 :لذا داريم

 

 

 روي (               قواعد جدول)كاتز _به سهولت مي توان ثابت كرد كه براي قواعد داده شده نيوتن  

 :فاصله انتگرال گيري داراي علامت ثابت است، لذا مي توان خطا را با قاعده زير به دست آورد 

 (  درجه تابع درونياب است)         

 

 

 

 

 

 .اكنون توجه خود را به قاعده                براي انتگرال گيري عددي معطوف مي كنيم 
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 :داريم  

 

 

 

 :اما داريم. دقيق است  3براي چند جمله اي هاي تا درجه              
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 :براي سهولت قرار مي دهيم . لذا مي توان از تذكر داده شده استفاده كرد  

 

 

 

 براي  

 

 

 :  داريم 
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 يكي از فرمول هاي مهم كه زمينه ساز كاربرد روش هاي برونيابي براي انتگرال گيري عددي است،    

 . فرمول اولر مك لورن است  

 .  اين فرمول براي توابع                                به صورت زير نمايش داده مي شود  

 

 

 

 

 

       (2) 

 .  اعداد          را اعداد برنولي گويند  
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 :  چند عدد برنولي مهم عبارتند از 

 

 

 :مي توان يافت( 2)با كاربرد فرمول   
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 . كافيست از خواص انتگرال معين استفاده كنيم( 2)به كمك (  3)براي يافتن فرمول   

 :مي توان نوشت  

 

 

 

 

 

  

 براي تابع                                        و با در نظر گرفتن نقاط تقسيم                                 
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 :با محاسبه اي نه چندان طولاني مي توان يافت

     

 

 

 

          (4) 

  

)( .     كه در آن               قاعده ذوزنقه اي مركب براي محاسبه                     با گام                    باشد hT
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 فرض مي كنيم كه. از قاعده جزء به جزء استفاده مي كنيم( 2)براي يافتن فرمول 

 :قرار داد مي كنيم كه                داريم . مي ناميم 1اين تابع را تابع چند جمله اي برنولي از درجه  

  

 

 مجددا 

 

 

 كه در آن                      تابع اوليه اي از تابع                   در نظر مي گيريم كه كمي بعد آن را   

 به همين ترتيب براي هر                 ،                               را به عنوان تابع. مشخص مي سازيم 

 .در واقع مي خواهيم كه ضريب توان غالب در         ، واحد باشد. اوليه از آن در نظر مي گيريم 
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 :به طريق مشابه داريم 

 

 

 :به طور دقيق تر مي خواهيم  

 

 

 . يعني توان غالب در عبارت هاي          داراي ضريب برابر واحد است

 در هر مرحله براي انتگرال گيري        ، نياز به شرايطي داريم كه             را به صورت يگانه مشخص 

 :براي اين منظور، دو شرط زير را در نظر مي گيريم. سازد 
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 بنابراين اگر  

 

 :در اين صورت داريم 

 

 

 با كاربرد شرط                               داريم                و با كاربرد شرط   

 بزرگتر)لذا توجه داريم كه ثابت هاي چند جمله اي هاي برنولي با درجه فرد . ثابت      تعيين مي شود 

 . ثابت هاي چند جمله اي هاي برنولي با درجه زوج را اعداد برنولي نامند. صفر است( از واحد 

 .         چند نمونه از چند جمله اي هاي برنولي با درجه پايين را ارائه مي كنيم
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 . مي توان ثابت كرد كه چند جمله اي هاي برنولي در رابطه زير صدق مي كنند 

 

 

 (5)براي بررسي كافيست توجه كنيم كه                                   در رابطه بازگشتي مشابهي چون  

 :به كمك فرمول فوق مي توان براي               و زوج نيز رابطه زير را يافت. صدق مي كند 
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 :از رابطه فوق نتيجه مي شود 

 

 

 توجه داريم كه  . حال بسط انتگرال                           را مي يابيم 

 

 

 :لذا با كاربرد متوالي قاعده فوق براي هر يك از انتگرال ها و عبارات داريم 
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 كه در آن 

 

 .براي محاسبه انتگرال فوق يك جزء به جزء ديگر به كار مي بريم 
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 كه( اشتوئر)مي توان ثابت كرد  

 

 

 در اين صورت. روي فاصله              تغيير علامت نمي دهد

 

    

 اما  . كه اين رابطه با كاربرد قضيه ميانگين براي انتگرال به دست آمده است
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 يعني  

 

 

     

 فرض مي كنيم كه                                     و فرض مي كنيم كه             مقدار به دست آمده با   

 مك لورن _قاعده ذوزنقه اي با گام      ،                      باشد، در اين صورت با توجه به قضيه اولر   

 :مي توان نوشت  

 

 

 كه در آن   
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 لذا . چون                          روي                پيوسته است، كراندار است 

 

 

 :به سهولت نتيجه مي شود 
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 عباراتي به صورت 

 

 

 را يك بسط مجانبي براي               نامند كه در صورت همگرايي سري فوق        مقدار     

 در صورتي كه سري همگرا نباشد ولي                                   كراندار باشد، . براي             است

 مي توان به طور محدود از لحاظ عملي مقدار هاي دقيق تري براي              به كمك مقادير كوچكتر      

 .  روشي كه از آن استفاده مي كنيم به روش برونيابي ريچاردسون موسوم است. تقريب نمود
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 .براي ارائه روش دقيق تري كه بر درونيابي نويل يا گويا متكي است به طريق زير عمل مي كنيم 

 فرض مي كنيم كه      
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 كه در آن   

 

 

 اكنون قرار مي دهيم 

 

 

 :اكنون تابع چند جمله اي از درجه         درونياب                     را به صورت زير در نظر مي گيريم 

 

 

 :اگر قرار دهيم. فرض مي كنيم كه                   تقريب        باشد  
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 . اين روش تعيين                     به روش انتگرال گيري رامبرگ موسوم است

 :براي تعيين                   ، تعريف مي كنيم 

 

 

 .در واقع هر          يك چند جمله اي از درجه         بر حسب      و از توان هاي زوج      است 

 و براي سهولت  

 

 

 اكنون به كمك رابطه بازگشتي  
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 براي مقادير جديد          را به كمك               و                  به دست مي آوريم كه در جدول زير 

 مقادير مختلف            داده شده اند و محاسبه بر اساس رابطه اخير و به كمك جدول به سهولت ميسر 

 . مي شود 

kiT1, kiT

kiT

1,1  kiT







03
2
3

13

2302
2
2

3312

2201
2
1

11

00
2
0

3210
2

Th

T

TTh

TT

TTh

T

Th

TTTTh iiiii



289 

 :انتگرال زير را محاسبه كنيد   

 با برونيابي با گام هاي            
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 :براي هر مؤلفه          جدول اخير يك قاعده انتگرال گيري عددي به صورت زير به دست مي دهد 

 

 

 

 بعضي از اين قواعد همان قواعد نيوتن كاتز معمولي اند، به ويژه در حالت           به عنوان نمونه براي

 . قاعده          قاعده سيمپسون است و          قاعده ذوزنقه اي معمولي است                               
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 از طرف ديگر  

 

 

 

 

 . اگر قرار دهيم                    ،           همان قاعده ميلن مي باشد

 . اما          ، حتي با انتخاب                    هيچ قاعده نيوتن كاتزي نيست 

 در محاسبات عملي توصيه مي شود كه جدول فوق را حداكثر تا ستون ششم ادامه مي دهيم، يا تا آنجا  

 .  كه شرط زير برقرار شود، محاسبه را متوقف كنيد 

 (.يك تقريب ضعيف از       است)        
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 مي توان براي محاسبه          از روش هاي درونيابي گويا استفاده نمود، كه بر اساس رابطه بازگشتي  

 :زير است  

            

 

 

 

 كه در آن 

)0(
~

kiki TT 

kiT

1)1(
2,11,

1,11,

2

1,11,

1,


















kiki

kiki

i

ki

kiki

kiki

TT

TT

h

h

TT
TT

ikikij ,,1, 







22
10

22
10~

hqhqq

hphpp
T ki












293 

 كه در آن 

 

 و 

 

 يا

 

 :كه خطا در اين روش به صورت زير به دست مي آيد 

 

 

 

 

  . اعداد برنولي هستند                    
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 كاتز، براي محاسبه انتگرال                          ، قاعده به صورت_در روش هاي انتگرال گيري نيوتن  

 زير نوشته مي شود  

 

 

 كه درآن       ها نقاطي حاصل از تقسيم يكنواخت فاصله               واين قواعد براي چند جمله اي هاي

 در قواعد انتگرال گيري گوس با در نظر گرفتن نقاط مشخص  . دقيق بود( معمولا)تا درجه            

 كه الزاما هم فاصله نيستند و از تقسيم يكنواخت فاصله انتگرال گيري به دست نمي آيند، مي خواهيم  

 به طور . قاعده اي با همان تعداد نقاط گره ولي دقيق براي چند جمله اي هاي تا درجه               بيابيم 

 دقيق تر با دخالت يك تابع موسوم به تابع وزن              ، مي خواهيم داشته باشيم كه 
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 .  كه براي چند جمله اي هاي تا درجه              دقيق باشد  

 انتگرال گيري گوسي براي محاسبه انتگرال ها روي فواصل متناهي كراندار، يا حتي غير كراندار مانند    

 . غيرقابل كاربرد اند                                          

 . تابع وزن      در محاسبه انتگرال                                                   در شرايط زير صدق مي كند

 روي هر فاصله با پايان يا بي پايان از                 و روي اين فواصل                      (الف  -1    

 . انتگرال پذير است  

 همه گشتاور هاي                                            براي                          وجود دارند ( ب  -2  

 . و با پايان مي باشند  

 براي چند جمله اي هاي              كه غير منفي روي فاصله                اند شرط  (  ج  -3  

 

 

 .  ايجاب كند                      
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 از شرايط فوق براي همه توابع               پيوسته و نامنفي روي فاصله( الف-1) شرط  

 . برقرار است 

 .  ايجاب مي كند كه                                  ( ج-1)شرط  

 فرض مي كنيم كه    

 

 

 . از درجه       اند( تكين)كه عناصر آن چند جمله اي هاي نرمال شده 

 

 

 در فضاي برداري        ، ضرب و به طور كلي تر در فضاي                  ، فضاي توابع حقيقي تعريف 

 شده روي فاصله             كه مجذور آنها روي اين فاصله انتگرال پذيرند، ضرب اسكالر زير را تعريف 

  . مي كنيم  
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 :و همچنين آشكارا داريم 

 

 

 دو تابع       و       از                    را متعامد خوانيم هرگاه    
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 چند جمله اي هاي                     با شرط                           وجود دارند به طوريكه    

    

 

 .اين چند جمله اي ها با روابط بازگشتي زير به صورت يگانه تعيين مي شوند  

 

                (6) 

 :كه در آن                         و داريم    
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 و                        را روش ( 6)روند ساختن            به كمك          هاي قبلي به كمك رابطه    

 .فرض مي كنيم حكم براي              برقرار باشد. نيز مي نامند(  Gram_Schmidt) متعامد سازي  

 :ثابت مي كنيم 

 

                                            

 براي اين منظور فرض مي كنيم روابط ارائه شده در . و اينكه        به صورت يكتا تعيين مي شود  

 .احكام قضيه براي           برقرار باشند، آنها را براي               ثابت مي كنيم  

 :آشكارا هر چند جمله اي                            را به صورت زير مي توان نوشت 
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 :داريم  

 

 

 برقرار است ( در حكم                                                 )بنا به فرض استقراء روابط ارائه شده  

 :اگر و تنها اگر داشته باشيم 

 

              (7) 

 

 

             (8  ) 

 . آشكارا                         و                      براي              غير صفراند( ج-1)با توجه به شرط 
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 زيرا  

 

 

 به دست مي آيد كه                               برقرار باشد و( 6)بلافاصله از رابطه ( 7)رابطه   

 در صورتي كه   

                                              

 

 

 .برابري                                  حاصل مي شود 

 را با توجه به رابطه ( 8)اما رابطه 
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 :كه براي                پذيرفته ايم مي توان برقرار باشد، به اين ترتيب كه داريم  

 

 

 :اگر               باشد داريم  

 

 نتيجه مي شود كه  ( 8)با قرار دادن در رابطه  

 

 

 

 

 

 . لذا احكام قضيه ثابت مي شوند 
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 :براي هر                      داريم  

 

    

 ريشه هاي       ،                              از         حقيقي و ساده اند و همه آنها روي فاصله  

 . قرار دارند  

   

 ريشه هايي از                را كه در داخل                اند و داراي تكرار فرد مي باشند به صورت زير  

 . در نظر مي گيريم  

 

 در اينصورت
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 :اكنون داريم   

 

 

 ،(ج)لذا با توجه به خاصيت . با توجه به اينكه اگر                         ، حاصل ضرب فوق صفر است 

 .ناچارا              ، يعني همه ريشه هاي معادله                      ساده اند 

    

 .  ماتريس             ،        براي آرگومان هاي متمايز       ،                               غير تكين است  
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 اگر      تكين باشد، در اينصورت يك بردار             به طوري كه                    باشد، وجود دارد،   

 به طوريكه   

 

 :اگر قرار دهيم  

 

 

 آشكارا                          ، اين چند جمله اي داراي ريشه هاي متمايز                            است، 

 زيرا                      بنابراين بايد داشته باشيم كه  

 

 يعني                                     
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 :دراينصورت مي توان نوشت. فرض كنيم كه      بزرگترين انديس با شرط                 

 

 

 لذا با توجه به اينكه درجه چند جمله اي راست حداكثر            و سمت چپ داراي درجه      است، 

 .  لذا فرض       تكين، نادرست است، يعني        غير تكين است. رابطه فوق نمي تواند برقرار باشد

    

 .موسوم است(  Harr condition) شرط غير تكين بودن        در قضيه فوق به شرط هار  

 . دستگاه معادلاتي كه ماتريس ضرائب آن در شرط هار صدق كند را دستگاه هاي چبي چف نامند 

    

 فرض مي كنيم كه                                  ريشه هاي چند جمله اي متعامد      

 .  باشد و                             جواب هاي دستگاه معادلات غير تكين زير باشند   
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            (9) 

 :آنگاه                 براي                                 و همچنين  

 

          (10) 

 .اعداد        را وزن نامند. كه براي همه                       برقرار است  

 اعداد       ،        با شرط                                به گونه اي باشند كه براي همه     

 صدق كنند دراين صورت       ها ريشه هاي              هستند و وزن هاي        جواب ( 10)در رابطه  

 . مي باشند ( 9)معادلات  

 (  10)امكان ندارد كه اعداد       و        ،                                 به گونه اي يافت شوند كه    

 .براي همه                   برقرار باشند  












 1,,2,10

0),(
)(

00

1 nk

kpp
xpw iki

n

i 

)()()(
1

ii

n

i

b

a

xpwxdxpx 




0iw

iw

ni ,,2,1 

12  np

iwixni ,,2,1 12  np

ix)( xp niw

ixiwni ,,2,1 

np 2



308 

   

 بنابراين دستگاه ( روي               . )با توجه به قضيه اخير ريشه هاي       از       حقيقي و متمايزاند 

 .يعني        ها به صورت يكتا تعيين مي شوند. بنا به قضيه اخير داراي جواب يكتاست( 9)معادلات  

 :فرض مي كنيم كه                        باشند، مي توان نوشت 

 

 

 كه در آن                        و                        ، 

 لذا
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 اما    

 

 

 

 

                    (11) 

 :از طرف ديگر داريم   
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 لذا    

 

       

 .براي اثبات مثبت بودن         ، قضيه زير را ثابت مي كنيم   

       

 اگر       و         با شرط                                 به گونه اي باشند كه براي هر چند جمله اي   

 برقرار باشند، دراين صورت                براي                          ( 10)                        

      

 براي                      برقرار باشد، براي ( 10)اگر رابطه    

 

 

 . نيز برقرار است   
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 : لذا داريم 

 

 

 

 

 

 

 . كامل است( الف)بنابراين اثبات . لذا          مثبت است 

 اگر قبول كنيم كه        ها و       ها ،                                به گونه اي باشند كه( ج)براي اثبات  

 : حتي براي                    برقرار است، دراين صورت اگر قرار دهيم ( 10) 
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 :دراين صورت داريم

 

 

 

 

 

 فرض مي كنيم كه       و       ، ( ب)براي اثبات . از قضيه اثبات شد( ج)يعني . لذا به تناقض رسيده ايم

 توجه مي كنيم. برقرار باشد( 10)به گونه اي باشند كه براي                      ،                              

 براي            نقطه       برقرار مي شد،( 10)كه        ها بايد متمايز باشند زيرا در غيراين صورت رابطه 

 .يعني اين روابط براي چند جمله اي هاي با درجه             غير قابل قبول بودند كه خلاف فرض است

 .                           اما         ها بايد در معادلات زير صدق كنند
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 .   اند( 9)يعني          ها جواب دستگاه معادلات  

 . اكنون ثابت مي كنيم كه       ها براي                              ريشه هاي                      مي باشند 

 :اما توجه داريم كه اگر                                           براي                                لذا داريم 

 

             (13 ) 

 اگر قرار دهيم 
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 :  لذا داريم 

 

 اما ديديم كه       غير تكين است، لذا  

 

 

 . نيز اثبات شد( ب)يعني        ها جواب معادلات                         و حكم  

 

 

 :قاعده انتگرال گيري را انتگرال گيري گوس نامند  
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 وابسته به توابع وزن              نقاط. نقاط        را نقاط گوس و         ها را وزن هاي مربوط نامند

 و        متفاوت اند، يكي از مهم ترين و در عين حال ساده ترين قواعد انتگرال گيري به كمك تابع  

 و براي فاصله                                به دست مي آيد كه در آن توابع                                    

 : توابع چند جمله اي لژاندر مي باشند كه به صورت زير نيز توليد مي شوند 

 

 

 

 براي                   توابع چند جمله اي لژاندر در فاصله            چند نمونه از نقاط گوس و        ها

 .   داده شده است
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 يكي از مهم ترين مباحث در آناليز عددي و كاربرد هاي رياضيات حل معادلات به طور كلي و معادلات  

 . چند جمله اي، خطي و غير خطي، به طور خاص است 

 معادلات چند جمله اي به صورت كلي  

 

 

 نمايش  داده مي شوند كه مي دانيم، به جز حالت هاي خاص و يا درجات پايين، روش عمومي براي 

 .  تعيين ريشه ها، با تعداد متناهي عمل محاسباتي وجود ندارد 
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 به جز توابع چند جمله اي معادلات به صورت                      كه در آن                        و   

 مي باشند، از معادلات مهم اند كه در حالت كلي روشي متكي بر تعدادي متناهي                         

 اما حتي در حالت كلي تر                     كه درآن  . عمل محاسباتي براي تعيين جواب آن وجود ندارد

 هسنند، نيز تعيين جواب معادله                    در حيطه حل هاي عددي قابل بررسي                    

 است، زيرا در حالت كلي روشي متناهي براي تعيين جواب معادلات فوق، جز در حالات خاص   

 .  وجود ندارد 

 :معادلات اخير را مي توان به صورت زير نوشت 
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 كه در آن   

 

 . توابع مولفه       اند        

 مساله بسيار مهم ديگري كه در ارتباط بسيار نزديك با حل عددي معادلات از نوع فوق قرار مي گيرند،   

 مساله   

 

 در حالي كه                                    كه براي اين منظور مي توان مساله را تحت شرايطي به يافتن  

 . جواب معادله برداري                           تبديل كرد 

 .همچنين حل معادله                     نيز مي توان به مساله مينيمم سازي تبديل نمود 

 :   اگر                                      لذا مي توان چنين نوشت
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 حالت بدون قيد و حالت. مساله مينيمم سازي توابع               در دو حالت مورد بررسي قرار مي گيرد  

 .  حالت اخير با مساله زير مشخص مي شود. تحت قيد 

 

 

 

   
 فرض كنيم                      و                    يا          در اين صورت براي حل معادله              

                 (1  ) 

 اين روش ها بر اساس يك رابطه.  مي توان از روش هاي موسوم به تكراري استفاده كرد 

 كه در آن                        شكل مي گيرد و به طور دقيق تر با رابطه  

 

                (2) 
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 نامند، هرگاه       تخميني از جواب( 1)رابطه فوق را يك روش تكراري براي حل مساله . داده مي شود

 به( 1)باشد و دنباله                     ايجاد شده با رابطه فوق براي تقريب نقطه      جواب ( 1)معادله  

 را همگرا و در غير اين صورت روش را واگرا ( 2)اگر                             روش تكراري . كار رود 

 در واقع براي هر تابع       از      در        نقطه       را يك نقطه ثابت       نامند هرگاه  . نامند 

 

 

 را به عنوان نقطه ثابت تابع( 1)بايد صفر معادله ( 1)يك روش تكراري براي حل مساله . باشد 

 روش هاي تكراري متفاوتي مي توان( 1)براي يك معادله داده شده . را تابع تكرار نامند.        بپذيرد 

 .  اين روش ها را گاهي، روش هاي نقطه ثابت نيز گويند. يافت 
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 .براي انتخاب تابع تكرار مناسب، بايد به پرسش هاي زير جواب مناسب داد

 .  چگونه يك تابع تكراري       بايد در نظر گرفته شود(  1     

 .  تحت چه شرايطي دنباله          همگرايند(  2    

 . با چه سرعتي دنباله         همگرا مي باشند(  3    

 .  در اين بخش نحوه يافتن بعضي از روش هاي تكراري مهم و شرايط همگرايي آنها را ارائه مي كنيم 

 اين. در بسياري از موارد از معادله داده شده مي توان به طور مستقيم رابطه تكراري را استخراج نمود 

 . روش ها را معمولا روش هاي نقطه ثابت گويند 

 در واقع با استخراج       از معادله بر حسب تابعي از        تابع به دست آمده داراي نقطه ثابت برابر با

 . جواب معادله است

         

 .براي معادله                              رابطه                                       يك روش تكراري است  
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 به( 1)يك روش براي يافتن رابطه تكراري به صورت منظم استفاده از بسط تيلوري تابع      در معادله  

 .  مركز يك نقطه            در نزديكي         جواب معادله است

 

 

 

 

 

 

 

 . اگر در معادله اخير از جملات حاوي توان هاي دوم و به بعد                      صرفنظر كنيم

 :معادله زير را تشكيل مي دهيم
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 و اگر در بسط تيلور اخير، جملات حاوي توان هاي از دوم به بعد را صرفنظر كنيم، رابطه زير را   

 : مي يابيم 

 

                   (4) 

 

 .و      مي توانند در صورت نزديكي            به       تقريب هاي مناسبي براي       باشند     

 :به دست مي آوريم( 3)   از رابطه 

 

 

 يا  

 

                  (5) 
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 :به دست مي آوريم( 4)از رابطه 

 

               

            (6) 

 :رابطه تكراري زير استخراج مي شود( 5)به كمك رابطه  

 

 

 

 (دو روش تكراري)روش تكراري زير ( 6)كه آن را روش تكراري نيوتن رافسون نامند و از رابطه  

 .   استخراج مي شود 
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 كه در آن  

 

 

 .   با تكرار همين روش مي توان از بسط تيلور ارائه شده روش هاي تكراري ديگري نيز به دست آورد

 .  اما مشكل اينجاست كه حل اين معادله درجه سوم يا معادلات با درجات بالاتر به سهولت ميسر نيست

 .بنابراين عملا از توان هاي بالا و بسط هاي دقيق تر استفاده نمي شود 

 مي توان با فرض. اكنون معادله                        را در حالتي كه                        در نظر مي گيريم

 اينكه                                                و                                       معادله فوق را به صورت

 : )                  (زير نوشت
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 در اينجا نيز با كاربرد بسط تيلور مرتبه اول      در حول نقطه           مي توان رابطه زير را به دست  

 :  آورد  

 

 

 :كه در آن                    ماتريس ژاكوبين تابع       در نقطه       است 
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 :هر            خود يك بردار به صورت زير است 

 

 

 

 

 يا  
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 .نقطه        تقريبي از      جواب معادله                       است، اگر           بسيار نزديك       باشد

 :اگر قرار دهيم كه                                    و                                              آنگاه داريم

 

 

 

 

 حال از رابطه فوق نتيجه مي شود كه

 

 

 :و درصورتي كه                       وارون پذير باشد، داريم 
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 . روش فوق را روش نيوتن نامند كه تعميمي از روش نيوتن رافسون است  

 :به طور دقيق تر روش زير را داريم

 

 

 

 علاوه بر روش هاي فوق روش هاي ديگري مانند تنصيف، روش وتري و نيوتن تعميم يافته وجود دارند

 .كه از آنها نيز صحبت خواهيم نمود
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 در اين بخش با فرض اينكه رابطه . در بخش قبل به مساله يافتن تابع تكرار و روش تكراري پرداختيم   

 تكراري                                        را در اختيار داريم، مي خواهيم شرايطي را بيابيم كه تحت آن  

 شرايط روش تكراري همگرا باشد، به عبارت ديگر با توجه به مقدمه اول اين بخش مي خواهيم شرايطي 

 .را بررسي كنيم كه دنباله                         به       جواب معادله مفروض همگرا باشد 

 براي اين منظور در حالت كلي                     با توجه به اينكه                       لازم است در مورد  

 .فاصله هر دو نقطه       و        از          صحبت كنيم  

 در واقع اگر           يك نرم دلخواه مثلا نرم اقليدسي در        باشد، دراين صورت                   را 

 .  )                      (فاصله      و       نامند

 از اين به بعد قرار مي دهيم به جاي             از          استفاده مي كنيم و در صورتي كه نياز باشد  

 :درايه هاي آن را مشخص سازيم،  خواهيم داشت
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 با توجه به مفاهيم فوق نقطه      را حد دنباله                   ناميم، هرگاه براي هر           يك

 وجود داشته باشد، به طوريكه  

 

 هرگاه   

 به خاطر داريم كه  . مي توان نشان داد كه همگرايي يك دنباله به       نابسته از نرم انتخاب شده است

 گوييم                   در معيار كشي. لذا هر دنباله كوشي در اين فضا همگراست. يك فضاي كامل است

 صدق مي كند، هرگاه براي هر            يك               بتوان يافت كه   

 

 

 . دراين صورت دنباله                    را يك دنباله كشي نامند 

 .اگر        يك تابع تكرار                       و      يك نقطه ثابت براي       باشد      

 هرگاه براي همه         هاي در نظر گرفته شده در                ، دنباله توليد شده با رابطه    
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 به ازاي يك              در رابطه   

 

 

 براي هر             و يك              به طوريكه                    در حالت               باشد، صدق كند،   

 .دراين صورت روش تكراري با تابع تكرار        را يك روش حداقل از مرتبه       نامند

    

 .هر روش تكراري از مرتبه دستكم       به نقطه       ، نقطه ثابت        به طور موضعي همگراست  

 به اين معنا كه يك همسايگي                وجود دارد كه براي هر نقطه اوليه       ، در آن دنباله،    

 در اين همسايگي اند و به علاوه   
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 .نامند( كلي)اگر                             ، دراين صورت همگرايي عمومي  

     

 اگر        يك تابع تكرار و در يك همسايگي        نقطه ثابت اش ديفرانسيل پذير باشد و اگر 

  

 

 :و                                  دراين صورت داريم

 

 

 

 دراين صورت نتيجه مي شود كه 
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 .دراين صورت روش از مرتبه      است و در حالت            لازم است كه                              

 

       

 اگر               و       تابع تكرار باشد كه روي يك همسايگي               از        نقطه ثابت اش   

 همگراست، در اين صورت اگر                                  همگرايي خطي است و به طور يكنوا به 

 و اگر                                 باشد، دنباله( يعني از يك سمت      به آن نزديك مي شود. )همگرايند 

 .به صورت غيريكنوا به       همگراست، يعني نقاط        در طرفين       اند و به آن نزديك مي شوند 

      

 :روش نيوتن رافسون يك روش دستكم از مرتبه دو است   
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 پس   

 

 بنابراين  

 

 

 يعني 

 

 اما  

 

 

 .الزاما صفر نيست، لذا مرتبه روش نيوتن رافسون است دستكم دو است 
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 در حالت خاصي كه       يك صفر تكراري مرتبه       ،               از       است ، يعني        

    

  

 :دراين صورت       و        به شكل زير بيان مي شوند

 

 

 

 رافسون_در روش نيوتن
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 رافسون در حالت                 يك روش از مرتبه دوم نيست بلكه از  _در اين صورت روش نيوتن 

 .مرتبه اول است 

 

 

 در اين قضايا ملاحظه . اكنون به ارائه چند قضيه مهم براي همگرايي روش هاي تكراري مي پردازيم  

 مي كنيم كه        جواب معادله                   نقطه ثابت نگاشت       است و به علاوه در مواردي 

 .كه        يك تابع انقباضي در حول       باشد، قضاياي همگرايي ويژه اي وجود دارد
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 اگر        يك تابع از       در       و               و       داراي يك نقطه ثابت       باشد، يعني  

 به علاوه اگر                         

 

 

 يك همسايگي نقطه       باشد كه       يك نگاشت انقباضي روي                   است ، يعني   

 

 

 براي همه                                 ، در اين صورت براي هر                            دنباله ايجاد شده

 : به وسيله                               ،                            داراي خواص زير است

 براي (                              الف  
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 :داريم(  ب  

 

 

 . يعني            دستكم به صورت خطي به       همگراست 

    

 .  با توجه به خاصيت انقباضي       انجام مي شود  

 آشكارا رابطه براي            برقرار است ، فرض مي كنيم كه براي                               برقرار 

 . ثابت مي كنيم )            ( باشد، آن را براي            
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 اگر                      و                و        يك تابع تكرار باشد،                ، يك نقطه شروع و       

 

 

 به علاوه يك همسايگي                  به طوريكه    

 

  

 از         را در نظر مي گيريم و يك ثابت       ،                   وجود داشته باشد كه  

 براي                                                               (الف  
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 :دراين صورت داريم 

 (1 ) 

 .  داراي دقيقا يك نقطه ثابت       است(         2) 

 به طوريكه                         و                             به علاوه         
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 .آشكارا رابطه                            براي         برقرار است  

 آن را براي . فرض مي كنيم رابطه براي                                و              برقرار باشد( ب) 

 :داريم( الف)اما با توجه به . ثابت مي كنيم  

 

 

 

 :از طرف ديگر داريم   
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 در نتيجه  

 

 

 .نخست نشان مي دهيم كه دنباله                      يك دنباله كشي است( 2)براي اثبات   

 

 

 

 

 

 

 اكنون اگر        مقدار ثابت داده شده مثبتي باشد، مي توان يك                 يافت كه براي              

 .  رابطه                               برقرار باشد، يعني دنباله كشي است                          
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 چون                كامل است، لذا هر دنباله كشي در آن همگراست، يعني يك       وجود دارد  

 به طوريكه   

 

 :و داريم  

 

 

 :زيرا . به علاوه ثابت مي كنيم كه        يك نقطه ثابت نگاشت        است

 

 

 

 :چون                           ، لذا داريم
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 يعني                         ، اگر        يك نقطه ثابت ديگر براي         به طوريكه   

 :باشد، آنگاه  

 

 يعني 

 

 بنابراين

 

 بالاخره توجه داريم كه  

 

 :همچنين داريم 

 )()(ˆ
0xs r ̂

0)1(ˆ

ˆ)ˆ()(ˆ





k

k





01
1

lim xx
k

k
xxx

l

lm
m

l 







  iii xkxx )()(1

 ˆ



347 

       

 .ديديم براي معادله                    وقتي                              مي توان از روش نيوتن استفاده نمود  

 براي كاربرد روش اخير لازم است تابع      در يك همسايگي نقطه       جواب معادله، ديفرانسيل پذير 

 :براي توابع از         در         مفهوم ديفرانسيل پذيري را ياد آوري مي كنيم. باشد 

 تابع        از         در          را در نقطه         ديفرانسيل پذير خوانيم، هرگاه يك تبديل خطي  

 :به طوريكه.  وجود داشته باشد( ماتريس مربعي      )  

 

 

 

 

 .در اين حالت       همان ماتريس ژاكوبين تابع      است كه با نماد                  نمايش داده مي شود  
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 اگر                   براي همه       هاي واقع در يك ناحيه محدب                    وجود داشته باشد  

 و اگر يك ثابت        نيز وجود داشته باشد، با شرط   

 

 

 :آنگاه براي همه      و       ها در        تخمين زير برقرار است 

 

 

 يادآور مي شويم كه مجموعه        از         را يك مجموعه محدب خوانيم هرگاه براي هر  

 پاره خط   

 

 .     در       باشد  
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 .  تابع                                     را به صورت زير تعريف مي كنيم  

 

 

 :با توجه به اينكه       يك تابع ديفرانسيل پذير فرض شده است ، با كاربرد قاعده زنجيره اي داريم   

 

 

 :لذا يراي                  داريم   

nR]1,0[:

)())(()( yxyxtyfDt 

))(()( yxtyft 

f

10  t

2

)(

)())(((

))(())((()0()(

yxt

yxyxt

yxyfDyxtyfD

yxyfDyxtyfDt

















350 

 لذا  

 

 

 از طرف ديگر اگر  
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 :با نرم گيري از طرفين رابطه اخير داريم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .با توجه به تعريف         نتيجه لم را به دست مي دهد
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 اگر                 يك مجموعه باز داده شده و         يك مجموعه محدب با شرط                   و  

 يك تابع ديفرانسيل پذير براي               و پيوسته براي             ، هرگاه براي                           

 :فرض كنيم ثابت هاي مثبت       ،       ،      ،      و       به صورت زير باشند                  

 

 

 

 

 :و فرض كنيم كه         داراي خواص زير باشد   

 براي هر                       داشته باشيم كه       
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 . وجود داشته باشد و در شرط                                  صدق كند                           

    

   

 :آنگاه داريم       

 با شروع از نقطه       ، هر نقطه             ( 1  

  

 

 .      خوب تعريف مي شود و براي              ،                             

 . وجود دارد و در شرط هاي                        و                   صدق مي كنند                         ( 2  

 :براي هر               داريم   

 

 . به اشتوئر مراجعه شود      
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 ها ونقاط راسي تناظر بر قرار است  BFSعني بين ي

 نباشد در اينصورت                     يك مجموعه وابسته خطي است يعني      وجود دارد كه   BFSفرض مي كنيم       يك 

 از طرفي داريم                              اولين معادله را در     ضرب كرده وبا دومي جمع مي كنيم 

 براي اينكه                     شدني با شد بايد براي هر             داشته با شيم                           

 اگر               انگاه      

 

 اگر               انگاه

 

 

 

 

 

 

 

 

 فرض مي كنيم                                   در اينصورت براي هر                        ،

 فرض مي كنيم                  در اينصورت با توجه به رابطه فوق                                  و                   

 هردو شدني اند و                                                               يعني         راسي نيست

 

 ونيز                                 به ازاي                     و   Bبا پايه   xفرض كنيم     يك جواب شدني پايه 
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 فرض كنيد                     و •

 

 

 

 

 

 

 

 

 تساوي در حالتي برقرار است كه  •

 

 و •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .پس      يك نقطه راسي است •
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