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 ���  ��	 2�����)$ �.#��� �#
	!���)
.    ��1 �
)�� ���(�	
Ok�)'�( )∗��  ���� 2�C !��Q 4)  
� ���<
 2�����)$ �$l . ����	 C	 �
��Q  ���)��  ���	

� Ok�)'��23 �1 ��3 �.��� �Q), =� )� 	
 )$��
�5(�� �/ �� !)�Qm   =�  ������� 
�
��1 .  "#	��)� ��	 n�
)8c �5�1	A`od"<	.

 D	IIE
0:D)��J�$2 1, , ,nR R R…���-F Y����'8 )��� ��+��#)� ����� � �)��$p����( ��
 �	
�H) 23 �8
)1� B�M)$E�+'�1 2 nR R R× × ×��� �HO
� :

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , , ).( , , , ) ( , , , ).
n n n n

n n n n

r r r s s s r s r s r s

r r r s s s r s r s r s

+ = + + +

=

… … …

… … …

���  �	�H) �� ��# �17�	%J��3/
 K�L��� �)$2 1, , ,nR R R…!)
�
	�.

�

��+1 U��R�#)� ���  =� .
���	 O
�H

)�(�$ �	��a R∈ �0 0 0a a= =�

)$(�$ �	��,a b R∈  �( ) ( ) ( )a b a b ab− = − = −�

)- (�$ �	��,a b R∈ �( )( )a b ab− − = �

)0(�$ �	��n ∈ ��$ �,a b R∈�( ) ( ) ( )na b a nb n ab= = .

1William Rowan Hamilton
2Brougham

O &�MN���
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 O	PQ�)�:(2�,( )0 0 0 0 0a a a a= + = +D��J 
� \@  2�
)Q i5I 	@( �( ),R +

��
	�0 0a = .��)Z� ��(� ��0 0a = .

)$:(�� �.�8 )�)A (��
	�( ) ( )( ) ( )0 0a a a b b ab a b= = + − = + − �
	@(( ) ( )a b ab− = − .��)Z� ��(� ��( ) ( )a b ab− = − .

)-:(�� �.�8 )�)q (��
	�( )( ) ( ( ) ) ( ( ))a b a b ab− − = − − = − − �
	@(( )( )a b ab− − = .

)0:(�J	0n = ��)+� �)A ("<	 �H)  �7��
 .�+1 U���( ) ( )k ab ka b=�10k >.
��	
�O
�H

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1 1k ab k ab ab ka b ab ka a b k a b+ = + = + = + = +

�$ �	C	 �� 	���<	 i5I 	@( �0n >"<	 D�# "�)r ;�*� .
�J	 4) 0n <23 � D)J

( )( ) ( ) ( )na b na b n ab− = − = −
	@( �( ) ( )na b n ab= .�����)Z� O)5r	 ��"<	 .

���

�F�-7� ��C�S���  C	�R�=�&�'% ��6C	R�� D���)
     4)�-F	 )�� ��J	 ����#

� D�# Y��'8R�#)� ���  =� ��� �.

 D	E
5:��+1 U��{ }[ ] ,i a bi a b= + ∈� � .
���	O
�H[ ]i����  ��CC	 �	�

���  �� !�<������	? ���� �����_"<	.

�

1Gaussian Integers
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٧هاحلقه

 ����+1 U����R�S  N�)��8 ��+��#)� �����  ��: R Sϕ →=��� 	
�II3T��+!
)�0��
���-$ (���  �	���$ �	�� �J	 ���)
a�b
�R :

)�(( ) ( ) ( )a b a bϕ ϕ ϕ+ = +U
)$ (( ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ=.

�����-$: R Sϕ → 	
 �3T��4 )�0��
���
��(��� �	�����J�J	ϕ=��� =�
�#)�.

�����-$: R Sϕ →	
�3T�����)�/	�0��
��(��� �	�����J�J	ϕ )#�/
�#)�.

�����-$: R Sϕ →	
�3T��4�)�0��
���6�	(��� �	�J	 �����Jϕ=��� =�
�#)� )#�/ �.

�����:�: R Rϕ → 	
=� �3T���#�)�0��
���8	 (C	R�����)
 .

RوS نويسيمو مي(گوييم )ايزومورف(يكريختراR S≅(يك ، هرگاه

:يكريختي مانند  R Sϕ .موجود باشد→

 ��+1 U��R�S�+#)� ���  �� .����JR
�S.��	�� 7�	N =� �J	 "<	
�����:8: R Sϕ →��s�� O
)5F �� E�#)� ��.��R���  ��C )� C	 �	S "���:�

�#)�.

 D	E
V :��+1 U��n �'�5I ��F =��#)� .�� 
	�Q��$�:

: n

a a

γ →� �

	

 ���� ��5

O ���� R�W
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٨ ���A

9�).�1aD�
)-�Q)���F ��0�8 �a�
)-�/ ���n"<	.��	
�O
�Hγ ����
��� =�

�� �1 "<	���PX �3T�����\��'�"<	.

�

 D	E
Y :��+1 U��

{ | , }.
a b

R a b
b a

 
 = ∈ −  

�

��	
�
�H OR=�C	 ���  ��C2( )M �"<	N�)8 �

 : R

a b
a bi

b a

ϕ →

 
 +  −  

�

	

)2توان دررا مي�عبارت ديگريكريختي است؛ بهيك )M .نشاند�

�

 D	E
F :��+1 U��

{ | , }.
z w

R z ww z
 
 = ∈ −  

�

��	
�
�HORC	 ���  ��C =�2( )M �"<	N�)8 �

              : R

a bi c di
a bi cj dk

c di a bi

ϕ →

 + +
 + + +  − + −  

	

H

)2توان دررا ميHعبارت ديگرهيكريختي است؛ بيك )M .نشاند�

�
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٩هاحلقه

 ��+1 U���R ����   ��#)� 
	��:� �	.  ���+F �����Ja R∈  ZI* [#I4�
 ��
	�
�J	b R∈ �1 �#)� ��.�� 2)+,1ba = .��-$��+F ����J �
�Ia R∈ [#4�


�����J	 ��
	�c R∈ �1 �#)� ��.�� 2)+,1ac = .��+Fa R∈[#4�
 ��89
)D	4� ( �J	 ����J�#)� ��#	� R,� "<	
 t�:'� . ��F�-7�� ��-$� 4)�:�  �)�$

R)� �1R∗))�( )U R (�� D�	� &�)-
��#�      D���J =�� ��:�Z8 B��M ��-F ">8
���� �1 �$�D	4� >��?(	!R"<	 !�<��  .

v�
8  :��+F �J	a R∈t�:'�23 ��#)� ��@/D)J9� 9
)<3 ��  �	� 2)�Z
 2	�8
R, t�:'� �u"<	
 t�:'� �a"<	 ��	�� �$ )�E�� ��	��)+�   "��J 2	��8

��+F �ua R∈t�:'�    F ��J	 K���� ��J	 "�<	 ��@/ ���+1a R− ∈  2)�+,
�1 �#)� ��.��1 1 1aa a a− −= = .   ���+F "�()  ���	 
�1a− 	
 [#I4�
a

����J.

 D	E
\:{ } { }( , ) 1 , 1,1n nm m n∗ ∗= ∈ = = −� � �.

�

 D	E
�]:�J	{ }[ ] ,i a bi a b= + ∈� ���� �23 ��#)� �<�)J G�>H �	�F	D)J

{ }[ ] 1,i i∗ = ± ±�.
.	!��:�+1 U���u a bi= +C	 �():�[ ]i�2�, ��#)�1 1uu− =	@( �:

2 22 1 1 2| | 1 1u u uu− −= = =

)�	2 2 2| |u a b= +"<	 �'�5I ��F =�E��	��)+�2 2 2| | 1u a b= + = .   ��� ��.�8 )�
��	�1a�bB	�. )�+8 ��+�0$ G�>H �	�F	C	 �+8
)5F �:-� �)$:

O ���� ��Y
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١٠ ���A

( ) ( ), 1, 0a b = ±)�( ) ( ), 0, 1a b = ±

 ��	��)+�{ }[ ] 1,i i∗ = ± ±�.

�

��+1 U��R���    ��1 ��#)� 
	��:� �	1 0R ≠ .
� ���	  ����  O
��H�R  =�� 	


&�'%( ��T�)J�/� (D)J�$ ����J{0}R R∗ = −E��   ���+F ��$  �s�� O
)5F

t�:'� j��H ��v�#)� ��@/ .��� �S��'8 �Z�� 	
 ��@�/  .��I�
 �����J  .  ���C

�F�-7��1F2	��� C	F=�.���
 ��6C	F�� D���)
  Y���'8 4)-F	 )� �J	 ���#

� D�#F�#)� 2	��� =� ��� �.

 D	E
��:��� ������  �
)J
)�,( )H ����  =� �w"<	 �Z�� .

7%:�+1 U���0 1 2 3X a a i a j a k= + + +C	 ���H)
 ��+F( )H ��#)� . 
	�Q
����$�:

0 1 2 3( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ,Y a b a b i a b j a b k= − − −

 ����	 
� ���u)��.2 2 2 2
0 1 2 3b a a a a= + + +.  ���� �
)��<3 ����   ����-
 ���^ ]� 2	���8

�11XY YX= =	@( �( )H ����  =��"<	 �Z�� .

�
 D	E
�$:������p�)p4�	 ���F(�+�0$ 2	���.�-M 
��C	 �
	��� ��C�

��C	 �
	�����C�"<	.�

��hQ�� 9���'�� !)
.�#���� &�MN_ 2)��9��+1 ����  �$ �u�   9$)�+�� 9�Z��
"<	 2	��� x� y)��6(E�s�� O
)5F ������ � 9$)+�� 9Z��S��'8)
��@/�
	�
 ��.�

)&��o ��� C	c��# �^ ]�.(

1Wedderburn's Theorem
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١١هاحلقه

)�(�����+1 U�����{ }i i IR ∈�	�
)����D������ ��C C	 �	������  �)���$�R����#)� .

���	O
�Hi

i I
R

∈
∩���  ��C =��R"<	.

)$(����+1 U������{ }i i IF ∈D�	�
)����C	 �	2	��������C2	������ �)���$F����#)� .

���	O
�Hi

i I
F

∈
∩2	�����C =�F"<	.

O	PQ�:���� ���-8 2	�+F�� 
	@J	� D�+
	����#.

���

��+1 U��R���  =��#)� 
	�:� �.&^T�
 (��� �R ���    Y���'8 ���C O
��H
���#�:

Char Min{ | 1 0},R n n= ∈ =�

�$ �	�� �J	 �n ∈ ���#)� ��#	�1 0n ≠�� 
	�Q ���$�Char 0R = .
 D	IIE
-]:����� �n������Z� �	
	��nD����������  ��)��$������� �	
	�
���Z��0�+�0$.

�

 ����+1 U����R�����  =����S����'8��:� � ��@��/���#)� 
	� .����+F∈a R =��� 	

H#/�
�_� &�'�
� ����J 98
��H   ���H)
 ���+F ��1∈b R    ��#)� ���.�� 2)�+,

�1= 0ab .�F�-7��-$ �!�0�� �H)+F �  ����  ���H ���F�R  �)�-
 )�� 	
( )Z R

�� &�)-
��$�.

 ���� ��\

O ���� ���]

O &�MN��$
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١٢ ���A

��+1 U��R��� S��'8 �	    ��1 ��#)� 
	��:�� ��@�/1 0R ≠ . ���� �R  =�� 	

&)
��(�����$ �	�� �J	 ����)
,a b R∈�

0ab =�$� �7��
0a =)�0b =

�����  ��s�� O
)5F �R�+�	� =��J	 �"<	 G�>H �=( ) {0}Z R.

 D	E
�0)�<�:(��+�	� =��"<	 G�>HU
)K:($�+�	� =� 2	��� ��"<	 G�>H .

�

�J	R�+�	� =��23 ��#)� G�>H���Z� D)J �R4�	 ���F )� "<	 ��H )�.

O	PQ�:���� 
	@J	� D�+
	�� �� ���-8 2	�+F��#.

���

��+1 U��F�#)� 2	��� =� . ��-$ z	��#	 2	������C � �)�$F 	
   .��I�
 �I�6
D��F���)
.

��+1 U��p�4�	��F =�F� 2	��� =�P��C4�	 2	���F�#)�.
)�(�J	Char 0F =23 � D)JP ≅ ��
)$(�J	CharF p=23 �D)JpP ≅ �.

O	PQ�)�:(�+1 U���Char 0F = .
���	 ��$ �	C	 �� O
�H   ���H)
 G�>�H ���Fn �
��
	�.1 .1 0Fn n= ≠	@( �1( .1)n F− ∈ .��	 C	�� �
)<3 ��  �
8�1 �	� 2)Z
 2	�

O ���� ����

O ���� ���$

 &�MN��0

O &�MN��-
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١٣هاحلقه

{( .1)/( .1) | , , 0}.P m n m n n= ∈ ≠�

C	 2	�����C =�F"<	 .���I C	���C Y��'8 �� �.�8 )� �2	��C	 2	��� ��C �$F ��)�
��)#PV/ ��#)�P4�	 2	�����CF"<	 .�� Y��'8 4) ��+1:

:

( .1)/( .1) /

P

m n m n

ϕ → �

	

��e�M�ϕ�:� =�	@( � "<	 ����P ≅ �.
)$:(�+1 U���CharF p= .
���	    ���F ��$ �	C	 ��� O
��H ��'�5I0 n p< < �

��
	�.1 0n ≠	@( �1( .1)n F− ∈ .C	��	�� �
)<3 ��  �
8�1 �	� 2)Z
 2	�
{ .1 | 0 }.P n n p= ≤ <

C	 2	�����C =�F"<	 .C	 2	��� ��C �$ �2	�����C Y��'8 �� �.�8 )� ���I C	F ��)�
��)#PV/ ��#)�P4�	 2	�����CF"<	 .�� Y��'8 4) ��+1:

:

( .1)
pP

n n

ϕ → �

	

���� D��� �J�)<�1 ��#ϕ	@( � "<	 �����:�pP ≅ �.

���

 ��+1 U��R���  =��S��'8
	�:� � ��@/� D���0��F�-7�  G�>�H �	�F	 �

�#)� ��+�)
.R  =�� 	
&�'% �I���'N� (_ )  
)����	 ���ER(    �'�)�8 ��J	 ���)�

�+
)�0: {0}Rυ − → ��#)� ��.�����
�I�1

)�(�$ �	C	 ��,a b R∈�� � �1 �-0Q0ab ≠�( ) ( )a abυ υ≤�
)$(�$ �	C	 ��,a b R∈�� ��1 �-0Q0b ≠�H)+F �,q r R∈ �+#)� ��#	� ��.� �

��w
�I��1a bq r= +��)08 ��	 
� �1 �0r =)�( ) ( )r bυ υ<.

N�)8υ	
����'N� B�	 m
�R���+�)
 .���  =� ��+�	� �1 �<���Q	 �  G�>�H �
 =� 	
 �#)�&)
������'N� (d )
)���	 ��ED (���)
.

1Euclidean Ring 2 Euclidean Function 3 Euclidean Domain
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��(�!)
�
	@J���  ��	���  �� )$ �	�� �t���Q	 ���
�s(	 2��� ��3
)1 ��<���Q	 �)$
{
6� ���)�!�0�� ���8 ���+F �� z��Z� ���F"<	 D���)���-8g&�� C	o(.

 D	E
�5:2	���F�$ �	�� 23 
� �1x F∈�( ) 1xυ =+�	� =�� �"<	 �<���Q	.

�

 D	E
�V:�� � �� )�( ) | |n nυ = �+�	� =�� �"<	 �<���Q	.

�

 D	E
�Y:�� � � ��<�)J G�>H �	�F	[ ]i� )�2 2( )a bi a bυ + = ++�	� =�� �
"<	 �<���Q	)���-8|(.

��+1 U��I���  C	 ���  ��C =� �R�#)�.I =� 	
 >�I�� D�R   ��J	 �����J
�$ �	��r R∈�$�a I∈��#)� ��#	�ra I∈�ar I∈ .D��	 43I ����  C	 �R

  	
>��� D� >��)����%(�J	 ����)
I R≠.


 D	IIE�F:�����  
��R�{ }0����� �RD����	43C	 9�)��$R�+���0$ .D����	43{ }0	


>���D��_� )�>���D��G����+�)
.

�

 D	E
�\:�$ �	C	 ��n ∈ ��n� =�D��	43�"<	 .

�
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��+1 U��{ }Iλ λ ∈ ΛD�	�
)�D��	 C	 �	43  ����  �)�$�R ��#)� .
� ���	  O
��H
Iλ

λ∈Λ
∩D��	 =�43R"<	.

O	PQ�:�� 
	@J	� D�+
	�� �� ���-8 2	�+F ����# .

���

��+1 U��X  ��F�-7� ���C ����  C	 �	�R ��#)� .    �-8 z	���#	 O
��H ���	 
� !)

D��	43���  �)$�R��)# �1X	
 �+#)�>���>�@ ��<#  D�K<�8X �  D���)

)��� 	
 23X< > ���� &�)��-
����$� .���J	1{ , , }nX x x= …23 �D)��JX< > 	


)�1,..., nx x< >�� &�)-
��$�.

�H)+FX 	
(	!�<#
 D���	43X< > ���)�
 . D���	43I C	R	
  �I<#
 �!	I)3

������J  ���F�-7� ����C ���J	�$)��+���1{ , , }nX x x= … C	R  ���#)� ����.��

��w
�I�11, ..., nI x x=< > .�J	{ }X x=D��	 � 43x< > 	
 >�I�� �'I�� D�
 K��<�8 D���# ����(�8x�������)��
 .����� �R 	
&II�'%(>�II���'II�� D�) ����


)���	PIR (D��	 �$ �J	 ����J ����  � �#)� ��H	 23 43�R 	
&)
��>���  ( D�
�'��)
)���	 ��PID (�J	 ����JR�+�	� =�  D���	 ��$ � G�>H  �  ���H	 23 43
�#)�.

v�
8 :X< >1=,����8D��	43��)#X��  C	� �R"<	.
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��+1 U��R���  =��S��'8D��� 
	�:� � ��@/ �x R∈�X R⊆ .
���	O
�H

)�({ }x Rx rx r R< >= = ∈�

)$(1 1 2 2{ , , }m m i iX r x r x r x r R x X m< >= + + + ∈ ∈ ∈� �.

�J	 �})� "()  
�1{ , , }nX x x= …23 �D)J

1 2 .nX Rx Rx Rx< >= + + +�

O	PQ�: "-0Q)q (�� "�)r 	
��+1 . "-0Q)A (�� "-0Q  C	 �� 	
)q(�7��
����#.

)$:(�+1 U���
1

{ , , }
m

i i i i
i

I r x r R x X m
=

= ∈ ∈ ∈∑ �  .��e�M�ID��	(3 ��)�# �

X"��<	 .��	��)��+�Y����'8 i��5IX< >����
	� �X I< >⊆ . ���$ �����I C		D����43
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�;k� �;& ��6/

xY5
 
� 	
 �G��( , 0)c>6/ RY2) �u?z\|=h� ;E ��;? �( .  ;� �;��   ���;�& 0��,
�;/
j�t��G)�V2 ����[4�&(#?	� ��G	�� O

1/ / .b c a=

)� ��	���6�′�
�k�xY5
 
� 	
��/c a b=��/ >G	�� RY2��	 �	 **
C/a b ∈.
$�	� ���
 B�&�& ��>� �/ ��	C#!	 �	>�� +�.

)� :($��	�    w�;5
 �;U	* );� �;9Y2 �� ��	�� 0�Y2 �� 0	(0, 0)O =*(1 , 0)A c= +


�k� 0*
x�� ��!�& �G��6/) �u?z\}=h�E��? �(  .  ;Y5
 �	 �;,	��(1, 0)P =


�k� �� 0��1XxY5
 
� 	
 $��	� �& ��6/ ��!�& �G��(1, )Q q=�' O>6/ RY2$�,  �;�
j�t� ����& �� �%�&0�GOPQ *PQA#?	� ��G	��:

/ 1/ .q c q=

��	���6�q c=��	 �	 **
Cc ∈.

x
( ,0)a

( ,0)c

(0,1)

(0, )b

′l l

 �u?C\M

www.mathematic87.blogfa.com



٧٤ ���C

���

 ��6/ @��F K≤ ≤ � _[ : ] 2K F =*CF ≤.��	
�W
�UCK ≤.

F��G� :�,	u K F∈ −�' O$�,  ��;V2 �;� �%�& �� q�;� 0[ ( ) : ] 2F u F = �;<� 
 
� *
��V2 e8L0J�4 *H�U�6X1 2,a a F∈�/ >
��%��2

1 2u a u a= + .  �;� 
	�;2  ��;G�

1 /2c u a= −.��	
�W
�U( )K F c=_0c >*2c F∈ .��� F�=C2c ∈O [-

��V2 �� �%�& ���82 0��
	� OCc ∈ .��	�	���� �	>�� �� �%�& �� *
C#?	� ��G	�� O

C( )K F c= ≤.

���

#�	��- ��G	�� �<� 
 ��	 ��19& �� S�! ��� 0�� 
	 
�)��V2 0I\~��? �E=h�(.

(1, )Q q

(1,0)P(0,0)O (1 ,0)A c+

x

y

y

 �u?C\c

W�L	��*+N

www.mathematic87.blogfa.com



)� �� ��!�&
�,�- * ./٧٥

��6/ @��F�	 �
	>������>?�� .
),(�kAU �	 
�E6�0F�X�1<����0×F F�kAU �	0�2#!	 .

)* (�kAU �	 �Y5
 *� �	 �/ )� �G0F�kAU 
� )� +� �
PQ�0F�
	� S�
.

);($��	�  �kA;U �	 0�;�6X �Z/�� �/ 0	�F  �	 0�;�6X .X�9;? *F  	
 >;?��
$��	��kAU 
� 0	�F>6��
 .

�6/ @���F�	 �
	>������>?�� . kA;U �	 $��A !	 �� >�>% w�5
 �� �>�!
 $	
 ��6&�
)� * * .p-�
�,#!	 ���  ��L �	 (u� �� ��6&:

),(�	 )� *� ^	� ?	F.
)*(�	 $��	� +� * )� +� ^	� ?	F.
);(�	 $��	� *�  ^	� ?	F.

�,	F�	 �
	>�������' O>?��#!	 
	�2�� ��� �
	�� $�,.

),(�kAU 
� )� �G0F�4��9� 0	
	��� 0	W
�Uax by c+ = �' 
� �/ #!	
∈, ,a b c F.

)*(�kAU 
� $��	�  �G0F �;4��9� 0	
	� �;� 0	 W
�;U2 2x y ax by c+ + + =

�' 
� �/ #!	∈, ,a b c F.
F��G�),:(w�5
 �	 $>

P, )�1 2( , )a a*1 2( , )b bkAU �	�0F�	 #!	 W
�8X

1 2 1 1 2 2( )/( ) ( )/( ).x a y a b a b a− − = − −

���� �	>�� �	 $��A !	 �� �:= ��	���6�F���� #!�>�'.
)*:(4��9���v�9? �� $��	�r F∈Z/�� *1 2( , )a a F F∈ ×�	 #!	 W
�8X

2 2 2
1 2( ) ( ) .x a y a r− + − =

��	�	*
���� �	>�� �	 $��A !	 �� �:=F���� #!�>�'.

���

W�	:H*+T

W 9%!7(*+W

www.mathematic87.blogfa.com



٧٦ ���C

��6/ @��F�	 �
	>������* O�1*� 2   * 0�	�;� �;
 );� *�1C*2C $�;�	� *�0
�kAU 
� Z��1 �0F>6?�� .
���	W
�U

), (∩� �1 2�kAU �	 0��6XF#!	.
)*(�,	∩ ≠ ∅�1 1C�' O  $�;,∩�1 1C     �kA;U �	 �;Y5
 *� �;� +;� �	 �:;� ��

( )F u�' 
� �/ #!	∈ �u*∈2u F.
);(�,	∩ ≠ ∅1 2C C�' O $�,∩1 2C C     �kA;U �	 �;Y5
 *� �;� +;� �	 �:;� ��

( )F u �' 
� �/ #!	∈ �u*∈2u F.
F��G� :�6/ @���w�Y� WT��9��1*� 2��	*� *1C*2C>6?�� $>? $�	�o�69�

1 1 1 1: a x b y c+ =�2 2 2 2: a x b y c+ =�
2 2

1 1 1 1:C x y d x e y f+ + + =2 2
2 2 2 2:C x y d x e y f+ + + =

�' 
� �/�G, , , , ,i i i i i ia b c d e f F∈

),:(�6/ @���0 0( , )x y�Y5
0)� *� ^	� ?	�1*� 2 >;?�� .
� �;�	 W
�;U  e;8L
>X�2$���
	� ��	�/:

1 1 1 1
0

2 2 2 2
/

c b a b
x

c b a b
=*1 1 1 1

0
2 2 2 2

/
a c a b

y a c a b
=

��	�	*
0 0( , )x y�Y5
kAU �	 0	��F#!	.
)* :( �/ #�G rD	*1 1,a b >6 ;��
 �AU �G �� *� �G .  �;�	 �*>;�    ���;�� #;��/ �	 �;/

�� ��? � !�/
	�&��/ @����61 0a ≠.@���6/�0 0 1 1( , )x y C∈ ∩� . �;4��9� �	�
);;��1�;;�
	�0 01 1 1 1( / ) ( / )x b a y c a= − + .  
� 
	>;;5� �;;�	 ���;;/ ��ZQ��;;% �;;�

;;4��9���1C O �;;��;;4��9��2
0 0 0ay by c+ + =�' 
� �;;/ O, ,a b c F∈ *0a ≠ O

����!
.��	���6�0 ( )/2y b u a= − ±�' 
� �/ O2 4u b ac= − �;<� 
 
� *  �;G
0*�0x*0y
�F 
� �� *( )F u O�' 
� �/∈ �u*∈2u F O�� 
	�2��,
>.

);( :4��9� ���/ �/ ����1C�	2C��
	�

W�	:H*+W

www.mathematic87.blogfa.com



)� �� ��!�&
�,�- * ./٧٧

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ),d d x e e y f f− + − = −

�4��9� �/�>6
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���� ��!�& �E 6� 0�G>
��� Z%�Xo�� �	�6X�
�1
O   �	�;� (;G	
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%�&%!` �����a��1g>? S�<
	 .n*�,�? ��6�A� �    #�;U* �;/ >;? ��!�& ��	
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	P,	* $>6
	����?.
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��!�&�\�E 6� �9�D� ���)� ��6& 0��,
�/#!	 �:1���` 
�,�- * ./.

F��G�:�6/ @���)]�� ��G�� (�\  �E ;6� �9�;D ��;!�&  >;?�� ��P;- .
� �;�	 W
�;U
2 cos(2 /7)α π=��!�&  #;!	 ��P;- .  �;�	α �;��
� >;6� �;�1% �;��k& 0	 ��P;-�


3 2( ) 2 1f x x x x= + − −0*
� #!	) ���1&H�	  .;3�H\M  ��;? �;E=h� ( *
 	P4[ ( ) : ] 3α =� �#!	 l2�6& �/ O .
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Z;� (;9�8L �>;X s�   �*�;�� �;� �;&3 >;?�� .n\   �E ;6� �9�;D
��!�&�,	 )5� * �,	 #!	 ��P-12n p pα
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45� ��	 �'	�' 
�F*K6L��7
� ���� �	������ � �	��.

8�� ��$ 9L   �	�$�� :�$'�; <$�F6( ) [ ]f x F x∈ . ����$2( )f x=6
 �	�$��L

��"
?��� �2	 ��"

1( ) ( ) ( ),nf x c x a x a= − −…
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1( , , ) .nK F a a K ′= ⊆…

�,��
 
�6K K ′=.
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D
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( )u x f x= + < > .C�' ��\!� �� �E�; ��= *���	 �	��� 
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=

= + + + = ∑L
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)K:(J H′ ′⊆*
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�
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( ) ( )u uτσ σ=.%�1 1( ) ( )u u uσ τσ σ σ− −= =�,��

� 61 AutEKσ τσ− ∈.
):( : �$$ ) 8�$$��AutFKσ ∈6u H ′∈ .  ���$$� L�$$��
 �$$� �$$E�; �$$�H * �	�$$�

��Hτ ∈��
	�1 Hσ τσ− ∈ .��	��� �1 ( )u uσ τσ− =�,��
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 ����( )u Eσ ∈ .� ) 8���f
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 =�$�
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� ) 8���AutFEτ ∈ .��?τ�7�
���g�7�
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�g��%� *���

1 1{ ( ), , ( )} { , , }m mu u u uτ τ =K K

	P1 6�� =	��AutFEτ ∈ *g gτ = .�2	0 1( ) m
mg x a a x a x= + + +K *�> ��2 �	��

��AutFEτ ∈��
	� :

0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .m m
m mg x a a x a x g a a x a xτ τ τ τ= + + + = = + + +L L

 ��$$?E :�$$'�; [$$�L�$$��
=6
F�$$'	*^�	�$$J 	P$$1g
�F� �$$\� . �$$��R C	
��?( ) 0g u =*���� L�A� ��f�� +�,�	�) � )f g= .��	 �� �E�; �� �)( )uσ [�

 C	 �$$7�
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 [$$$�g K$$$�
��$$$� �$$$�	�� 
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( )u Eσ ∈.

���
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���2	 *�a�6[ : ]K F <∞�> ��2|Aut | [ : ]FK K F≤.

D
E�� : =6
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�
�$$,��
L M′ ′=%$$� e �$$'	 
	�$$0�� �$$!M.
�$$1�M�[ ]: 1M L ≠ �$$ ) 8�$$� *�

u M L∈ −*[ ]( ) :L u L m= 6[ ]( )f x L x∈� ?�DAE L�A� �� =	Mu ∈ =6

L�"��.
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I7:m n<.
                                   	�_�'	  8�� b`R
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	�               :
[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ]: : ( ) ( ) : ( ) : : ( ) :L M L L u L u M L u L M L u M L′ ′ ′ ′ ′ ′= ≤ =

 ��
I::m n=.
�� Y���; )��:

: { } { ( ) 0}

                    ( ) ( )

S M L T f

M u

θ δ δ α α

θ δ δ

′ ′= ∈ → = =

′ a

�)u�� �/(��'	 �� ��!" �	                                                              .
�� ��7
 ����θ6 Y���; f���'	 [� �� [�:

1 1 ( ) ( ) ( )M M M u u u uδ τ τ δ τ δ δ τ− −′ ′ ′= ⇔ ∈ ⇔ = ⇔ =

��	���$$ �degS f n≤ = 	P$$1 6[ ] [ ]: :L M M L′ ′ ≤.   
	�$$0 �$$� �$$!M i6� �A$$\0
��	�L F=6M K=���� �'���>.

���

8�$$���$$ )K�	�$$�� :�$$'�; [$$�F6AutFH J K≤ ≤ . �$$2	[ : ]J H <∞*
�> ��2[ : ] [ : ]H J J H′ ′ ≤ .

D
E�� :� ) 8���[ ]:J H n=6[ ]: nH J >′ ′ .��	
� G
�H����'�  K��$A�� ���
u$$$?1 ,..., nH Hτ τ $$$� �$$$
��E���=
�$$$R�$$$91 ... nJ H Hτ τ= ∪ ∪ . ��$$$?

[ ]: 1H J n′ ′ ≥ + 	P1(�A,�� �1 2 1{ , , , }nB u u u += K�)B H ′⊆   �$'	 ��$E��
��=
�R�)B =6
J ′�q� �_�\��'	 . �� )	 ��N�'�n 6 �1����1n + L�.,�

 �NA���C �O
 
� 	
��2����.
1 1 1 1 2 2 1 1 1

2 1 1 2 2 2 2 1 1
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1 1,..., n
na a K +

+ ∈�'	.        	
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	�) �> �oH ��l �H� ( �	��; �) �� )�"�� ���;  .�2	r  �	�$�;   �$H� ( �$�	
 �oH ��l����  *�"�� %��
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 �
�� +	�E �) ��) 8�� �	�;�  G
�$H
�'	 ��C:

1 ( , ..., , 0,0,..., 0)                      ( 0;  1, 2, , )r iX a a a i r= ≠ = K

�� �
��6�  �$) ��) 8�� �	�;1 1a = .       �$q� �_�$\� �$� �$E�; �$� �$��� L�$M ���$�
1 2 1{ , ,..., }nB u u u +==6
J ′��� ;0Z ����Q
�+�5�
	r���'�.


� �:Jδ ∈ �'	 ��E�����) �A\0( )k ka aδ ≠[� �	��1 k r≤ ≤6

1 2: ( ( ), ( ),..., ( ), 0, 0,..., 0) X ra a aδ δ δ δ=

��N�'� +	�E [��'	  .
(�	 �� �E�; �����	 ��XX δ−�'	 ��N�'� +	�E [� K�
��
	� 6:

1 1 2 2

2 2

( ( ), ( ),..., ( ),..., ( ),...)

                (0, ( ), ..., ( ),..., ( ), 0,0,..., 0),
X k k r r

k k r r

X a a a a a a a a
a a a a a a

δ δ δ δ δ

δ δ δ

− = − − − −

= − − −

� �) +�5�
	 �r  �$'	 Z0�$ ; 
� . ��	���$ �[ ]:H J n′ ′ ≤ .     �$(�	 G�$`]	 �$� �$��.
 
�
����C	���.

E��
� � D:1 i n≤ ≤�'	 ��E����=
�R�)ie Hτ∈ 	P1 6i Hτ ∈ . ��	��� �

( )i j ju uτ =�� �	��1,..., 1j n= +�,��
 
� 6
1 1

1 1
 ( ) 0,

n n

j j i j j
j j

u a u aτ
+ +

= =

= =∑ ∑
���E�)ja�o1�� ��A� ��$�X � �$\� . ��$?ja 6 �o$H�
ju  =6
 �$�J ′  �_�$\�

%� *� �\�1 k n≤ ≤*� �'	 ��E���=
�R�9Jak ′∉.   Y$���; b$`R %$�Jδ ∈

  �$$9 �$$'	 ��$$E��( )k ka aδ ≠. �$$ ) 8�$$��1 t n≤ ≤  �$$"�� ��	�$$51� ��$$( .
��$$?1( ) ... ( )nJ H Hδτ δτ= ∪ ∪%$$� *1 i n≤ ≤  * $$� �$$'	 ��$$E���=
�$$R �$$9

t iH Hτ δτ= . ���R C	 ��?ju H ′∈* %�( ) ( )t j i ju uτ δτ=�,��
 
� 6
1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) (0) 0,
n n n
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= = =
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 � ��Xδ�'	 ��N�'� +	�E [�.

���

)7 :( ��$$ ) 8�$$�KMLF ⊆⊆⊆ 6L 
�K 6 �$$"�� ��$$\�[ ]:M L < ∞ .

���	G
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� K�
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):( :  ��$ ) 8��AutFH J G K≤ ≤ = 6H 
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E��)7:( ��
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)5 :(�� ) 8��E:�'�; �
��� �	��� [�K=6
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���	G
�H:
)H��(:K=6
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.
)[ :(E=6
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E
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��� =�� :�'�;K =6
F��\��
	�� 6�� ?
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�$H
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F*�'	 	P1E  �6
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E
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�� �� $ �
 'oJ%���H.     5�b6'
s�� gb�< 'b� �L=��b7� 4�t�b"� ��3 �	
u$v �b�   'b	& ���bJ

���6� :

3 3

3

u v q
puv

 + = −



= −

 4�t�"� �< ��=���	�
� :

3 2 3( ) ( )
2 2 3
q q pu = − ± +        $3 2 3( ) ( )

2 2 3
q q pv = − +m

d	�7L ����q:��q: �� =�� 5�6��
	�( 5�63u��3v�� �	��L��
 ���H�'E
u$v

���9��7� ����H T�: �65�63 3 0u v q+ = =$
3
puv = −���� ���� '

sL�*��� .

���3 �	
'��*�
��q: �	
 &
 �|	 �;*L �"�6��	'
t� 'Q� �� 
� �	=�� yqI�.

�G	� '6 �	
 �� ��"
 �
�F� �" 5
�
� m!�.� ��: \	 ,�" X
�0 &
 '
l ���J

1x't	� X
�0 $�1xω$2
1xω�3 �1ω ≠�G	�����0�� ��"
 �<
$ ,�"   . ��

5
'� 
� '	& '	��F� �B
��u$v���� �"��	�$K.

2 33
1 ( ) ( )

2 2 3
q q pu = − + +   $2 1u u ω=      $2

3 1u u ω=
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2 33
1 ( ) ( )

2 2 3
q q pv = − − +   $2 1v v ω=      $2

3 1v v ω=

5
&
 ��i jy u v= +X
�0 ��( 1,2,3;  1,2,3)i j= =�9��7� �0��  ���� ,�"
� 
� av���� �"��	�$K .X
�0�
�7L ��
�� �	�vL '	& X
�0 �" �� �6��H$

1 1 1y u v= + $2 2 3y u v= +$3 3 2y u v= +


'	&�&
8K�0�32 3 1ωω ω= =��P
 �'H ��/ 3i ju v p= −5
&
 �� �;*L1 1u v �

2 3u v �3 2u v�"
 �
'�'�     .

�	�
� �	
'��*� :

2 3 2 3
3 3

1 ,
2 4 27 2 4 27
q q p q q py = − + + + − − +

2 1 1 1 1
2 1 1

( ) ( ) 3,
2 2

u v u vy u v iω ω − + − = + = +   

2 1 1 1 1
3 1 1

( ) ( ) 3.
2 2

u v u vy u v iω ω − + − = + = −   

/D.�;� C@ ��
.>

�9��7� �< &
 �7� �!J��q� �0�� �9��7� �!3 �9�< �,�" �0��  m"�L ,��;+

5
	�`S)Mk?? OMkCk($ �'E�H ��H YG3 �8
���3 ��|�6 . m"�L W
� #��'� �	

 X��3 �� 8
���3"Ars Magna"�"
 4�H 4��$K.

�"
 �
*+ 5�
'� i$� :

�9��7� �0��  �� 
� '	& �!3 ,��;+�� 'Q��	'
E:

1Lodovico Ferrari
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4 3 2 0x ax bx cx d+ + + + =

8K $�	
 �� 
��� ���J�
�	��

4 3 2x ax bx cx d+ = − − −

5'�
'� D'Z $� '6 �� $
2 2

4
a x�� ���P
 
� �$eB� ���J �� �9��7� z+ ��" ��
*3

�� �� ���3�� �
*+ �9��7� $ �	K��H:

2
2 2 2( ) ( )

2 4
ax ax b x cx d+ = − − −

�!�0 �	
 5'�
'� D'Z $� �� 4���$��� ���P
 
� �6�
*3

2
2( )

2 4
ax yx y+ +

�8K �� �3y4����� �Z'H ��7� �3 �"
 4&�L #�;B� \	 �'3 �
6
�� 
�
( 8K . ��
�	
�� �9��7� z+ ��" �6 &�� ���J�� �� ���3 �$eB� ���JH
� �
6
�� $ �	K� :

2 2
2 2 2( ) ( ) ( ) ( )           ( )

2 2 4 2 4
ax y a ay yx b y x c x d+ + = − + + − + − ∗

�	
 ���9��7� �� g
L'L�� #�;B� $� �� 5
�
"�.

5'�
'� �"
� ��"( )∗�!�0 �" \	 ��� ���� ,$� �0�� 5
x g	'bP �3 �"
  5�b6
�� 8Ky��
� �t���.y�� X�.��
 5��Z 
�  �b!�0 �b" �	
 �3 �
*3   �$ebB� 'b�
'� 5


�!�0 $� \	#$
 �0�� 5
xα β+�H��.

8K 5
'�  �b!�0 �b" \	 �3 ,$� �b0�� 5
2Ax Bx C+ +   �b!�0 $� �$ebB� 'b�
'� 5

xα β+
� �"
 ���3 ��H�� �
H�� ��H

2 4 0,B AC− =

�	
�� 
'	&�H
� �
6
�� ���J
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2 2( ) .Ax Bx C A x C+ + = +

�*7	
2 2( ) ,Ax Bx C xα β+ + = +

�	�
� 8K �� �3Cβ =$Aα = . 'bE
 ��	
'��*�y   X�b.��
 5��bZ 
�   �b3 �
b*3
�
H�� ��H
�

2 2
2( ) 4( )( ) 0.

2 4 4
ay a yc b y d− − − + − =

�9��7� �"
� ��" ( )∗�� �!��3 �$eB� '�
'����J2( )xα β+��� �6
�� . 'E

�9��7� �� ��
*3 &�� 
� �6W��
'( �0�� �� ���� ���"y���
"�

3 2 2 2( ) [ ( 4 ) ] 0.y by ac bd y d a b c− + − − − + =

�9��7� �	
 �< �� �0�� �|�3 ,�")8
���3 ���"� \�3 �� yqI�(�� ��
�
�Lα

$β�G	� g�< '� 
� 8K�0y� $ �
*3 
�
( ���� �"��	K

2 2 20( ) ( )
2 2

yaxx xα β+ + = +

$8K &
 �02 0

2 2
yaxx xα β+ + = +  �	2 0.

2 2
yaxx xα β+ + = − −

 �	
 &
$��9��7� �G	� ��;+ '6 �,$� �0�� �9��7� � ,��;+ �0����� �"��	K.

X��3 'I3
 �� '�0  �6)���	'Q� 4`	$8
�
�  (�*�
� '6 �3 4�H 4�
� 8�G�
!�
   %"�
�*�
� \	4�	
  �"
 %!J
 #K .%� '3e�� $   $ �b�
� �
'b�'� g!2� �	
 c|: �3 ���H

�F!< '	& �3 ��|� �	
 '3� �� �;*L 
[ ] { | , , (1 }19)/2A a b a bθ θ θ= = + ∈ = + −� �

+ ,+PID ⇒ED
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m!�.� �
�:
 &
�*�
� \	4�	
      �b*�
� �b3 �b"
 %!bJ
 #K!�
  
    �bo�3
 ��b�
� %b"�
%��**3 . -.� �	
 ���R
�
 ����" ����
  4 
 &


Campoli, O. A. A principal ideal domain that is not a Euclidean domain. Amer. 
Math. Monthly 95 (1988), no. 9, 868-871.

 8�G�%��
6��3A�*�
� \	4�	
    4��b� %!bJ
 #K  �b3 %9�b< �� �b*�
�  %b"�
!�
  
��
�.

�F!< A�*�
� \	��
� %"�
!�
  .

/��0	:�	
  
'��
6� 8�G� �3A�*�
� \	    n
b6 �
b6� 8�bG� �	�� ���
� %"�
!�
  
�F!<  
'� %"�
!�
 r��L A%�� ���	��H) . Yb!� 8�6'� (  
b*3 T'b��υ \b	  r��bL

�F!<  
'� %"�
!�
 A�H�� .%� �
'��
6�:
Min{ ( ) | {0}},a a Aυ= ∈ −	
{ {0} | ( ) }.U a A aυ= ∈ − = 	

#�|	 '�*: '6 8�+A'oJ�� 'J�*: �A  %b� ��b: 
�     %b"�
!�
 r��bL #$
 �
bJ�� ��b*3
 X�B	
%��� %9�|	 '6 �3 �*3U�"
 .&
      X�bB	
 %b"�
!�
 r��bL ,$� �
bJ�� %b�'Z

%�'�*: '6 �3 �*3U&
  'oJ�� '�*: '6 '� �A-.�e(   �	
'��b*� >�b"
 'b	U  y�bF
��
#�|	 'J�*:A�"
 .   �b3 �
� �
6
�b� 8�bG� ��
�
 ��{1, 1}U = − .    ��bQ*� �b	
  
'b�

�� ��"�v�  ���A�"
 ,&=.
Y	'7L �� �0�L �� '	&  �6��vL
(1 19)/2θ = + −�� ��� %��"K%� �"� �b*	K .   
'b�

'6a A∈�a-	���4�*6���: m!�.� p$�W�  a�"
.

)-(1θ θ= −

)7(5θθ =

)9(2 1θ θ= −

)>('E
x a b Aθ= + ∈8K �4�E5 ( )x b a bθ θ= − + +.

��12+,E
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 ��vL
)M(8��� ����A%� X�B	
 
� m!�.� p$�W� �vL�*3 . ��vL
)? (%� �B
�� �6�
'�*: �35�F!< �� A��
� #$
 .��    �b3 �b	� �
6
�b� 1�bP$θ  b|	 'b�*:&
 %9�A

���
%� X�B	
 �	
 $�3 �*35�	�vL  '�*:&
 '	e(A�"
 . &
)@ (�� %b� �"�  �b	K
�32 Aθ ∈�B
�� �� $A �"
 ���� m!�.� X'P �vL)
7�
$ Y	'7L �� �0�L �� �3 %�
A��
� �P
$ �(
'E
z zz=8K ��H�� #��7� m!�.� ,'� 8��6%� X�B	
 '
�
  �6��vL
 4�E�3 �**3:

)A (2 2( )( ) 5a b a b a b a ab bθ θ θ+ = + + = + +

�	
&
'�*: 'E
 $�a b Aθ+ ∈8K ��H�� #�|	4�E
2 25 1,a ab b a bθ+ + = + =

'E
 �B
�� �� $0ab ≥8K �4�E0b = $1a = ± .�68�+ ��
*+
2 21 ( ) 4 ,a b a b ab bθ= + = + − +

%� �B
��4�E'6 �3 �	'
E0ab ≤8K �4���$� 4�E0b = $1a = ±.
 
b*3 T'� #�<�m A∈   'bJ�*: &
 'b
l  'b�*:0,1, 1−  b� 4��b��  �b3 %�b��( )mυ

�bbH�� ��
bb*
� . 'bbJ�*: %bb"�
!�
 r��bbL Ybb	'7L fbb�Z,q r A∈bb� �bb���0����bb�� %
�bb32 qm r= +$( ) ( )r mυ υ< .�	
'��bb*�r �
�bb:
 &
 %bb|	 �bb	��0,1, 1−�bbH�� .
�	
&
$�m'�2�	3-.��"
 '	e( .%� �:�
�3 �
*3m�
�:
 &
 %|	 �	��2, 3± ±�H�� .

8��� #$
 &
 �:�
 �	
2 $3�F!< �� A%� 8�G� '	& �� �3  %b� �bB
�� ��
6� ��bH .
 
b*3 T'��2 ( )( )a b c dθ θ= + + . �b	
�� ���bJ4 2 a b c dθ θ= = + + $

'J�*: 8��� #�|	 '
l T'�,a b c dθ θ+ +��A%� X�B	
�3 �*3
2 2 2 22 5 ( ) 4 .a b a ab b a b a b ab bθ θ= + = + + = + = + − +

'Q� �� �� �	
'��*�  �b9�< ���'bE  �b60ab ≥$0ab <    �b3 �b�'E �
6
�b� �bB
�� �
0b d= = .c(2 ( )( )a b c d acθ θ= + + =�� �	WBL \	� �b"
 . 8�b+2���

c( ��"
 #$
2��A�"
 #$
 .��%� ���G� f	'Z  �b3 �
� 8�bG� 8
�L3 �� Wb
�A #$

�"
.
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  b� �b��      �bU �b	�
� �%b"�
!�
 r��bbL Yb	'7L ��bB�  '
E��b3θ �b� �b���
(52±bb	�3±

��0,1�	1−�"
 �G;*�6 .�B
����θ�	1θ−�	1θ +'�2�	3 -.� �b"
 '	e( .  �b�


'	& ��"
 �|�� '
l �	
5 1θ θ= = −$1 7θ + = �b3 %9�< �� �2 4= $

3 9=.

���

�F!< A�*�
� \	4�	
  �"
 %!J
 #K.

/��0	:�	
  
'� ���� �3 �3 �
*3A�*�
� \	4�	
     8�bG� �b"
 %��3 ��"
 %!J
 #K
�3 �
6�A�*�
� \	 y��	'FL�"
 %"�
!�
   .��%� 8�G� �'t	� ����:     
'b� �b3 �
b6�

'6, Aα β ∈�0β ≠'E
 �β'�α-.�$ �H��� '	e(βα ≥8K � 'bJ�*: 4�E, Aγ δ ∈

� ����0���5��Z�3
)M                                   (0 .βαγ βδ< − <

%� 8�G� �3 %9��7� ����
 �*���6�6�� \b	PID  %b� ��b"
 8
�bLPID 8��b�A 
�
����$K �"�.
*3 T'��0I ≠4�	
 \	#KA�H�� .
*3 T'���3Iβ ∈'�*: �H��  
�3β'oJ '
l 'J�*: �
� ��I  �bH�� ��
b*
� . �b	
�� ���bJA Iβ = .  ��bF
F< ��
��1�P$A Iβ ⊆
*3 T'� #�< >��3Iα ∈�3 �H��  '�*:β'�α-.� �bH��� '	e( .

�	
&
$�0α ≠ �bB
�� �� $βα ≥ .   'b�*: ��b0$ #�b<αγ βδ−&
I �b�  #�b�
*
�
8���β�"
 d��*L ��.

  8�
� 8�bG�  
'�)M(  
b*3 T'b� ��, Aα β ∈�0β ≠ . 'bE
β 'b�α -b.�  �bH��� '	eb(
βα ≥�%��
�	��

,a bα θ
β

= +

��12+,a
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�	�0 �3a$b8K &
 %|	 �3 �"� �3 4��� �	�	�E �
�:
 �b�
� �
vJ �6 .   �b|�� �b	

j�|7� 
'	& �"
β���� m!�.� ��: \	 8
�*:[ ]θ�&
 %�
�
� '	& �3�� ��"
 �6
��

���.
Q� �� ���9�< �� �9�< ���'E '%�'J�*: 8
�L, Aγ δ ∈� ���	 
��5��Z�3

0 1,
α γ δ
β

< − <

�	
.αγ δβ β− <

�"
 �|�� �9�< �o6.
 �����:�@-:b ∈ � .�bbbb	
�����bbbbJa ∉ �%bbbb� $�
� �
'bbbb� 8
�bbbbL1γ = $

{ }a bδ θ= +)�	�bb0�bb3{ }x\bb	�W� 'bb� �bb9=��bb� �
vbbJ ��bb: �	'bbLx�bb3 �bb"


{
1}
2

n n+ = .(�	�
� #�<

0
1

1.
4

α γ δ
β

< − ≤ <

�:�@7)S:	:(a ∈ �$5b ∉ � .�	
�����J5a b aα θ θ
β

= + − %b� $   �
'b� 8
�bL

�
�γ θ= ${ 5 }a b aδ θ= + −.
�:�@7)T(:a ∈ �$5b ∈ � .%� �
'� �
6�1γ = ${ }a bδ θ= +.

�:�@9)S:	:(,a b ∉ �$2 , 2a b ∈ � .�	
������J �b2�
� )A (  �
b�� ��b��
 ��  
 �'
�
 
'�,a b ∈ ��� ��
 >�"
 �
'�'�       �b	�E 'bJ�*:  
'b� �b2�
� �b	
 1�P$,a b  'b
�

�B
���� $ �"
 ~��J( / ) 5 ( )b a bθ α β θ= − + +$b ∈ � . ��	
'��b*� %b�   �
'b� 8
�bL
�
�γ θ= ${ 5 } { }b a bδ θ= − + +.

�:�@9)T:(,a b ∉ �$2 , 2a b ∉ � .�	
���	 ���J| { } | 1/ 3b b− ≤ $
�	| 2 {2 } | 1/ 3b b− ≤ .��%� �
'� #$
 �9�< �
6�1γ = ${ } { }a bδ θ= +�	�
� $

0
35

1.
36

α γ δ
β

< − ≤ <
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%� �
'� ,$� �9�< �� �
6�2γ = ${2 } {2 }a bδ θ= + �bB
�� 8��6 $  #$
 �b9�<  
�"
 �
'�'�.

���:�@9)U(:,a b ∉ �$2a ∈ �$2b ∉ � .'bbE
5b ∈ �%bb� �
'bb� �
bb6�5γ = $
{5 } 5a bδ θ= +'E
 $5b ∉ �%� �
'� �
6�2γ θ= ${2 10 } 2a b aδ θ= + −.

�:�@9).:(,a b ∉ �$2b ∈ �$2a ∉ � .%� �
'� �
6�2γ = ${2 } 2a bδ θ= +.

���

5
'� 5��
�� 5�6�����"17O m"�L �����" �
��.� �U �"
 4�H 1'2� �Q�*� �7!P
Q�K�R��S��M}�@�
"� ��+  �� .�
*3 �70
'� '	& r�*� ��.

Klein, F. Lectures on the Icosahedron and the Solution of Equations of the Fifth 

Degree, Kegan Paul, London,1913.

����" i$� h	17O�
�� &
 �U �"
 �	
 �Q�*� �7!P  �� �U ��
*U 4��o�"
 j$�E
yq��U �����" h	 ���P
 ���"�v� ��U &
 �7� �F
F<�� �B
�� 
� �
7��6�.

����: ����	 D�6�6'oJ 5
'� �9�^	�
� 5�6�!�0�*+ 5 5


( )L
17

161
1 1

1
t

t t
t

− = + + +
−

5$���"
 .
*U T'��

( ) ( )

2 /17,

cos sin .ki
k e k i kθ

θ π

ζ θ θ

=

= = +

 5�6'oJ c(( )1��� &
 �*L���:1 2 16, ,...,ζ ζ ζ.

1Huguenin

+ ,E5�$FG �����MN,�H< � 8;�'
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8
�L 5 �6�7
�Z3����
( ��17���*��6 '	& ���J:

Y	'7L�� �
*U
1 1 9 13 15 16 8 4 2

2 3 10 5 11 14 7 12 6

1 1 13 16 4

2 9 15 8 2

3 3 5 14 12

4 10 11 7 6

,

,

,

,

,

.

x

x

y

y

y

y

ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

= + + + + + + +

= + + + + + + +

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

 5
&
 �� #�<1,2,...,16k = �	�
�
( )17 2 cos                                     2k k kζ ζ θ−+ =

�� �B
��  �U  �6�
1

2

1

2

3

4

2(cos cos 8 cos 4 cos2 ),

2(cos 3 cos7 cos 5 cos6 ),

2(cos cos 4 ),

2(cos 8 cos2 ),                                                     (3)

2(cos 3 cos5 ),

2(cos 7 cos 6 ).

x

x

y

y

y

y

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

= + + +

= + + +

= +

= +

= +

= +

&
( )1�� �B
�� �U ��H

1 2 1.x x+ = −

&
 4��o�"
 ��( )2$( )3�9��7� $ 
2 cos cos cos( ) cos( )m n m n m nθ θ θ θ= + + −

���� �"��	�$K

1 3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 K

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 K

3m

m
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?�M �� ��7	X �� �RX< >2� '�	� ��S
�L�$N� ���.Q  2+�� H�J�R�" d�$"

Q�++0L	X#++!	.�++?	1{ , , }nX v v= …�X< >��++$
 �++� 	
1, , nv v< >… 9��++$

����*� .�*��-V< ∅ >	
{ }02� ;���"��-R.

�-R <���X��7 W��L�$N�Q
	��� Q�0� 7	 2X"�
 QV�.�� .
���	H
�I

)":(X< >7	 2��0� ��7 �V#!	.
)( :(X< >WV�RQ�0� ��7 ���"V���.X#!	.

���2�� �!6

	�&8� �!1

www.mathematic87.blogfa.com



٢٠٤;�	 #!��1

9�:;�:�L�$N�QX  L 	Z+� �#+!	 2X"�
 �+�- �+-
�� Qx�
	� . O+10 0x =L +�-��
7	X< >#++!	. �++-R <�++��,x y X∈< >�
��++�	 �H
�++I�++I�-L2 1,..., ,mx x x)

2 1,..., ,ny y y
�X Q�*���T!	 )2 1,..., ,ma a a)2 1,..., ,nb b b��M��
�R �:
1 1 2 2

1 1 2 2

,

.
m m

n n

x a x a x a x

v b y b y b y

= + + +

= + + +

�

�

���	���-����T!	 Q	7	 ��Q�*1 2,c c F∈ ��-L
1 2 1 1 1 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .m m n nc x c y c a x c a x c b y c b y+ = + + + + +� �

 �� \>���X< >�-�%* . 	Z�X< >7	 2��0� ��7V#!	.
 ��-�	�-R <���W7	 2*	�:�� Q�0� ��7V�� �.��X W⊆ . �?	w X∈< > �

�/ Q	7	 �� '�?��I�-L7	X�-
��2 1,..., ,kw w w ��V 2��*���T!	 )2 1,..., ,kc c c���
	�

1 1 k kw c w c w= + +� .��VX W⊆ �O11 2, ,..., kw w w W∈ .��V )W��7 �0�
	Z� #!	w W∈ .��	���-�X W< >⊆ .��	7	)
X< >WV�RQ�0� ��7 ���"V

���.X#!	.

��� 

�-R <���X�L�$N� ��7 W�QQ
	��� Q�0� 7	 2X"�
V  �+� �+.��X V< >= .

���	H
�IX 	
4�&' � �*V2��� ) ����
����?X �V 	
F* �� ���NI.

�L�$N� ��7QXQ
	��� Q�0� 7	V)�	��� �)
F (�L�$N� ��7 =� 	
 � �+�
*
�GH �* �	�� �?	 ����
1 2, , , nx x x X∈…�* )1 2, , , nc c c F∈…��.�� ��.	�:

1 1 2 2 1 20 0.n n nc x c x c x c c c+ + + = ⇒ = = = =� �

���2�� �!7

���2�� �!<

www.mathematic87.blogfa.com



�
	��� ��*�0� �� �
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�-R <���V�	��� �)
 Q
	��� Q�0� W�F�.��. �+L�$N� ��7�B7	V  =+� 	


 	��)�	��V�?	 ����?B) '��� ��� �5�%�B�	�� �����V�.��.

��/*"O :�-R <���� �
	��� ��0��	�L	 �	���]>�:� �+5�5U �	�L	 �	��� �)
�

�.�� .��-R <��( ),a b ∈ �.
�	�� ��
	� H
�I

( ),a b a bi= +

2� ��S
 ���	
 ��	�R �*�1, i< >= ��L�$N� 	Z�Q{ }1, i=B�����#!	. 3�U
�-� <����I�-L1 2,c c ∈ �� �-.�� ��M����� �$%&1 21 0c c i+ = .��	7	 )


( )1 2 1 21 ( , ) 0, 0c c i c c+ = =

 	Z�1 2 0c c= =�-�� eB�L�$N� =�
� ) #!	 ��� �5�%� � �N��
B���1 =��

#!	.

�
��/*"":�-R <���nie F∈'�-*� ��S
�R �.�� Q
	���i   ) #+!	 W+� f�:� ���	

�
�,I 9"���:� ���! .��-R <��( )1 2, ,..., n
na a a F∈ ��
	� H
�I ��	 
�

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,..., , 0, 0,..., 0 0, , 0,..., 0 ... 0,..., 0,n na a a a a a= + + +

1 1 2 2 ... n na e a e a e= + + +

2� ��S
 ���	
 ��	�R �*�1 2, ,..., n
ne e e F< >=  �+L�$N� 	Z+�Q{ }1 2, ,..., ne e e=B

����nF#!	.   �+-� <�+� 3�+U� �+I�-L1 2, ,..., nc c c F∈   +� �-+.�� ��+M���  �$+%&
��1 1 2 2 0n nc e c e c e+ + + =� .��	7	 )


( ) ( )1 1 2 2 1 2, ,..., 0, 0,..., 0n n nc e c e c e c c c+ + + = =�

 	Z�1 2 0nc c c= = = =��-�� eB�L�$N� =�
� ) #!	 ��� �5�%� ��N��
B

���1 =�nF#!	.

�

���2�� �!=
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��/*"(:�-R <���F) �	��� =�( )m nijE M F×∈2%��"��m n×   
� �+R �+.��
��	
�( ),i jd	1��5� 
� )Q��	
�#!	 �,I �* .�?	[ ]ij m nA a ×=��	
� �+��	
 H
�IQ

��
	� 	
 ��7:

1 1

m n

ij ij
i j

A a E
= =

= ∑∑

2++� �++N��
 �++�	 7	�++L�$N� ��++.Q{ }1 ,1ijE i m j n= ≤ ≤ ≤ ≤BQ�++0� �++���
( )m nM F×#!	 .�-� <�� 3�U��I�-Lijc F∈��1 ,1i m j n≤ ≤ ≤ ≤  ��+M�� �

� �-.����� �$%&
1 1

0
m n

ij ij
i j

c E
= =

=∑∑ .��	7	 )


( )
1 1

0
m n

ij ij ij
i j

c E c
= =

= =∑∑

Z��* �	�� 	1 ,1i m j n≤ ≤ ≤ ≤��
	� �0ijc =�-�� eB�L�$N� =� �5�%� �

�N��
 
� ) #!	 ���B���1 =�( )m nM F×#!	.

�


 ��-�	�� ��S#!	 ���1 =� �	
	� �
	��� ��0� �* �� ��*�.

�-R <���V�	��� �)
 Q
	��� Q�0� W�F�.�� .�?	C D⊆�L�$N� ��7 �+*� �

7	V�� �-.��C ) ��� �5�%�D ��0�V �/ ��+-� ����" 	
  �+��1 '�+?B  ��+M��

� #!	�Q
�K��D⊆BC ⊆.
9�:;� :�� 
	�&��*�:

}.E#!	 ��� �5�%�{ | ,E C E DΩ = ⊆ ⊆

Ω	��7 �#!	 �X"�
C ∈ Ω���	
 �� ) ��L�$N� =� 3�$. �#!	 b"�� �ghM � .  3�+U
�� ��S
#!	 
	�&�� �
7 �� ]�	�. �� ��*�.
�-� <���

1 2 nE E E⊆ ⊆ ⊆ ⊆� �
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	��� ��*�0� �� �
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�I�-L 7	 ����I ��N
7 =�Ω�.�� .�?	i
i

A E= ∪��/�� '�?  i�+A)A ∈ Ω)A  =+�

j�� �	��#!	 ��N
7 ��	 �I�-L �	��  .�
7 �� \JK ��	���-�Ω��� ���-L �	
	�h  3�+$�
�-
��B#!	 .�� ��S
��*���B�	�� ���1 =�V#!	 .��V∈ ΩBO1 �B �5�%�

#!	 ��� . #��Y����-�>BD ⊆<.);>� <�� (�-� <�����-Lv D∈  ��+M��

� �.���Q
�K��>Bv ∉< .��	
�H
�Iv�I�-L ��� b���"B��J
 	Z+� ) '{ }v∪B

#!	 ��� �5�%� .��	 �� ')4L{ }v D∪ ⊆B   ���+� 3�+$�h��� �+� k&�-" �� �B #+!	 .
��	7	)
>BD ⊆< .�N��

�D V>=< >=B<)#!	 H�JY	 ��0& b�"�" ����.

��� 

     �+
��	�� ��
	��+� ��+0� =+� 7	 �+��1 )� �* �I�-L �	��" �� �	� ��*	�� ��S
 ��	�	 
� .
�� i��� 	
 ��7 �� 	���	��-�.

�-R <���m n>)1 2{ , ,..., }nu u u)1 2{ , ,..., }mv v v  �+L�$N� �+�7 �+*  Q�+0� 7	 2�
�
	��++�V�-++.�� .�++?	1 2 1 2{ , ,..., } , ,...,m nv v v u u u⊆< >�/ �'�++?{ }1 2, ,..., mv v v

��%�	)#!	 ��� �.
9�55:;�: �)
 	�5�++!	 �++� 	
 b++>��1n ≥ �++� #++��Y��++-� . �++-� <�++��1n =)

1 2 1{ , ,..., }mv v v u⊆< > .��	
�H
�I2m ≥ �N��

� )�I�-L1 2,c c F∈ �
��M��
��1 1 1v c u=)2 2 1v c u= .�?	1 0c =�/ � '�+?1 0v =   #+!	 
	�+&�� �+@U ) . �+-� ��	��

�-� <���1 0c ≠. �+�	
� H
�+I1
2 2 1 1 0v c c v−− = �+-�� e1 2{ , ,..., }mv v v ��+%�	) �

�#!	 �� .�-� <�� 3�U�1 2 1 2{ , ,..., } , ,...,m nv v v u u u⊆< > .��
	�
1 11 1 1

2 21 1 2

1 1

nn

nn
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v c u c u

v c u c u

v c u c u
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= + +
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٢٠٨;�	 #!��1

�* �	�� �?	1 i m≤ ≤�1 0ic =�/ '�+?1 2 2{ , ,..., } ,...,m nv v v u u⊆< >   \+JK 	Z+� )
 #++!	 
	�++&�� �++@U 	�5�++!	 <�++� .�++�	7	�++-� <�++� )
�1 i m≤ ≤ #++!	 ��++M��

��1 0ic ≠ .��)��	 �    �+� ��+. ��+!�� #+�>� 7	 ��   ��+� <�+� �	�+"11 0c ≠ .  �	�+�
�*2i ≥�� ;���" ���-�:

1
1 11 1 2,..., ni i iw v c c v u u−= − ∈< >

) b��+A1u
�iw �+�	��1
1 1 11 11 1( ) 0i ic c c c u−− = #+!	 .( ��+V1 1m n− > −  \+JK �

	�5�!	 <����I�-L2,..., md d F∈��� �
��M�� �-�%�
 �,I �a$* �
2 2 0,m md w d w+ + =�

�
	Za��M �� �N��
 
�)iw���
	�:
1

1 11 1 2 2
2

( ) 0,m mi i
i
d c c v d v d v−

≥
− + + + =∑ �

�-��1 2{ , ,..., }mv v v��%�	)#!	 ��� � .#!	 H�JY	 ��0& b�"�" ����.

��� 

�-R <���1 2{ , ,..., }nu u u=B  �+��1 =+�    Q
	��+� Q�+0� �	�+� �*�+-�� �V �)


�	���F�-.�� .  �+?	C    �	�+� ��+a�� �+��1 =+�V �/ ��+.�� '�+?C   #+!	 �*�+-��

)|C | |= B |.
9�:;�:�� ��S
 	���	��*� ��C#!	 �*�-��) . ;+>� ��*�� (  �+-� <�+��C  �*�+-��

�+++.�J
 .�+++-� <�+++��m n>)C1 2{ , ,..., }mv v v ⊆ .�+++�	
�H
�+++I �+++� \+++JK �

���	1 2{ , ,..., }mv v v��%�	) #+!	 k&�-" �� #!	 ��� � .�  ��	���+-C  #+!	 �*�+-��.

��++V>C⊆<B ��++0& \++JK O++1�++��	 �|C | |≤ B | .�++� ���++S� \++��K|C | |≥ B | .

�N��

�|C | |= B |.
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	��� ��*�0� �� �
)��٢٠٩

 �++-R <�++��B )C�++��1 )�  Q
	��++� Q�++0� �	�++� �V�	�++�� �)
F�-++.�� .

��	
�H
�I|B | |= C |.

9�:;�:@� �?	�7	B)C�/ ��.�� �*�-�� \JK '�? +N��
�    #+!	 
	�+&�� �+@U �+��	 � .

 <�++� ��	���++-��++��++-��B )C�-++.�� �*�++-���
 )� �++* .�++* �	�++�Ciy ∈��++�
	�

i ij j
j

y c x= ∑��Bjx ∈ .�-� <���

{ | 0}i j ijx c= ≠B

��-L �* ��VC�I�-L ��� b���"ii
∪B#!	�V>=

i
< ∪B i .���K 7	

Bi ⊆i
∪B)B���1�	�� �	VO1 �#!	Bi =i

∪B.

��ViB#!	 �*�-��O1 �0|≤ ℵB i|�I�-L �)
 ����? l�$�M	 �� �N��
 
� )C�  �+� )
���� �*�-���
 �� �M�"C��
	�

|B | |=
i
∪B 0i ≤ ℵ C | |= C |

k���" ��B)C�#.	� ��*	��|C | |≤ B |.�N��
 
�|B | |= C |.

���

�
	��� ��0� 7	 ���1 W� Q�*
	��� �	��"V�	��� �)
F	
 #�5&' �2�V  ;+���"
2� �+� 	
 �/ ) ��-RdimFV  2+� ��+S
 ��+*� .      Q�+�� �,+I 	
 �,+I Q
	��+� Q�+0�
2�����
.

v��A� :m�* ��M �� �"
�I 
��.�J
 ���X�	 �
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�+� ��U	
 �	�� �  ��+.�
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��/*"1 :�� �M�" ��3�n� ��*Co)CC)CE#.	� ��*	��:

( )

          dim 2,

        dim ,

dim .

n
F

m nF

F n

M F mn×

=

=

=

� �

�

?$���� �

M 	�Q
* �� �$ R*?$�� ���) ST� ��@% ?$ U+' VW� X�% 	� W�
������ F����� W���.

"!��-� <��( )1 1, 0,..., 0f =�( )2 1,1, 0,..., 0f =)( )1,1,...,1nf = .   �+�*� ��+S

�L�$N� ���{ }1,..., nB f f=�
	��� ��0� �	�� ���1 =�nF�	��� �)
F#!	.

(!��-� <��F) �	��� =�[ ] { [ ] | deg ( ) }nP x f F x f x n= ∈ ≤.

)� �(� ��S
��*[ ]nP x7	 �0� ��7 =�[ ]F x�#!	

)Y(��*� ��S
K{1, , , }nB x x=�	�� ���1 =�[ ]nP x�#!	

)Z(�?	K0 1{ , , , }nB f f f=��deg if i=��*� ��S
 �B�	�� ���1 =�[ ]nP x#!	.

1!��-� <��1W)2W 7	 �0� ��7 )��
	��� ��0�V�-.�� .��*� ��S


1 2W W∪��0� ��7 =�V) �?	 #!		 ]5��?1 2W W⊆��2 1W W⊆.

6!��-� <��V)W�	��� �)
 �
	��� ��0� )�F�-.�� .  ��+":T V W→  =+�
�GH ���:� d�
�* �	�� �?	 �
	�,x y V∈�* )c F∈��.�� ��.	�:

( ) ( ) ( ).T cx y cT x T y+ = +

��-� <��:T V W→ ) �.�� ��� ���J" =�

R��B�[G� #�%"
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{ ( ) | },T x x V= ∈���\�ImT T=

{ | ( ) 0}.x V T x= ∈ =	�
%KerT T=

)� �(��S
ImT��*�7	 �0� ��7 =�W�#!	

)Y(��*� ��S
KerT7	 �0� ��7 =�V�#!	

7!��-� <��:T V W→" =��.�� ��� ���J .��*� ��S
T=���  �+?	 #!	 =�
�?	 ]5� )Ker {0}T =.

<! �++�-� <�+�V ) �
	��++� ��++0� =+�:T V V→  �++� �++.�� �+�� ���++J" =+�
2T T=.��S
��*�

V=Im Ker .T T⊕

=!��-� <��V�.�� �*�-�� ��� �� �
	��� ��0� =� .�?	W '�! ��0� ��7 =�
7	V��*� ��S
 ��.��dim dimW V<.

>! <����-�V)W�
	��� ��0� )�):T V V→ �+.�� ��� ���J" =�.  ��+S

��*�:

dimV=dim Im +dimKer .T T

K!��-� <��1W)2W�0� ��7 )� �*�+-�� ��� �� 7	  �
	��+� ��+0�V �-+.�� .  ��+S

��*�:

1 2 1 2 1 2dim( )=dim( )+dim( )- dim( ).W W W W W W+ ∩

"O!��-� <��V ) �*�+-�� ��� �� �
	��� ��0� =�:T V V→    �+�� ���+J" =+�
�.�� .���JK ��L ��*� ��S
n�M���� #!	 �

R��B�[G� #�%(
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V=Im Ker .n nT T⊕

""!��-� <��F) �	��� =�n�.�� ���JK ���L. ��"Tr)�;�(�� ��7 H
�I
�� ;���"��.:

11

Tr : ( )

        ( )
n n

nnij

M F F

a a a

→

+ +� �

�-��Tr( )AO��"�� �>I	 ��& �I�-L  $MA#!	 .

)� �(��-L )� �* �	�� ��*� ��S
, ( )nA B M F∈��
	�Tr( ) Tr( )AB BA= .

)Y(�++�-� <�++�: ( )n nT M F F→  �++� �++.�� �++�� ���++J" =++� �++* �	7	 �++�
, ( )nA B M F∈.	���.�� ��( ) ( )T AB T BA= .��*� ��S
T   7	 ����@+!	 ��+0�

 ��"Tr#!	 .�?	 ')4��( )T I n=��*� ��S
 �TrT =.

"(!��-� <��F) �	��� =�n�.�� ���JK ���L .�� 
	�&��*�:

( ) ( ){ }: Tr 0 .nW A M F A= ∈ =

)� �(��*� ��S
W7	 �0� ��7 =�( )nM F�#!	

)Y(��S
��*�2dim 1W n= −.

"1!<�� �+�-�V     �*�+-���
 �	�+�� �)
 �
	��+� ��+0� =+�F)K1, , , nW W W �+�7
7	 2��*�0�V  �+� �-+.��K1 nW W W⊆ ∪ ∪  �+�*� ��+S
 �1 i n≤ ≤   #+!	 ��+M��

��iW W⊆.

"6!��-� <��1W)2W  �+0� �+�7 )� 7	  �
	��+� ��+0�V �+�1 2dim( )=dim( )W W

�-.�� .��0� ��7 ��*� ��S
U7	V� #!	 ��M���Q
�K��

R��B�[G� #�%1
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1 2.U W U W⊕ = ⊕

"7!��-� <��V�	��� �)
 �*�-�� ��� �� �
	��� ��0� =�F �+.�� . �+?	{ }i i IV ∈

�L�$N��0���7 7	 �	*p�! ��V� �.����@�
�Kdim dimi jV V= �+* �	7	 ��,i j I∈

�?	 )| | | |I F<��V '�! ��0���7 =� ��-� #��Y �U�� �
	� ��M)�$%&��

:  .ii I V V U∀ ∈ = ⊕
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