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  .در نوشتن اين كتاب اهداف زير مد نظر بوده است
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  مجرد دست يابند،

 حركتي آهسته و آسان از واقعيت به تجريد، )2(
 موعد مقرر،م جبري قبل از  آشنايي مختصر با مفاهي )3(
 آشنايي دانشجويان با شيوة اصل موضـوعي، يعنـي نحـوة اسـتنتاج منطقـي از اصـول                   )4(

 موضوعة معين،
 ايجاد طرز فكر صحيح رياضي و هدايت دانشجو در جهت تعميم  احكام رياضي، )5(
هـاي كارشناسـي ارشـد و مـسابقات           كتابي مناسب جهت داوطلبان شـركت در آزمـون         )6(

 . در آن ضمن رعايت اختصار،  كلية مطالب ضروري بيان گرديده استدانشجويي،  كه
دستة اول تمريناتي است كه موضـوع مـتن         . در پايان هر فصل دو دسته تمرين آورده شده است         

حل اين تمرينات براي تسلط يافتن بر مطالب هر فصل مفيد           . دهند  درس را بسط و گسترش مي     
اين تمرينات متناسب با سطح مطالب درسـي،        . باشند  دستة دوم، تمرينات مبارزه طلب مي     . است

آوري   طلبد و چون حل بعضي از اين نوع تمرينات نياز به نـوع              دانشجويان مستعد را به مبارزه مي     
كند و علاقة دانشجويان را به حـل   و خلاقيت دارد،  بررسي آنها براي دانشجويان ايجاد انگيزه مي    

  .كند مسائل مشكل تحريك مي
ن كتاب عاري از عيب ونقص نيست اميدوارم همكاران و دانشجويان عزيز از راهنمائيهاي              قطعاً، اي 

  .ارزشمند خود در جهت رفع نواقص موجود دريغ نفرمايند
 اش در زمان نگارش اين كتاب تقـدير          به خاطر شكيبايي   عزيزمدانم از همسر     در خاتمه،  لازم مي    

  . نمايمو تشكر
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  1 فصل
 ها گروه

  
  

  :خوانيد در اين فصل مي
  
  n اعداد صحيح به پيمانه1-1
  ها حركت 1-2
   عمل دوتايي1-3
  ها هاي گروه  ويژگي1-4
  ها  زيرگروه1-5
  

  
  
جمــع و همچنــين مجموعــه  همــراه بــا عمــل [بــا ســاختار مجموعــه اعــداد صــحيح 

2پذير   معكوس هاي  ماتريس هـاي    اينهـا مثـال   .  همراه با عمـل ضـرب آشـنا هـستيد          ×2
تـرين    مفهـوم گـروه يكـي از مهـم         .باشـند   آشنايي از يك ساختار جبري به نام گروه مـي         

 و حركت   هاي قديم، در قالب تقارن اشكال هندسي        باشد كه از زمان     مفاهيم رياضيات مي  
اي يك  ه   گروه نوين از كوشش براي پيدا كردن ريشه        ة اما نظري  ،در فضا مطرح بوده است    

ار اكنون نقشي بسي     ها هم   نظريه گروه  .اي برحسب ضرايب آن پديد آمده است        چند جمله 
هـا و    شـمارش و مطالعـه تقـارن   تركيبيـات،  گـذاري، اساسي در موضـوعاتي از قبيـل كد  

  .كند شناسي، شيمي و فيزيك ايفا مي اي علوم از قبيل زيسته همچنين بسياري از شاخه

  

  

  

  

  

  مقدمه  
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٢ 1  فصل

 

  
  

.  اسـت  [ارزي روي    يـك رابطـه هـم      nدانيد همنهـشتي بـه پيمانـه        طوري كه مي    همان
  :ها عبارتند از اين رده. دهيم  نمايش مي[nارزي مربوطه را با هاي هم مجموعه رده

                     [ ] { } { }0 0 ..., , 0, ,...nk k n n= = ∈ = −]  
[ ] { } { }

[ ] ( ){ } { }

1 1 1 ...,1 ,1,1 ,...

1 1 1 ..., 1, 1,2 1,...

nk k n n

n n n nk k n n

= = + ∈ = − +

− = − = − + ∈ = − − −

]

# #

]

  

  
  [nاعمال جمع و ضرب در 

  
]فرض كنيد ][ ], na b ∈   :كنيم  صورت زير تعريف مي را به[n، جمع و ضرب در[

[ ] [ ][ ] na b a b+ = ]        و      + ] [ ][ ] na b ab=i  
 بـراي   .باشـند    خوش تعريف مي   [nدر) جمع و ضرب   (niو+nاعمالدهيم كه     نشان مي 

]داين منظور فرض كني    ] [ ]a a ] و =′ ] [ ]b b k,صورت اعـداد صـحيح      در اين  . =′ k  چنـان   ′
aموجودند كه a nk′= b و+ b nk′ ′=   بنابراين. +

( ),

( ).

a b a b n k k

ab a b n a k kb nkk

′ ′ ′+ = + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + +
  

ــه ]درنتيج ] [ ]a b a b′ ′+ = ] و+ ] [ ]ab a b′ ــال . =′ ــي اعم ــوش [nدرniو+nيعن  خ
  .باشند تعريف مي

  
]فرض كنيد ][ ], ,[ ] na b c ∈   . برقرارندnZهاي زير در در اين صورت گزاره. [

) 1( [ ] [ ][ ] [ ]n na b b a+ =   ،)عمل جمع داراي خاصيت جابجايي است ( +
[ ] [ ][ ] [ ]n na b b a=i i) است عمل ضرب داراي خاصيت جابجايي .(  

)2([ ]( ) [ ]( )[ ] [ ] [ ] [ ]n n n na b c a b c+ + = + ــل (+ ــععمـــ ــيت جمـــ  داراي خاصـــ
  ،)استپذيري  شركت

  

  

  

  

  

nاعداد صحيح به پيمانه1-1  

 1-1گزاره
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 ها گروه                                                                                                    

 

٣

[ ]( ) [ ]( )[ ] [ ] [ ] [ ]n n n na b a a b c=i i i i)ت اس پذيري عمل ضرب داراي خاصيت شركت.(  
)3( [ ][ ] 0 [ ]na a+   ،)باشد  مي)هماني ( خنثينصرعمل جمع داراي ع (=

[ ][ ] 1 [ ]na a=i) باشد مي) هماني(عمل ضرب داراي عنصر خنثي(.  
)4( [ ]( ) [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ]n n n n na b c a b a c+ = +i i i) پذيري ضرب روي جمع خاصيت توزيع.(  
)5( [ ][ ] [ ] 0na a+ −   ). قرينه نسبت به عمل جمعنصروجود ع (=

]نصرع )6( ] na ∈ ) ضربي است اگر و فقط اگرمعكوس داراي [ ), 1a n =.  

  .پردازيم  مي6به اثبات گزاره . اند  بديهي5 تا 1هاي  گزاره :اثبات
) فرض كنيد  ):6( ), 1a n b,در ايـن صـورت اعـداد صـحيح        . = r ∈  چنـان موجودنـد     [

1abكه nr+ ]بنابراين. = ] [1]ab ] و در نتيجه   = ] [ ][ ] [ ] 1na b ab= =i .عكس، فرض  رب
ــد ]كني ]aــوس ــربي  داراي معك ــد ض ــي. باش ]يعن ] nb ∈ ــ [ ــه هب ــاي  گون  اســتود موج
ــه ]ك ][ ] [1]na b =i .ــ ــك  رواز اين ــراي ي r ب ∈ ــت  ، [ ــواهيم داش 1abخ nr= و  ،+
)لذا ), 1a n =.  

  
  

v جاي هيچ گونه ابهامي نباشد، براي راحتي كار از نوشتن انـديس            اگر:  تذكر n 
n,براي n+i همچنين . كنيم مي صرف نظر[ ]aرا با aدهيم  نمايش مي. 

  
                                                                                              .دهد  را به طور كامل نشان مي[8جدول زير عمل ضرب در:  1مثال

  7 6  5  4  3  2  1  0  i  
0  0  0  0  0  0  0  0  0  
7  6  5  4  3  2  1  0  1  
6  4  2  0  6  4  2  0  2  
5  2  7  4  1  6  3  0  3  
4  0  4  0  4  0  4  0  4  
3  6  1  4  7  2  5  0  5  
2  4  6  0  2  4  6  0  6  
1 2 3 4 5 6 7 0  7  

8] 
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٤ 1  فصل

 

  

  

  

  

  

 هاحركت1-2  

  . ضربي نداردمعكوس 6 و4,2,0شود عناصر طوري كه از جدول مشاهده مي همان
  

  

  
   

  ها جايگشت  
  

:تابع يك به يك و پوشاي.  يك مجموعه ناتهي باشدXفرض كنيد X Xδ  را يك →
  .دهيم  نمايش ميXS را باXهاي مجموعه تمام جايگشت.  گوييمXز اجايگشت

 
v در صورتي كه: تذكر{ }1,2,...,X n=به جاي XSاز نماد nSكنيم ه مي استفاد. 

  
}اگر  :2مثال }1,2X 2عناصر آنگاه، = XS S=عبارتند از :  

2

1 2
:

2 1
δ

→⎧⎪⎪⎨⎪ →⎪⎩
                                                           1

1 1
:

2 2
δ

→⎧⎪⎪⎨⎪ →⎪⎩
  

  
  : عبارتند از3Sعناصر:  3مثال

1 2 3

54 6

1 1 1 2 1 3

: 2 2      : 2 3      : 2 1

3 3 3 1 3 2

1 1 1 3 1 2

: 2 3      : 2 2      : 2 1

3 2 3 1 3 3

δ δ δ

δ δ δ

⎧ ⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪→ → →⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪→ → →⎨ ⎨ ⎨⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪→ → →⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩

⎧ ⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪→ → →⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪→ → →⎨ ⎨ ⎨⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪→ → →⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩

  

  

)جايگشت(1-1تعريف

www.mathematic87.blogfa.com



 ها گروه                                                                                                    

 

٥

}در حالــت كلــي اگــر }1 2, ,..., nX x x x=آنگــاه XSδ  مــشخص اســت اگــر و فقــط ∋
)اگــر )ixδ 1 بــراي هــر i n≤ تــر بــراي نمــايش  بنــابراين راه ســاده.  مــشخص باشــد≥
XSδدادن 2 اين است كه اعضاي    ∋ 1,..., ,nx x x            را به ترتيب در سـطري بـين دو پرانتـز 

  : يعني.نويسيم مي δ تحت را تصوير آننصرقرار داده، سپس زير هر ع

( ) ( ) ( )
1 2

1 2

n

n

x x x

x x xδ δ δ δ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

…

…  

  :توان چنين نوشت  مثال فوق را مي6δ و5δبه عنوان مثال

5

1 2 3

3 2 1
δ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
6 و

1 2 3

2 1 3
δ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
.  

  
   يك شكل هندسيهاي حركت      

  

اي از نقاط موسوم به رئوس اسـت كـه بعـضي از                مجموعه ،شكل هندسي منظور از يك    
 حركت منظور از يك .يم به هم متصل شده باشندهاي مستق آنها دو به دو به كمك خط

 جايگشتي است از مجموعة رئوس آن كه توسط حركت صلبي در            ،  از يك شكل هندسي   
 .شودفضا معين مي

  
} يك مستطيل و   Fفرض كنيد : 4ثالم }1,2, 3, 4X  مجموعـه  . مجموعه رئوس ايـن مـستطيل باشـد        =

  :عبارتند از4Kعناصر .شود نمايش داده مي4K با نماد شكل هندسي اينهاي حركت
                                                                                                                                                                                         

1 2 3 4
id

1 2 3 4

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
                                                                                                                                                                        

                                                                                                                                                                                        
                     

1 2 3 4

3 4 1 2
ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

  

  2 -1 تعريف 

1

4

2

3

1

4

2

3

هماني
 

3

2

4

1

1

4

2

3

180D

 دوران
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٦ 1  فصل

 

2

1 3

1

1 2 3 4

2 1 4 3
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

  
                                                                                                                                                                                                                        

  

2

1 2 3 4

4 3 2 1
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

  

  
        

v 90توجه داشته باشيم كه دوران به اندازه    :تذكرD باشـد مگـر     نمـي حركت يك
 .اين كه چهار ضلعي مربع باشد

 
 داراي دو نـوع حركـت   F.باشـد   متـساوي الا ضـلاع   يك مثلثFفرض كنيد:  5 مثال
  :است

120هاي  زاويهران به اندازهدو: نوع اول , 0D D240 وD هاي ساعت در جهت عقربه.  
2) نيمـسازهاي (كاس نسبت بـه خطـوط       عان: نوع دوم  1,A A3وA.)       شـكل زيـر ملاحظـه

  ).شود

  
} حال فرض كنيد   }1,2, 3X  ايـن شـكل     هـاي  حركـت  .مثلث باشد مجموعه رئوس اين     =
  :هندسي عبارتند از

  
1 2 3

id
1 2 3

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

2

1 3

 هماني

4

1

3

2

1

4

2

3

انعكاس

ور افقيمح

2

3

1

4

1

4

2

3

انعكاس

محور عمودي
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٧

  

1

1 2 3

2 3 1
ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

  
  
  

 
  

2

1 2 3

3 1 2
ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
       

  
  
  

1

1 2 3

1 3 2
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

  

 
  

2

1 2 3

3 2 1
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

  

 
  

3

1 2 3

2 1 3
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

 
 

}شود هر جايگشت از      طوري كه ملاحظه مي     همان }1,2, 3X  يا به عبارت معادل هر      ،=
  : يعني، استF ازحركت يك ، 3Sنصرع

2

1 3

2

1 3

2

1 3

2

1 3

2

1 3

1

3 2

2

3 1

3

2 1

3

1 2

1

2 3

120Dدوران

 240Dدوران

انعكاس

انعكاس

 اسانعك

هاي ساعتدر جهت عقربه

هاي ساعتدر جهت عقربه

 1Aسبت به خطن

2Aسبت به خطن

3A به خطنسبت

www.mathematic87.blogfa.com



٨ 1  فصل

 
3Sالاضلاع  مثلث متساويهاي تحركمجموعه  =  

 يك مـستطيل برقـرار   هاي حركتخواننده بايد توجه داشته باشد كه اين مطلب در مورد   
  .باشد نمي
1به عنـوان مثـال  .  است حركت يك   حركتشود كه تركيب دو       وضوح مشاهده مي    به 1µ ρ 

  .يابيم را مي
( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 11 1 2 3,µ ρ µ ρ µ= = =  
( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 12 2 3 2,µ ρ µ ρ µ= = =  
( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 13 3 1 1.µ ρ µ ρ µ= = =  

1يعني 1 2µ ρ µ=. هاي حركت جدول زير قانون تركيبFدهد  را به طور كامل نشان مي.                                                         
3µ  2µ  1µ  2ρ  1ρ  id  D  
3µ  2µ  1µ  2ρ  1ρ  id  id  
2µ  1µ  3µ  id  2ρ  1ρ  1ρ  

1µ  3µ  2µ  1ρ  id  2ρ  2ρ  

2ρ  1ρ  id  3µ  2µ  1µ  1µ  

1ρ  id  2ρ  1µ  3µ  2µ  2µ  

id  2ρ  1ρ  2µ  1µ  3µ  3µ  
  

3Sαشود كه براي هر     به آساني از جدول مشاهده مي      ′3Sαنصر، ع ∋  چنـان موجـود     ∋
idααاست كه    α α′ ′=  داراي خاصـيت جابجـايي      3Sهمچنين قـانون تركيـب در     . =

1مثلاً. نيست 1 1 1ρ µ µ ρ≠.  
  

  
،  همـراه بـا عمـل جمـع        )[nيعنـي  (nاعداد صحيح به پيمانه     مجموعه :يادداشت 

همـراه بـا    ) 3Sيعني(الاضلاع     مثلث متساوي  و) 4Kيعني(هاي مستطيل     مجموعه حركت 
 :پردازيم اكنون به تعريف دقيق گروه مي. باشند هايي از گروه مي بع مثالعمل تركيب توا
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٩

  
  
  

ــر ــك   Gاگ ــد، ي ــاتهي باش ــه ن ــك مجموع ــايي  ي ــل دوت ــر عم ــت  G ب ــابعي اس  ت
G:ماننــد G G∗ × )نقــشمعمــول اســت كــه . → ),x y  ،ــايي ــن عمــل دوت  تحــت اي
)يعني ),x y∗با ، x y∗نمايش داده شود .  

  
)براي نشان دادن نقش    ),x y             ،در صورتي كه صحبت از يك عمل دوتايي نـامعيني باشـد 

  :درون نمادهاي مختلفي به كار مي
xy)  نماد ضربي(  ،x y+)  نماد جمعي(،.x y،x yD براي راحتي در سراسر ايـن  .  و غيره

y,حاصل ضرب  را   xyكنيم و   كتاب عموماً از نماد ضربي استفاده مي       x بر يك  . ناميم  مي
مثلاً جمع و ضـرب معمـولي       (مجموعه ممكن است چند عمل دوتايي تعريف شده باشد،          

) كه به ترتيب با[در ),x y x y+6و ( ),x y xy6شوند  داده مي(.  
x,مجموعـه اعـداد حقيقـي، كـه بـه ازاي هـر          ،\ روي  ضرب عمل   :6مثال y ∈  بـه  \
x.صورت y x y=   . است\شود يك عمل دوتايي روي  تعريف مي+

  
  

چنـين  BوA تفاضل متقـارن    باشند Xجموعه از مجموعة     دو زير م   BوAفرض كنيد 
  :شود تعريف مي

( \ ) ( \ ) ( ) \ ( ).A B A B B A A B A B∆ = ∪ = ∪ ∩  

  
ــال ــد   :7 مث ــرض كني ــواه و  Xف ــه دلخ ــك مجموع ) ي )G P X=  ــر ــه زي  مجموع
اعمـال  ) تفاضـل متقـارن    (∆و) اشتراك (∩ و )اجتماع (∪اعمال.  باشد Xهاي  مجموعه

  . هستندGدوتايي روي مجموعه
  

  

  

  

  

  

 عمل دوتايي  1-3  

 )عمل دوتايي(3-1تعريف

4 -1تعريف   
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 G همراه با عملي دو تايي برGاي ناتهي مانند ارت است از مجموعه عبنيم گروهيك 
  :كه

  يعني .  باشد)انجمنييا (پذير  شركت 

( ) ( )      , ,x yz xy z x y z G= ∀ ∈  

  

eكه شامل يك عنصر G عبارت است از يك نيم گروه) مونوئيديا( تكواريك  G∈ 
  است به طوري كه 

,   xe ex x x G= = ∀ ∈  

   .نامند  ميGبراي تكوار )دوطرفه (عنصر هماني را يك eاين عنصر

 
 

  گروه  
  

x به طوري كه به ازاي هرG عبارت است از يك تكوارگروهيك  G∈يك y G∈ 
  وجود داشته باشد 

xyطوري كه yx e= = .  

  

, گوييم اگر به ازاي هرجابجايي يا آبلي را Gگروه ,xy yx x y G= ين  و در غير ا∋
  .نامند  ميغير جابجايي يا غير آبلييك گروه  را  Gصورت

  
  .گيرد  مورد استفاده قرار مي N. Abelاصطلاح گروه آبلي به يادبود رياضي دان، 

 )نيم گروه(5-1تعريف

)تكوار(6-1تعريف

)گروه( 7-1تعريف

 )گروه آبلي(8-1تعريف
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١١

v گردد نيم گروه آبلي نيز به طريق مشابه تعريف مي:   تذكر. 

  

 G كه آن را باGمجموعه) كاردينال(بارت است از عدد اصلي  عG يك گروهمرتبه
 و در غير اين صورت گروه متناهي را يك G متناهي باشد،Gاگر. دهند نمايش مي
  .ندنام  مي گروه نامتناهيآن را يك

  
  هايي از نيم گروه مثال        

  
 تعريـف شـده باشـد بـه منظـور           G روي يك نيم گـروه     ∗هرگاه يك عمل دوتايي معين    

)با است، آن را ∗ داراي عمل دوتاييGمشخص كردن اين كه ),G   .دهيم  نشان مي∗
  

,اي اعمــال جمــع و ضــرب معمــولي روي مجموعــه:   8 مثــال , , ,^ \ _ ]  اعمــال دو `
  . هاي آبلي هستند  گروه هاي فوق همراه با اين اعمال دوتايي نيم اند، مجموعه تايي

  
بـه  . دهـد    از اعمال جمع و ضرب تشكيل نيم گروه آبلي مي           همراه با هر يك    [n:9مثال

)عبارت معادل  ) ( ), , ,n n n n+] i   .اند هاي آبلي  نيم گروه[
  

  . همراه با عمل تركيب يك نيم گروه غير آبلي است3S: 10مثال
  

  
)بــه ازاي يــك مجموعــه دلخــواه:  11مثــال ),P X Xهمــراه بــا هــر يــك از اعمــال ∪ 

  .يك نيم گروه است) قارنتتفاضل م (∆،)اشتراك (∩،)اجتماع(
  

  .باشد  همراه با عمل تفريق يك نيم گروه نمي8هاي مثال  هيچ يك از مجموعه  :12مثال
  

  تكوارهايي از  مثال       

)مرتبه يك گروه(9-1تعريف
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)مجموعـه .  يك مجموعـه نـاتهي باشـد       Xفرض كنيد :  13مثال )Map ,X X    را چنـين 
  :كنيم تعريف مي

( ) { }Map , :X X f f X X= →  
)توان بررسي كرد كه     به سادگي مي   )Map ,X X           همراه با عمل تركيـب توابـع يـك نـيم  

) كه به صورت   idنگاشت. گروه است  )id x x=  براي تمام x X∈  عنصر شود   تعريف مي
)خنثي )Map ,X X بوده و در نتيجه ( )Map ,X X استتكوار يك .  

  
v تذكر: ( )Map ,X X ؟چرا .ستني لزوماً يك گروه 

  
باشـد، در     مجموعه اعداد صحيح زوج همراه با عمل ضرب يك نـيم گـروه مـي              : 14مثال  

  . نيستتكوارصورتي كه يك 
  

  
   ها از گروههايي  مثال 

  
,هاي  هر يك از مجموعه   :  15مثال , ,^ \ _  همچنـين هـر يـك        و  همراه با عمل جمع،    [

}هاي   مجموعه } { }* *0 , 0= − = −\ \ _ } و_ }* 0= −^  همراه با عمل ضرب ^
  .اند يك گروه آبلي نامتناهي

  
همراه با عمل تركيـب توابـع        ،3Sالاضلاع،   مثلث متساوي  هاي حركتمجموعه  :   16مثال

  .مثال آشنايي از يك گروه غير آبلي متناهي است
  

ايـن  .  است نصري ع 4 يك گروه آبلي   ،4K،يعني مستطيل هاي حركتمجموعه    :17مثال
برگرفتـه   Vنماد  اين گروه را با    بعضي از كتب  (.  معروف است  ينلا چهارتايي ك  گروه به 

  .)دهند مي نمايش گروه-معني چهار  هب Vieregruppe لغت آلمانياز
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 را گـروه    nS. همراه با عمل تركيب توابـع يـك گـروه اسـت            nSدر حالت كلي  :  18مثال

  .گوييم  ميnمتقارن درجه
  

 تايي است، يك گروه متناهي را       به علت اين كه يك گروه يك مجموعه همراه با عمل دو           
به كار بردن   .  به طور كامل مشخص كرد     )جدول كيلي (توان توسط جدول ضرب آن        مي

ايـن اصـطلاح بـه نـام آرتـوركيلي،          . تـر اسـت     اصطلاح جدول كيلي در اين مورد متداول      
در اين جـا مثـالي از       . باشد  هايي است، مي    رياضيداني كه پيشتاز استفاده از چنين جدول      

) كيليجدول   :دهيم  ارايه مي[+,5(
                                                                                                                                                             

4  3  2  1  0  +  

4  3  2  1  0  0  
0  4  3  2  1  1  
1  0  4  3  2  2  
2  1  0  4  3  3  
3  2  1  0  4  4  

  
در .  ضـربي نيـست    معكـوس  داراي   0 با عمل ضرب گروه نيست، چرا كـه        [n : 19مثال

nkحقيقت براي هر   ∈ .0 داريم   [ .0 0k k=  [n را از  0در حالت كلـي حتـي اگـر       . =
}برداريم، باز هم مجموعه حاصل يعني،      }0n بـه  .  همراه با عمل ضرب گروه نيـست       [−

62عنوان مثال ∈   .ضربي نيستمعكوس  داراي [
  

  
نـد بـا عمـل ضـرب        ا   ضربي معكوس كه داراي    [nمجموعه همه عناصر ناصفر   :   20مثال

)ايـن گـروه را بـا        . دهنـد   تشكيل يك گـروه مـي      )U n    دهـيم و آن را گـروه          نـشان مـي
) جدول كيلي گروه، جدول زير. ناميم مي [nهاي  اليك )8Uباشد  مي .  
  

www.mathematic87.blogfa.com



١٤ 1  فصل

 
                                                                                                                                                   
7  5  3  1  i  
7  5  3  1  1  
5  7  1  3  3  
3  1  7  5  5  
1  3  5  7  7  

  
)فرض كنيد :   21مثال )2M 2هـاي    نشان دهنـده همـه مـاتريس       \ هـاي     بـا درايـه    ×2

) .شد با  حقيقي )2M  زيـر   .  همراه بـا عمـل جمـع ماتريـسها يـك گـروه آبلـي اسـت                 \
)مجموعه )2GL ) از \ )2M   :كنيم  را به صورت زير تعريف مي\

( )2GL 0 .
a b

ad bc
c d

⎧⎛ ⎞ ⎫⎪ ⎪⎟⎜⎪ ⎪⎟⎜= − ≠⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎪ ⎪⎟⎜⎜⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
\  

2هاي  يعني ماتريس  به ). پذير  هاي معكوس   ماتريس( اي كه دترمينان آنها غيرصفراند       ×2
) توان ديد كه    مي  آساني   )2GL گـروه  هـا تـشكيل يـك          همراه با عمل ضرب مـاتريس      \

 روي 2 گروه خطي عمومي از درجـه اين گـروه را  ). البته يك گروه غير آبلي    (دهد    مي
  .ناميم  مي\ميدان اعداد حقيقي

)زير مجموعه )2SL ) از\ )2GL   :كنيم  را به صورت زير تعريف مي\

( )2SL 1
a b

ad bc
c d

⎧⎛ ⎞ ⎫⎪ ⎪⎟⎜⎪ ⎪⎟⎜= − =⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎪ ⎪⎟⎜⎜⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
\  

( )2SL خطـي  اين گروه را گـروه      . باشد  ها يك گروه مي      همراه با عمل ضرب ماتريس     \
  .ناميم  مي\ روي ميدان اعداد حقيقي2ويژه ازدرجه 

  
v تذكر:( )Mn R،( )GLn Rو ( )SLn R، كهR هاي   تواند يكي از مجموعه مي

, ,^ _   .شوند به طريق مشابه تعريف مي باشد،  [nيا \
  

  فرض كنيد:   22مثال
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1 0
1

0 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
0 و 1

1 0
I

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟− ⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

0

0

i
J

i
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0 و

0

i
K

i
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎟⎜⎝ ⎠

  

2كه در اين جا 1i =   :توان مشاهده كرد كه روابط زير برقرارند به آساني مي. −
2 2 2 1, , , , , .I J K JK I KI J JI K KJ I IK J= = = − = = = − = − = −  

}مجموعه }1, , ,I J K± ± ± و با  ناميده 8 از مرتبة  كواترنيونكه گروه  يك گروه است،±
. هاي بالا را به خاطر سپرد توان فرمول  به سادگي مي.دهيم  نمايش ميQعلامت
 بعدي آنها است و  عنصرهاي ساعت  متوالي در جهت عقربه عنصرضرب هر دو حاصل
 بعدي عنصر هاي ساعت منفي  متوالي در جهت خلاف عقربهعنصر ضرب هر دو  حاصل
  ).شكل زير ملاحظه شود (.است

  
  

  
 نوشته  جمع بوده و عمل دوتايي آن به صورت          تكوار  يك   Gهرگاه  :يادداشت 
   :آنگاه شود،

 ،شود  نمايش داده مي0عنصر هماني با )1(
xمعكوس )2( G∈با x−شود  نشان داده مي، 
x, هر  براي )3( y G∈دهيم  قرار مي ( ):x y x y− = + −.  

 بـه   )جابجايي(  آبلي هاي   فقط براي عمل   +نوعي توافق محترمانه هم وجود دارد كه نماد       
aمشاهده  . رود  كار مي  b b a+ ≠ ان بسيار ناراحت كننده اسـت و در   دجبر براي يك    +

حقيقت به خاطر همين است كه اگـر عمـل مـا معـين نباشـد از نمـاد ضـربي اسـتفاده                       
  .كنيم مي
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  هاهاي گروهويژگي 1-4  

با اين حال براي بيان قضايا در منتهـاي كليـت،           . ها است   هر چند توجه اصلي ما به گروه      
  .باشند  ميمناسبها تكوار ها و  گروه نيم

  

  . منحصر به فرد استe باشد، آنگاه عنصر همانيتكوار يك Gاگر
e,هرگاه: اثبات e′دو عنصر هماني دو طرفه باشند، آنگاه e ee e′ ′= =.  

  
  
 . يك تكوار باشدGفرض كنيد  

x گر براي  ا )1 ( G∈نصرعx G′ xxچنان موجود باشد كـه  ∋ e′ =) x x e′ آنگـاه  ) =
x   ناميم،x )چپ(معكوس راست  را يك ′

x اگر براي  )2( G∈نصرعy G∈        چنان موجـود باشـد كـهxy yx e=  را y  آنگـاه    =
xاگر. ناميمx)دوطرفه( معكوس   يك G∈         رانـصر   داراي معكـوس باشـد، آنگـاه ايـن ع 

 .گوييمرپذي معكوس
  

  . يك تكوار باشدGفرض كنيد

x اگر )1( G∈  داراي معكوس راستx x و معكوس  چپ ′ x  باشد، آنگاه′′ x′ ′′= ،  

)2( x G∈پذير است اگر و فقط اگر  معكوسx،داراي معكوس  راست وچپ باشد   

x اگر )3( G∈داراي معكوس باشد، آنگاه اين معكوس يكتا است .  
)): 1 (اثبات ) ( )x x e x xx x x x ex x′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′= = = = =.  

  .شود نتيجه مي) 1(به آساني از قسمت ) 2(
xرض كنيدف): 3( x و′   :بنابراين داريم.  باشندxهاي معكوس  ′′

( ) ( ) .y y e y xy y x y ey y′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′= = = = =  

  همانينصر يكتايي ع(1-1قضيه

 )معكوس( 10-1 تعريف

)  يكتايي معكوس (2-1 قضيه
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ــذاري x يــك تكــوار  وGفــرض كنيــد:  نمادگ G∈ در . باشــد داراي معكــوس

 .دهيم  نشان مي−1x را باx معكوس يكتاي صورت اين

  

x يك تكوار  وGفرض كنيد G∈صورت در اين.  داراي معكوس باشد  

)1( 1 1( )x x− − =،  

)2( ( ) 1 1 1xy y x− − −=.  

ــات  ــون  ):1(اثب 1چ 1xx x x e− −= ــوس  و = ــت  −1xمعك ــرد اس ــه ف ــصر ب  ، منح
)پس ) 11x x

−− =.  
)2:(  

( )( ) ( )1 1 1 1 1 1xy y x x yy x xex xx e− − − − − −= = = =  
)به طريق مشابه داريم )( )1 1y x xy e− − )بنابراين. = ) 1 1 1xy y x− − −=.  

  
  

, يك گروه وGفرض كنيد ,x y g G∈.  
gx)قانون حذف از چپ ()1 ( gy x y= ⇒ =،  

xg.)قانون حذف از راست ()2( yg x y= ⇒ =  

gxفـــــرض كنيـــــد :   اثبـــــات gy= .بنـــــابراين( ) ( )1 1g gx g gy− در . =−
)نتيجه ) ( )1 1g g x g g y− x، يعني =− y=.            با برهاني مشابه قانون حـذف از راسـت نيـز 

  .برقرار است

  
  

  ها حاصل ضرب 
  

) ها ويژگي معكوس  (3-1يهقض

) قوانين حذف  (4-1قضيه
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اكنـون  .  را، به يك باره در هم ضـرب كنـيم          نصرتوانيم دو ع     فقط مي  Gدر يك نيم گروه   

توانيم تعداد بيشتري را نيز در هم ضرب كنيم؟ براي            آيد كه آيا مي     اين پرسش پيش مي   
انجام اين كار بايد با به كار بردن پرانتزها به طور پي در پي در هر بار زوجـي از اعـضا را                       

پذيري نتيجـه بـه دسـت آمـده            در واقع به خاطر وجود قانون شركت       .در هم ضرب كنيم   
پـنج روش   xyzwبه عنوان مثـال بـراي عبـارت       . رار دادن پرانتزها است   مستقل از نحوه ق   

  :پرانتزگذاري وجود دارد كه عبارتند از
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,x y zw x yz w xy zw x yz w xy z w  

در حالـت كلـي     . توان نشان داد كه همگي اين پنج حاصل ضرب مساويند           به سادگي مي  
بات آن به استقراي رياضي اسـت كـه بـه عهـده             در اين مورد قضيه زير وجود دارد كه اث        

  .شود خواننده واگذار مي
  

,...,1 يك نيم گروه وGفرض كنيد nx x G∈ .1در اين صورت عبارت 2... nx x x مستقل از 
  .روش پرانتزگذاري براي محاسبه آن است

  

  ها توان 
  

xوتكوار   يك   Gفرض كنيد  G∈ . 0دهيم  قرار ميx e=     و بـراي هـر n ∈ تعريـف   `
  :كنيم مي

N... .nx x x=  
  

n  باشد، براي هر−1x داراي معكوسxدر ضمن اگر ∈   :كنيم  تعريف مي`
1 1... .nx x x− − −= �����	����
  

  
  .اند توجه داشته باشيد كه اين تعاريف با توجه به قضيه فوق خوش تعريف

nمرتبه

nمرتبه

 5-1قضيه
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 ها زيرگروه1-5  

v باشـد بـه جـاي       وقتي عمل دوتايي به صـورت جمـع نوشـته شـده             :تذكر nx 
  : لذاnxنويسيم مي

( ) .

0 0,
1 ,

1

x
x x

nx n x x

=
=

= − +
#

  

  
xبوده و) تكوارنيم گروه يا ( گروه Gهرگاه G∈آنگاه به ازاي هر ,m n ∈ ].  

) 1 (m n m nx x x ):با نماد جمعي (=+ )mx nx m n x+ = +(،  

) 2(( )nm mnx x=) يبا نماد جمع:( )n mx mnx=.(  

  .شود واگذار ميبه عنوان تمرين به خواننده : اثبات

   
  

. باشيم  ري هستند مي  گتهاي كوچكي كه جزء گروه بزر       بعضي مواقع خواهان بررسي گروه    
 تحت عمل جمع است كه خـود جـزء          _ تحت عمل جمع جزء گروه     [گروه براي مثال، 

)وقتي كه گروه  . باشد   تحت عمل جمع مي    \گروه ) را به عنـوان جزئـي از       [+,( ),+\ 
 روي دو عـدد     +ه بـسيار مهـم اسـت كـه عمـل          گيـريم، توجـه بـدين نكت ـ        در نظر مـي   

n,صحيح m   ناصر به عنوان ع( n, عمل جمع دو عدد حقيقي      همان   [+,( m     بـه عنـوان 
)عناصر دانـيم كـه مجموعـه گـروه           نه تنهـا لازم مـي      به عبارت ديگر ما   . باشد   مي \+,(

خـواهيم عمـل گـروه روي هـر دو            كوچكتر جزء مجموعه گروه بزرگتر باشـد، بلكـه مـي          
حال به تعريـف دقيـق ايـن مفـاهيم          . مجموعه كوچك و بزرگ به طور يكسان عمل كند        

  .پردازيم مي
  

 6-1قضيه

www.mathematic87.blogfa.com



٢٠ 1  فصل

 
  

H, يك گروه و   Gفرض كنيد  H G≠ ∅  H اسـت اگـر    Gزير گـروه   يك   Hگوييم. ⊇
Hنويسيم  در چنين حالتي مي   .  يك گروه باشد   Gهمراه با عمل دوتايي      G≤.   خـود  G 

}و زير گروه   }e     هـاي   گروه مركب از عنصر هماني زيرG      هـاي    زيـر گـروه    هـستند كـه
Hو  باشد G زيرگروهي از  Hاگر. شوند   ناميده مي  Gبديهي G≠ آنگاه H  زيـر    را يك 
Hنويسيم ناميم و مي  ميG )حقيقي ( سرهگروه  G<.  

}:  23مثال   }1, 1, ,H i i= −  گروه ^*كنيم كه ييادآوري م.  است^* يك زير گروه از   −
  .ضربي اعداد مختلط ناصفر است

  
):  24مثال )2SL ) يك زيرگروه از\ )2GL   . است\

  
  

هاي بررسي اين كه آيا دو گروه يكسان هـستند يـا خيـر،                يكي از روش  :  يادداشت 
 :براي روشن شدن مطلب به مثال زير توجه كنيد. اشدب ميآنها هاي  بررسي زير گروه

  
)فرض كنيد :    25مثال ){ }2 2 2, ,G a b a b= × = ∈] ]  را  G عمـل دوتـايي روي     [

)كنيم، يعني وار تعريف مي به صورت جمع مؤلفه ) ( ) ( ), , ,a b c d a c b d+ = + +.  
  : عبارتند ازGير بديهيهاي غ توان ملاحظه نمود كه زير گروه به آساني مي

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2 30, 0 , 0,1 , 0, 0 , 1, 0 , 0,0 , 1,1H H H= = =  
}با توجه به اين كه     }0,2H 2 است، لـذا   [4 زير گروه غير بديهي    تنها= 2 4,×] ]  دو  [

 از نظر ساختاري مانند هم هستند يـا         اين كه آيا دو گروه    . اند  نصريگروه متفاوت چهار ع   
  .گيرد هاي بعدي مورد بحث قرار مي شود كه در فصل  منجر مييكريختيخير به مفهوم 

  
H يك گروه و   Gهرگاه G⊆       اي بـراي تعيـين        داده شده باشد مناسب است آزمون ساده

 يك گروه است لازم     Gاما چون .  هست يا نه داشته باشيم     G زير گروهي از   Hاين كه آيا  

 11-1تعريف
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پذيري   مثلاً قانون شركت  .  بررسي كنيم  Hنيست تمام شرايط مربوط به گروه را در مورد        
 نيز برقرار است در زيـر       Hنصر برقرار است و لذا براي هر سه ع        Gنصردر مورد هر سه ع    

  .شود  باشد آورده ميG زير گروهي ازHشرط لازم و كافي براي اين كه
  

  . است اگر و فقط اگر احكام زير برقرار باشندG يك زيرگروهGاز گروه Hزير مجموعه
  ، تعلق داشته باشدH بهG ازe همانينصرع)1( 
)2(Hتحت عمل Gبسته باشد ،  

h براي هر)3( H∈1 داشته باشيمh H− ∈.  

 H همـاني گـروه      نـصر  ع Heفرض كنيـد  .  باشد G يك زير گروه   Hفرض كنيد :  اثبات
ــد ــم. باش Hداري H H Hee e e e= ــت  = ــذف از راس ــانون ح ــق ق ــواهيم ) Gدر( و طب خ
Heداشت e= .   طبـق  ) 3(و  ) 2(در ضـمن شـرايط      . باشـد   برقرار مـي  ) 1(بنابراين شرط

 يك زير   H در سه شرط داده شده صدق كند، به وضوح         Hبرعكس، اگر . دتعريف برقرارن 
  .باشد  ميGگروه

 

  

 nSزيرگروهي از باشد،  رأس ميnهاي يك شكل هندسي كه داراي مجموعه حركت
  .است

τ, اگر:اثبات δ،دو حركت از يك شكل باشند δτ نيز حركتي است كه با اعمالτ 
سرانجام، جايگشت .  استδ عكس حركت−1δهمچنين. آيد  به دست ميδسپس
  .است) حاصل از ثابت ماندن رئوس( نيز يك حركت idهماني

  
  .تر به صورت زير مطرح ساخت توان به صورت فشرده آزمون فوق را مي

  
  

 )آزمون اول زيرگروه    (7-1قضيه

 1-1تيجهن
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 توضيح تاريخي  

  

 G يك زير گروهHدر اين صورت.  باشدGهاي ناتهي در گرو  زير مجموعهHفرض كنيد
1است اگر و فقط اگر به ازاي هر 2,h h H∈1 داشته باشيم

1 2h h H− ∈.  
ــات ــيم : اثب ــرض كن Hف G≤ .ــر در ــت اگ ــن حال 1 اي 2,h h H∈،ــاه 1 آنگ

2h H−  و ∋
1لذا

1 2h h H− ∈.  
Hبرعكس، چون  φ≠ پس h H∈        1 اي موجود است و از ايـن روe hh H−= ، پـس   ∋

hحال فرض كنيد   .رار است در قضيه فوق برق   ) 1(شرط   H∈       در اين صورت با توجه به ،
eاين كه  H∈  1 خواهيم داشت 1eh h H− −= .  قضيه فوق برقرار است    )3( يعني شرط  ∋

1حال فرض كنيـد    2,h h H∈  1 پـس
2h H− )اين و بنـابر   ∋ ) 11

1 2h h H−− بـه عبـارت    . ∋
1ديگر 2h h H∈،قضيه فوق نيز برقرار است)2( يعني شرط .  

 

  
توسط وبرا مطرح   1981هر چند كه اولين تعريف گروه، به وسيله اصول موضوعه، درسال            

هـاي    شتر بـراي بـسط بـسياري از شـاخه          خيلي پي ـ  ها   گروه -نظريةهاي    گرديد، اما روش  
  .رياضيات از قبيل هندسه و نظريه معادلات جبري به كار گرفته شده بود

1770اي، در سـال    چنـد جملـه  لاگرانژ براي حل معادلات     -نظريـة هـاي    از روش−1771
چنـد  كـه چـه نـوعي از معـادلات            داد صيشخ استفاده كرده بعـد از آن گـالوا ت ـ         ها  گروه
 - نظريـة  لازم به ذكر است كـه ابـزار اصـلي گـالوا           . اند  اي برحسب ضرايب قابل حل      جمله
  . بوده استها گروه

 كلاين با طرح اين مطلب كه، براي مطالعه فضاهاي هندسي بايد خواصي             1872در سال   
بي در هندسه بـه پـا        انقلا ،كه تحت تبديلاتي از فضا پايا هستند، مورد بررسي قرار گيرد          

در مطالعـه معـادلات    نيـز  لـي معاصـر كلايـن     ). دهنـد   تبديلات تشكيل گروه مـي    (كرد  
بـه عنـوان اولـين      .  اسـت   اسـتفاده كـرده    ها   گروه - نظرية ديفرانسيل با مشتقات جزيي از    

 )يرگروهآزمون دوم ز    (8-1قضيه
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  هاتمرين  

تـوان بـه كتـاب برنـسايد           پرداخته مـي   ها   گروه -نظريةمرجع كاملي كه به بررسي مدرن       
  .باشد  مي1897ره داشت، اولين چاپ اين كتاب در سال اشا) مرجع زير(

 Burnside,  W. Theory of Groups of Finite Order. 2 nd ed. Cambridge 
University Press, Cambridge, 1911 ; Dover, New York. A Classic. 1953.  

  

 يا گـروه    تكوارگروه،    هاي زير همراه با عمل مشخص شده يك نيم           كداميك از مجموعه   .1
  .است، دليل بياوريد

 (a)در∗ عمل { }1,2G = 2x با تعريف`− y x y xy∗ = + −،  
 (b)در∗ عمل { }1 1G a a= ∈ − < ) با تعريف \> )/(1 )x y x y xy∗ = + +،  
(c)  در∗عمل   { 1}G = − x با تعريف _− y x y xy∗ = + +،  

 (d)ماتريسهاي بالا مثلثي كه روي قطر آنها است و عمل ضرب ماتريسها صفر مجموعه .  
}ير روي مجموعه     ز كداميك از جدول ضربهاي   . 2 , , , }G a b c d=     تشكيل يك گروه مي 
 .د، دليل بياوريدنده

 (a)  
d  c  b  a  *  
a  d  c  a  a  
d  c  b  b  b  
b  a  d  c  c  
c  b  a  d  d  

  
(b)   

d  c  b  a  *  
d  c  b  a  a  
c  d  a  b  b  
b  a  d  c  c  
a  b  c  d  d  
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 (c)  

  
d  c  b  a  *  
d  c  b  a  a  
a  d  c  b  b  
b  a  d  c  c  
c  b  a  d  d  

  
(d)   

d  c  b  a  *  
d  c  b  a  a  
d  c  a  b  b  
d  a  b  c  c  
c  b  d  d  d  

  
) مطلوب است جدول كيلي    .3  آيـا ايـن دو گـروه        . مستطيل هاي حركت و گروه    [+,4(
  .كي اندي

. دهنـد   نـشان مـي  4Dن گروه را بـا اي. ديسيربع را بنوم هاي  حركتلي گروهي جدول ك .4
  .4Dهاي ير گروهمطلوب است تمام ز

)لي گروهي مطلوب است جدول ك.5 )12U.  
  . آبلي استنصريهرگروه شش ع: ديا رد كن ثابت ي.6
  .ن سه گروه متفاوتنديچرا ا.  متفاوت از مرتبه هشت آبلي گروه مطلوب است ارائه سه.7
8. (a)ــد ــرض كني ) ف ){ }, ) ,m n m na b a b× = ∈ ∈] ] ] ــايي روي. [  عمــل دوت

m n×]   . به صورت زير تعريف مي كنيم[
1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )a b a b a a b b+ = + +  

mنشان دهيد كه n×]   .وه آبلي است با اين عمل يك گر[
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٢٥

(b)  ديفرض كن( ){ }1 2, ,...,d
n nida a a a= ∈] dي روي يعمل دوتا . [

n]   ر ي به صورت ز
  ف يتعر

  .ميمي كن
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, ,..., , ,..., , ,...,d d d da a a b b b a b a b a b+ = + + +  

dد كه ينشان ده 
n]  2گروه. ك گروه آبلي است   ين عمل   ي با ا

d]   داراي ه كدگذاري ينظر در  
  . زيادي استتياهم

3هـاي  رگـروه يدا كردن تمام ز    با پي  .9 3×] 3دي ـ، نـشان ده   [9 و [ 3×] كـي  ي [9و[
  .ستندين

)ديــ فــرض كن.10 )U n يهــا الكــي گــروهn]2اگــر.  باشــدn د يــ، ثابــت كن<
)نصرع )k U n∈2 چنان موجود است كه 1k 1k و= ≠.  

aدينشان ده .  از مرتبه زوج باشد    ي گروه Gدي فرض كن  .11 G∈     چنان موجود است كه 
a e≠ 2 وa e=.  

}دي فرض كن.12 },n nx x n= ∈ ∈] ] .  است[ر گروهي ازي ز[nد كهينشان ده. [
  .ها هستند ني فقط ا[ گروه هايريد كه زين نشان دهيهمچن

ــرض كن.13 ــ ف b,دي aــري  ع ــروهناص ــندGاز گ ــر.  باش 1abاگ ba−=1 وba ab−= ،
4آنگاه 4a b e= = .  

2a اگر.14 e=براي هر a G∈آنگاه ،Gد آبلي باشدي با.  
  . آبلي استGر صادق باشد آنگاهيكي از خواص زي در Gد كه اگري نشان ده.15
(a)  براي هر,a b G∈داشته باشيم ( )2ab ab=،  

 (b)براي هر ,a b G∈داشته باشيم ( )2 2 2ab a b=،  
(c)براي هر ,a b G∈1 داشته باشيم 1 1( )ab a b− − −=.  
16.  (a) هي آن ير بـد ي ـر گـروه غ ي ـهـر ز د كـه  ي ـه دهي ـك گروه نامتناهي اراي مثالي از

  ،نامتناهي باشد
(b)    آن متنـاهي   ) سره(قي  ير گروه حق  يد كه هر ز   يه ده يك گروه نامتناهي ارا   ي مثالي از
  .باشد

  .ديا رد كنير را ثابت يهاي ز  گزاره.17
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٢٦ 1  فصل

 
(a) ( )2SL 2هاي سي، مجموعه ماتر  [  1نـان آنهـا   يح كـه دترم   يهـاي صـح    هي با درا  ×2

)ر گروه ازيك زياست،  )2SL   ، است\
(b) اگر ,K H هاي از گروه   ر گروه ي زG   باشند، آنگـاه ,H K H K∩ ي يهـا  ر گـروه  ي ـ ز ∪
  ، مي باشندGاز

(c)اگــر ,K Hي ازيهــا ه ر گــرويــ زGآنگــاه، باشــند { },HK hk h H k K= ∈ ر يــ ز∋
   آبلي باشد چطور؟G اگر .  استGگروه

  . باشندG دو زيرگروه متناهي از گروهKوHفرض كنيد .18
(a)ثابت كنيد HKزيرگروهي ازGاست اگر و فقط اگر HK KH=،  

 (b)نشان دهيد :( ) /HK H K H K= ∩.  
  :ديك گروه باشد نشان دهي Gدي فرض كن.19

,براي هر {   x G xg gx g G∈ = ∈{( )C G =  
  .مي مي نامGمركزر گروه را ين زيا.  استGر گروه از يك زي

a باشد وGرگروه ازي زHديض كن فر.20 G∈ دهيم قرار مي:  

( )

( ) { }

1 1

1

1

{ | },

{ },

 ,  .

G

G

aHa aha h H

N H g G gHg H

C H g G ghg h h H

− −

−

−

= ∈

= ∈ =

= ∈ = ∀ ∈

  

(a)  1نشان دهيدaHa−  يك زيرگروه G 1زيرگروه.  استaHa− مزدوج را يكH) درG( 
   مي ناميم،

 (b)  د  ينشان ده( ) ( )G GC H N H G≤ )هـاي   زيرگـروه . ≥ ) ( ),G GC H N H بترتيـب   را  
  ،مي مي نامG درHمركز سازوساز  نرمال

(c) 1 نشان دهيد 1( ) ( )G GN aHa aN H a− −=.  
a,ك گروهي  Gدي فرض كن.21 b G∈د براي تمامي نشان دهn ∈ ` ،  

(a)1 1( )n naba ab a− −=،  
(b) 1 اگر ,maba b m− = ∈ nnگاه  آن،` n ma ba b− =. 
XgXاگـر .باشـد G يـك زيـر مجموعـة نـاتهي از گـروه           X فرض كنيد  .22 Xg=  بـراي
gهر G∈آنگاه ،gX Xg=براي هر g G∈.  
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)فرض كنيد  .1 , )S )نشان دهيد . باشد يك نيم گروه     ∗ , )S اگـر و فقـط اگـر        گروه اسـت     ∗

aبراي هر S∈عنصر منحصر بفرد b S∈چنان موجود باشد كه a b a a∗ ∗ =.  
ــد.2 ــروه وG فــرض كني a, يــك گ b G∈ . ــراي يــك عــدد طبيعــي ــر ب  داشــته nاگ

1nباشيم nab b a+=1 وn nba a b+=،آنگاه a b e= =.  
a, يـك گـروه و     G فرض كنيـد   .3 b G∈ .    اگـر  رابطـة( )n n nab a b=       بـراي  سـه عـدد

abآنگاه، ر باشدا برقرnمتوالي ba=.  
  :نشان دهيد. ل باشد يك عدد اوp فرض كنيد.4

2
2

2
2

| GL ( ) | ( 1)( 1)

| SL ( ) | ( 1).

,p

p

p p p

p p

= + −

= −

]

]
  

ــد .5 ــروه وGفــرض كني H, يــك گ K G≤ .ــاه ــد هرگ ــت كني Hثاب K G+ > ،
Gآنگاه HK=. 
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  2 فصل
 ي دوريها گروه

   

  
  :خوانيد در اين فصل مي

  
  هاي دوري زيرگروه 2-1
  هاي يك گروه دوري زير گروه  2-2
  هاي واحد گروه دايره و ريشه 2-3
  هاي متناهي مولد   گروه2-4
  

  
  

  
تر  ايد داراي ساختاري قابل فهم هايي كه تاكنون شناخته وه كه از بين گر[nو[
هاي  در اين فصل به مطالعه خواص گروه. اند هاي دوري  هايي  از گروه باشند، مثال مي

  .پردازيم هاي آبلي دارند، مي بندي گروه اي در رده دوري كه نقش قابل ملاحظه
  
  
  
  

  

  

  

  

  

  مقدمه  
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٣٠ 2فصل 

  
  

كند، يعني   از گروه بستگي پيدا مينصراختار يك  زير گروه به يك عدر بيشتر مواقع س
  .آوردتوان ساير اعضاي زيرگروه را به دست    بخصوص ميعنصر با داشتن يك 

  
3فرض كنيد :1مثال  ∈   .ر نظر بگيريد را د3)مثبت و منفي(مجموعه تمامي مضارب . [

{ } { }3 3 6, 3, 0, 3,6, .k k= ∈ = − −] ] … … 
 3اين زير گروه بستگي كامل به .  است[ گروه ازريز يك [3دانيد طور كه مي همان
به عبارت ديگر اين زيرگروه .  است3از   اين زيرگروه يك مضربي  عنصرچرا كه هر. دارد

  .شود مشخص مي 3توسط 
 ▄  

}رض كنيد ف :2مثال }2nH n= ∈ 2اگـر   . [ , 2n mb a=  باشـند، آنگـاه   Hعناصـرياز =
1 2m nab H− −= } يك زير گروه از    Hبنابراين. ∋ }* 0= −_ اين زير گروه   . باشد   مي _

  .شود  ميص مشخ2به طور كامل توسط 
▄  

  
a يك گروه باشد وGفرض كنيد G∈ .در اين  صورت  

{ }ka a k< >= ∈ ]  

   . استa شاملG است و كوچكترين زيرگروهGزيرگروهي از

a چون: اثبات a∈< >aپس < m,حال فرض كنيد.  غير تهي است< n ∈  و [
mg a=و nh a= ازعنصر دوG1در اين صورت.  باشند m ngh a a− −= ∈< بنابراين  ،<

>aطبق آزمون دوم زيرگروه، يك زير گروه Hز طرفي اگرا.  استG  يك زيرگروه از<
} بايد شامل لزوماً H، آنگاه است باشدaكه شاملGدلخواه از }ka k ∈   نيز باشد، [

a  يعني H< >⊆.  

  
  

  

  

  

  

  

  هاي دوريزيرگروه 2-1  

 1-2قضيه
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٣١ هاي دوري گروه

  

  

>aزير گروه.  باشدG عنصري از گروهaفرض كنيد  توليد زيرگروه دوري را  Gاز <
 . گوييمaشده توسط

  

a اگر G∈كهوجود  باشد نان مچG a=<  را يك a وگروه دوري را يك G،  آنگاه<
 . گوييمGمولد

  
اين تعريف، تعريفي كاملاً متفاوت با . كنيم  گروه را تعريف مي يكصرا عنةحال مرتب

 رابطه نزديكي با  هامرتبه يك گروه است، هر چند خواهيم ديد كه اين تعريفتعريف 
  .هم دارند

  

) در صـورت وجـود     ( nكوچكترين عدد طبيعي  .  باشد G عنصري از گروه   a فرض كنيد 
naكه e=   مرتبه راa    اب گوييم و( )a n=D  اگـر چنـين عـدد طبيعـي        . دهيم   نشان مي

)نويسيم  يك عنصر از مرتبه نامتناهي است و ميaموجود نباشد، گوييم )a =∞D  .  

  
a يك گروه وG فرض كنيد G∈در اين صورت مرتبه زير گروه a<  برابر a با مرتبه<

  به عبارت ديگر                                  . است
( ) .a a= < >D 

mاگــر . داراي مرتبــه نامتنــاهي باشــدaابتــدا فــرض كنيــد: اثبــات n>و m na a= ،
ــاه mآنگـ na e− ــه= ــا   كـ ــاقض بـ ــه  متنـ ــودن مرتبـ ــاهي بـ ــتa نامتنـ ــذا . اسـ  لـ
>aعناصــر ــد< ــه ع.متمايزن ــر ب ــارت ديگ |ب |a< ــاهي اســت< ــرض  .  نامتن ــون ف اكن

)كنيد )a n=D .اگرk     دلخواهي باشد، طبق الگوريتم تقـسيم خـواهيم         يك عدد صحيح
ــت  kداشــــ nq r= ــه+ 0 كــــ r n≤ )، پــــــس≥ )qk nq r n r ra a a a a+= = = .

)زير گروه دوري(1-2تعريف

  )گروه دوري(  2-2تعريف

)مرتبه يك عنصر( 3-2تعريف

 2-2قضيه
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٣٢ 2فصل 

ــي }يعن }0 1 1, ,..., na a a a −< ــر =< ــون عناص ــي چ 0 از طرف 1 1, ,..., na a a ــد،  متمايز− ان
|لذا |a n< >=.  

  
. تواند  بيش از يك مولد داشته باشد توجه داشته باشيد  كه يك گروه دوري مي :3مثال

  . اند[6 مولدهايي براي 5 و 1 عناصربه عنوان مثال
  

)گروه :4مثال )9Uدر حقيقت.  دوري است( ) { }9 1,2, 4,5,7, 8U  مولدي براي 2 و=
    زيراگروه است،اين 

1 2 32 2 2 4 2 8= = =  
4 5 62 7 2 5 2 1= = =  

  
  

 هاي حركتها دوري باشند، به عنوان مثال گروه   اين طور نيست كه همه گروه :5مثال
.  داراي هيچ مولدي نيست3S، دوري نيست،  به عبارت ديگر3S، مثلث متساوي الاضلاع
  . اند  دوري3Sهاي يرگروهدر صورتي كه تمام ز

  . رسم شده است3S)نمودار لاتيس(هاي  در زير نمودار زير گروه

    
  

  .كند قضيه زير در مورد شناسايي گروه دوري كمك زيادي مي
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٣٣ هاي دوري گروه

  

  

  

  

  

هاي يك گروه دوريزير گروه 2-1  

  
  

Gفرض كنيد n= .در اين صورتGدوري است اگر و فقط اگر داراي عنصري از مرتبه  
nباشد  .  

aفرض كنيد :اثبات G∈از مرتبه nدر اين صورت طبق قضيه قبل.  باشد| |a n< >= 
Gو در نتيجه a=<  باشد، خواهيم n يك گروه دوري از مرتبهGعكس، اگره ب. <

Gداشت a=< | و< |a n< ابراين با استفاده مجدد از قضيه قبل خواهيم نب. =<
)داشت )a n=D.  

  
  

  

  .هر گروه دوري آبلي است
m,اگر.  مولدي از آن باشدa يك گروه دوري وGفرض كنيد :اثبات nh a g a=  دو =

   آنگاه، باشندGعنصر دلخواه از
n m n m m n m ngh a a a a a a hg+ += = = = =  

  . آبلي استGينو بنابرا
  

  
  

v 3توان نتيجه گرفت كه  از قضيه فوق نيز مي  :تذكرSدوري نيست . 
  

  
  .پردازيم مي هاي يك گروه دوري  حال به بررسي زير گروه

  

 3-2قضيه

 4-2قضيه
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٣٤ 2فصل 

  

  .هر زير گروه يك گروه دوري، خود دوري است

 ترتيبي  خوشثبات اين قضيه الگوريتم تقسيم و اصلابزارهاي اصلي براي ا: اثبات
Gدوري  از گروه يك زير گروه  Hفرض كنيد. باشند مي a=< }اگر.  باشد< }H e= ،

}حال فرض كنيد.  دوري استHبه وضوح }H e≠ ،فرض كنيد m كوچكترين  عدد 
maطبيعي باشد كه H∈) بنا به اصل خوش ترتيبي چنينmادعا ).اي موجود است 

mHكنيم  مي a=< maواضح است كه . < H< حال نشان . ⊇<
mHدهيم مي a⊆< khبراي اين منظور فرض كنيد < a H= k جايي كه،∋ ∈ ] .

r,طبق الگوريتم تقسيم اعداد  qچنان موجوند كه k mq r= 0، جايي كه+ r m≤ <. 
  بنابراين

( )qk mq r m ra a a a+= =  
rو در نتيجه k mqa a a H−= 0r بايدmاما با توجه به خاصيت. ∋  و در =

kنتيجه mq= يعني   
( ) .qk mq ma a a= =  

mH بنابراين a=< >.  

  
شويم كه اگر از نماد جمعي استفاده كنيم زير گروه  قبل از بيان نتيجه زير متذكر مي

   عبارت است از aتوليد شده توسط
{ }.a na n< >= ∈ ]  

  
n...,0,1,2 كه[n عبارتند از[ايه ههمه زيرگرو =.  

  .شود قضيه قبل نتيجه مي به وضوح از :اثبات

  
  

 5-2قضيه

 1-2نتيجه
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٣٥ هاي دوري گروه

  

  
a وn يك گروه دوري از مرتبهGفرض كنيد G∈در اين صورت.  مولد براي آن باشد  

.ka e n k= ⇔  

): اثبات kaفرض كنيد :⇒( e= .با استفاده از الگوريتم تقسيم داريمk nq r=   كه+
0 r n≤   ، بنابراين >

k nq r nq r r re a a a a ea a+= = = = =  
0rو با توجه به تعريف مرتبه خواهيم داشت n، يعني = k.  

( k داشته باشيمs فرض كنيد براي يك عدد صحيح:⇐( ns=در اين صورت   
( ) .k ns n s sa a a e e= = = =  

  
هاي يك گروه دوري متناهي را بيان   زيرگروهحال قضيه اساسي مربوط به مولدهاي

  .كنيم مي
  

Gفرض كنيد a=<   در اين صورت . باشدn يك گروه دوري از مرتبه<
( )( ) / , .ka n n k=D  

)دهيم قرار مي :اثبات ),d n k= .بايستي نشان داد كه /n d كوچكترين عدد طبيعي 
)/است كه  )k n da e=.  داريم/ / /( ) ( )k nn d k d k da a e e= =  mاگر عدد طبيعي  .=

)چنان موجود باشد كه  )k ma e=آنگاه طبق گزاره قبل داريم ،n km و در نتيجه 
( / ) ( / )n d k d mاز طرفي چون / , / 1( )n d k d ) پس= / )n d m . به عبارت

)ديگر / )n d m≤ .ايم كه  يعني نشان داده  
( ) / .ka n d=D  

  
  .آيد از قضيه فوق بلافاصله نتيجه زير به دست مي

  

 1-2گزاره

 6-2قضيه
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٣٦ 2فصل 

  

  

  

  

  

هاي  گروه دايره و ريشه2-3  

  

  

Gفرض كنيد a=<  مولدي kaدر اين صورت.   باشدn يك گروه دوري از مرتبه<
) است اگر و فقط اگرGبراي ), 1k n =.  

 
) عبارت است از[nهاي مجموعه مولد: 6مثال ){ }0 , , 1r r n r n≤ < =.  

  
  

  (نيست زيرگروه غير بديهي چي باشد بطوريكه داراي هييك گروهGفرض كنيد
  .دوري واز مرتبة عددي اول استGصورت  در اين.)  ملاحظه شود4-6تعريف
eد  فرض كني:اثبات a G≠ ، داراي زيرگروه غير بديهي نيستG چونصورت در اين. ∋

G  خواهيم داشت a=<   :گيريم حال دو حالت در نظر مي. <
2a  ):1(حالت  e= .اين حالتدر ( ) 2a =D 2  نتيجهو درG  بوضوح برقرار  حكمو=
  .است

2a ):2(حالت  e≠ .توجه به اينكه با ،در اين حالتGداراي زيرگروه غير بديهي نيست ،
2a خواهيم داشت a< >=< kبنابراين. < ∈ 2kaاي موجود است كه  بگونه[ a=، 

2يعني 1ka e− Gفرض كنيد .   متناهي استGرو مرتبة از اين. = n= . نشان
n اول نباشد  وnفرض كنيد) برهان خلف. ( عددي اول استnدهيم مي kt= كه ،

1 ,k t n< ) ،، داريم2با توجه به قضيه. > )( ) / ,ka n n k t= =D، يعنيG داراي 
>ka ،زيرگروه غير بديهي   .استض ، كه تناقباشد ، مي<

  

  

}گروه زير  } : | | 1z z= ∈ =^T،ناميده گروه دايره، ^∗ از  گروه ضربي اعداد مختلط 
  .شود مي

 2-2نتيجه

 4-2تعريف

 3-2نتيجه
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٣٧ هاي دوري گروه

. باشد هاي متناهي جالبي مي  يك گروه نامتناهي است، اما داراي زير گروهTهچاگر 
}بعنوان مثال }1,H i= ± توجه داشته باشيم .  استTاز متناهي  دوري يك زيرگروه±
4هاي معادله  دقيقاً ريشهHكه اعضاي 1z   .باشند  مي=

  

1nzهاي معادله ريشه   . گوييم ام واحدnهاي ريشه را =
 ام واحـــد يعنـــيnهـــاي تـــوان گفـــت كـــه مجموعـــه ريـــشه در حـــال كلـــي مـــي
{ }  1n

nU z z= ∈ در .  است T از   n همراه با عمل ضرب يك گروه دوري مرتبه        ^=
  توان نشان داد كه  ي ميحقيقت به سادگ

{ }2
0 1 .

k in
nU e k n

π
= ≤ ≤ −  

}به عبارت ديگر }11, ,..., n
nU w w w −=< 2k، جايي كه=< inw e

π
از نظر هندسي . =

  .اند هاي مساوي بردايره يكه واقع واحد به فاصلهام nهاي ريشه
  

  . گوييمام واحد اوليهnهاي هريش را nUي گروه  مولدها
  

هاي   نقطه كه به فاصله8توان به عنوان به صورت احد را مي ام و8هاي ريشه :7مثال
 ام واحد 8هاي  اينجا ريشهدر). شكل زير(د مساوي روي دايره يكه قرار دارند نمايش دا

  :اوليه عبارتند از
3

5 7

 ( 2 /2) ( 2 /2) ,  ( 2 /2) ( 2 /2) ,

( 2 /2) ( 2 /2) ,  ( 2 /2) ( 2 /2) .

w i w i

w i w i

= + = − +

= − + − = + −
  

    

 5-2تعريف

 6-2تعريف
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٣٨ 2فصل 

باشند اختصاص   ميهاي دوري هاي متناهي مولد كه تعميمي از گروه اين بخش به گروه 
  .دارد

  
}اگر }Hλ λ ∈ Λهاي گروه گروهز زيراي ا خانوادهGباشد، آنگاه Hλ

λ∈Λ
  G گروهزير ∩

  .است
  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
اي از  ه توليد شده به وسيله مجموع گروهدهد كه زير  قضيه فوق اين امكان را به ما مي

  : عناصر مفروض را تعريف كنيم
  

ــد  )1( ــرض كني ــروه و Gف ــك گ ــه X ي ــر مجموع ــدGاي از  زي ــتراك ا.  باش ــام ش تم
گـوييم و آنـرا     X زيرگروه توليد شـده توسـط       را باشـند X  كه شامل  Gهاي  زيرگروه

>Xبا    به عبارت ديگر،دهيم  نمايش مي<
.

X H G
X H

⊆ ≤
< >= ∩  

X   يعني ( اين زيرگروه  مولدهايرا مجموعهX< 1 اگر  . گوييم  )< 2{ , ,..., }nX x x x= 
>X زيرگروه ،متناهي باشد 1  را با نماد< 2, ,..., nx x x<   . دهيم  نمايش مي<

ــروه)2( ــكG ازH زيرگ ــد    را ي ــاهي مول ــروه متن ــر   زيرگ ــر عناص ــوييم، اگ  گ
1 2, ,..., nx x x G∈1اي موجود باشند كه بگونه 2, ,..., nH x x x=< >.  

) 3( G   گوييم، اگر بعنوان يـك زيرگـروه خـودش متنـاهي            گروه متناهي مولد  را يك 
  .مولد باشد

 . باشدGاي از  زير مجموعهX يك گروه وG فرض كنيد:ياد داشت 

)1( X<   . استX كوچكترين زير گروه شامل<

  

  

  

  

  

 هاي متناهي مولدگروه2-4  

 7-2تعريف

 7-2قضيه
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٣٩ هاي دوري گروه

}در صورتي كه   )2( }X a=  باشد يعنصرتك، X a< >=< همـان زيرگـروه توليـد      <
  .باشد مي aشده توسط

  
>Xكنندة فرم كلي عناصر زير گروه قضية زير مشخص    .باشد مي<

  

  :صورت ن در اي. باشدGاي از گروه زيرمجموعهXفرض كنيد
1 2

1 2{ | ,  1}.n
n i iX x x x x Xα α α α< >= ∈ = ±…  

بوضوح .  بصورت بالا باشدهاي متناهي  ضرب  مجموعة تمام حاصلKنيد فرض ك:اثبات
Kزيرگروهي از Gشامل  Xرو ازاين. باشد ميX K< توان  همچنين به آساني مي. ⊇<

  در نتيجه. باشد نيز ميK شامل،XشاملGمشاهده نمود كه هر زيرگروهي از
.

X H G
K H X

⊆ ≤
⊆ =< >∩  

Xبنابراين K<   . و قضيه ثابت است=<

  
)فرض كنيد :8مثال , )G =   :صورت در اين. [+

1 ,

2, 3 ,

6,10,15 .

G

G

G

=< >

=< >

=< >

  

 عنصري آن 3بيابيد بطوريكه هر زير مجموعة G عنصر براي4   باتوانيد مولدي آيا مي
  ).  مراجعه شود22به تمرين ( نباشد Gمولدي براي

  
  : 9مثال

3 1 1 2 1

1 2 2 2

1 3 2 3

, ,
   , ,
   , , .

S ρ µ ρ µ
ρ µ ρ µ
ρ µ ρ µ

=< >=< >
=< >=< >
=< >=< >

  

  
v شود كه يك گروه       ملا حظه مي     :)1( تذكرG هاي مولد مختلفـي      تواند مجموعه    مي

  .داشته باشد

 8-2قضيه
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٤٠ 2فصل 

هـر  . باشـد    مي G يعني خود مجموعة     ،حداقل داراي يك مجموعه مولد    G هر گروه   :)2(
   . مجموعه مولد از اهميت خاصي برخوردار نيستچند كه اين

  

  
  
  .هاي زير را ثابت يا رد كنيد  گزاره.1

 (a)( )8Uدوري است ،  
 (b)اول هستند[60هاي  همه مولد ،  
 (c)_دوري است ،  
(d)  اگر هر زير گروهGدوري باشد، آنگاه Gدوري است ،  

  .هاي زير را بنويسيد  اعضاي هر يك از زير گروه.2
(a)   در7زير گروه توليد شده توسط ]،  
(b)  24 در15وسط زيرگروه توليد شده ت]،  
 (c)60هاي  تمام زيرگروه]،  
(d)   در3زيرگروه توليد شده توسط ( )20U،  
(e)  زير گروه توليد شده توسطi در*^،  

(f)  0زيرگروه توليد شده توسط 1

1 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
)در  )2GL \.  

  . را مشخص كنيد4D و[18مرتبه همه عناصر. 3
*هاي  متناهي در گروهة مطلوب است همه عناصر مرتب.4 *, ,\ _ ].  
24a اگر.5 e=آنگاه مرتبه ،aتواند باشد  چه اعدادي مي.  
20n براي.6 )، كداميك از≥ )U nاند   ها دوري.  
 وتوانيد يك گـروه دوري بـا دقيقـاً د           ا مي آي.  يك گروه دوري با دقيقاً يك مولد بيابيد        .7

   مولد چطور؟nدر مورد. مولد بيابيد
 ام واحد 5هاي  ريشه). روي دايره يكه( ام واحد را محاسبه و رسم كنيد 5هاي  ريشه .8

  .اوليه كدامند
a, فرض كنيد.9 b G∈ثابت كنيد .  

  

  

  

  

  

 تمرينها  
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٤١ هاي دوري گروه

 (a) ( )1( )a a− =D D،  
(b) ( ) 1( )a gag−=D Dبراي هر g G∈،  
(c) ( ) ( )ab ba=D D.  
aاگر. ∋nيك گروه باشد وGفرض كنيد .10 G∈روهي ي باشد كه زير گنصر تنها ع

)، آنگاهكند توليد ميnدوري از مرتبة  )a C G∈.  
q, فرض كنيد.11 pدو عدد اول متمايز و nمطلوب است تعداد .  يك عدد طبيعي باشد

n,مولدهاي pqp
] ].  

  :صورت دراين. باشدn دوري از مرتبةيكGفرض كنيد  .12
(a) گروههر زير HازGبصورت ma<  عليهي مقسومmاست، كه در آن عدد طبيعي<
  است،nاز

(b)براي هر زير گروه HازG داريم |H n،  
(c)اگر |m n، آنگاهGاز مرتبة منحصربفرديزيرگروه mدارد .  
h, اگر.13 gازگروه عناصريGمرتبه باشند،16و15هاي مرتبه باg h< > ∩ < > 

  .چيست
)هاي  نشان دهيد تعداد مولد.14 )2 nn >   . باشد  عددي زوج مي[
b, فرض كنيد.15 aعناصري از گروه Gاگر.   باشند( ) ( ),b n a m= =D Dو ( ), 1m n = 

}آنگاه  }a b e< > ∩ < >=.  
 ،نشان دهيد مجموعه همه عناصر مرتبه متناهي.  يك گروه آبلي باشدG فرض كنيد.16

  . گوييمG زيرگروه تابياين زيرگروه را.  استGيك زير گروه از
 باشد، 2  داراي دو زير گروه از مرتبهGاگر.  يك گروه آبلي باشدG فرض كنيد.17

  .آيا لزوماً اين زيرگروه دوري است.  باشد4 بايد داراي زير گروهي از مرتبهGآنگاه
a,  و يك گروهG فرض كنيد.18 b G∈و( ) , ( )a m b n= =D D وab ba= .نشان دهيد:  

(a) اگر ( , ) 1m n )نگاهآ، = )ab mn=D،  
(b) اگر :  در حالت كلي { }a b e< > ∩ < ) ، آنگاه=< ) [ , ]ab m n=D.  

  . متناهي است، يك گروه با تعداد متناهي زير گروه نشان دهيد.19
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٤٢ 2فصل 

G اگر.20 a=< a,1 نشان دهيد يك گروه دوري نامتناهي باشد، < a− تنها 
  . هستندGهاي مولد

 گوييم اگر براي هر زير گروه  ماكزيمال راG از گروهM زير گروه سرة.21
NكهM N G≤ N، داشته باشيم≥ M=يا N G=.   

 يك زير گروه ماكزيمال قرار سره درزيرگروه ، هر Gنشان دهيد در گروه متناهي مولد
  .دارد
) عدد طبيعي پيدا كنيد كهn ،n  به ازاي هر عدد طبيعي.22 ,  را توليد كند ولي +(

1nهر زيرمجموعة )،ي از آننصر ع− ,   . را توليد نكند+(
  

  
  
 از مرتبة ab از مرتبة متناهي وليb وa بطوريكه، باشدb وaنصر گروهي مثال بزنيدكه داراي دو ع.1

  .نامتناهي باشد
  . آن دوري و متناهي باشدة گروهي نامتناهي مثال بزنيد كه هر زير گروه سر.2
Gگروهي مانند.3 e≠<   .مثال بزنيد كه داراي زيرگروه ماكزيمال نباشد<
1nx معادلـة  ،nاي هـر عـدد طبيعـي      اگر بر .  يك گروه متناهي باشد    G فرض كنيد  .4  n حـداكثر  =

  . دوري استG آنگاه، داشته باشدGريشه در
) به ازاي آنها كهn مطلوب است كلية مقادير.5 )U nيك گروه دوري باشد .  
  

  
  
  ).1372( انتشارات دانشگاه اصفهان .جبر.  علي اكبر، محمدي حسن آبادي.1

2.  Bhattacharya, P.B., Jain, S. K., Nagpaul, S. R. Basic Abstract Algebra. 
Cambridge University Press,1994.  
3. Gallian, J. Contemporary Abstract Algebra. Houghton Mifflin Co.,  
Boston,1998.  
4.  Nickelson, W. K. Introduction to Abstract Algebra. Wiley-Interscience 
seience (John-Wiley & Sons) Hoboken,2007.   

  

  

  

  

  

  

  منابعي براي مطالعة بيشتر  

  

  

  

  

  

مسائل مبارزه طلب  
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  3 فصل

  ي جايگشتيها گروه
  

  
  
  

  
  :خوانيد در اين فصل مي

  
   نمايش دو سطري3-1
  نمايش دوري 3-2
  حاصل ضرب دورها 3-3
  تجزيه به دورها  3-4
  ها تقارن  3-5
  

  
  

  
    

يگشتي در مطالعه   هاي جا  گروه. شود   ناميده مي  جايگشتي يك گروه    nSهر زير گروه از   
 در . اي نقش بنيادي دارد  مطالعه معادلات چند جمله ونظريه گالوا  ،هاي هندسي تقارن

اي ه ـ ، و بعضي از زيرگـروه     n  ،nSاين فصل به طور مفصل به بررسي گروه متقارن درجه         
  .آن خواهيم پرداخت

  

  

  

  

  

  

  مقدمه  
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٤٤ 3فصل

  
   

nSσگفته شده براي راحتي هر جايگشت) 1در فصل (طور كه قبلاً  همان  را به صورت ∋
  :دهيم زير نمايش مي

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

n

nσ σσ σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

"
"  

كند كه  اين نمايش به ما كمك مي.  معروف استنمايش دو سطرياين نمايش به 
  .ين كنيمها را مع يم تعداد جايگشتبتوان

  
n ،!nSبه ازاي هر عدد طبيعي n=.  

)، يعني1تصوير :اثبات )1σهر يك از n عنصر{ }1,2,...,nهنگامي . تواند باشد  مي
)كه )1σ،نوشته شد ( )2σ1 هر يك ازn )غير از( ديگر عنصر − )1σ (تواند باشد، مي.... ،

)براي )1nσ )و براي  انتخاب2،− )nσ،1 ،پسانتخاب خواهيم داشت  !nS n=.  
▄ ▄ ▄  

ها آسان  جايگشت) تركيب (حاصل ضربكارگيري نمايش دو سطري، محاسبه  با به
   : فرض كنيدشود، مي

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

n

nσ σσ σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

"
       و            "

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

n

nτ ττ τ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

"
"  

} بايد به ازاي هرτσبراي يافتن }1,2,...,i n∈،( ) ( )( )i iτσ τ σ= يعني . كنيم را پيدا
)اول )iσرا از روي نمايش σو سپس ( )( )iτ σرا از روي نمايش τآوريم  به دست مي .  

  
   :به عنوان مثال فرض كنيد

  
1 2 3 4

4 1 2 3
σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1            و        2 3 4

2 1 4 3
τ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  

  

  

  

  

  

  

  

 نمايش دو سطري3-1  

 1-3قضيه
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٤٥

1 2 3 4 
     

4 1 2 3

1 2 3 4
                                       .

3 2 1 4

1 2 3 4
      

2 1 4 3

σ

τσ

τ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⇒ = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

  

) ، بالاهاي جهت پيكان )iτσكه ،{ }1,2, 3, 4i   .دهد را نشان مي، ∋
  توان نشان داد كه  طور مي همين

1 2 3 4
.

1 4 3 2
στ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
  

στتوجه داشته باشيد كه τσ≠ .توان وارون هر جايگشت   از روي نمايش دو سطري مي
طبق .  را پيدا كنيمσخواهيم وارون به عنوان مثال، فرض كنيد مي. را به آساني پيدا كرد

. برد  ميi را بهj عنصر σ ببرد، آنگاه وارونj را  بهiنصر عσدانيم كه اگر تعريف مي
  .آيد  به دست ميσپس مطابق شكل زير وارون

1

1 2 3 4
1 2 3 4

.
2 3 4 1

4 1 2 3

σ σ−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜= ↑↓ ↑↓ ↑↓ ↑↓ ⇒ =⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎝ ⎠⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜

  

  .هاي زير را در نظر بگيريد  و جايگشتid متشكل از5S ازG زير گروه :1مثال
5 51 2 3 1 2 3 4 1 2 34 45

,  ,  .55 4 5 41 2 3 3 2 1 4 3 2 1
σ τ µ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= = =⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

  .دهد  را نشان ميGه جايگشتيوعناصر گر) حاصل ضرب(جدول زير قانون تركيب 
  

µ  τ  σ  id D  
µ  τ  σ  id id  
τ  µ  id  σ  σ  
σ  id  µ  τ  τ  
id  σ  τ  µ  µ  

▄  
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٤٦ 3فصل

v   بعضي از كتب، تصوير  :تذكرx تابع( تحت جايگشت(σ     را بـه جـاي ايـن كـه 
)با )xσ    نمايش دهند با  xσ  1اگر. دهند  نمايش ميσ 2 وσ    تـابع ( دو جايگشت (

1باشند، با اين قرار داد جديد      2.σ σ   اسـت كـه بـر     ) تـابعي ( جايگشتيx   چنـين 
  :شود تعريف مي

( ) ( )1 2 1 2.x xσ σ σ σ=  
در حقيقت دليل چنين قرار دادي اين است كه . كند  اثر مي2σ و بعد1σل يعني او

1در) توابع(ها  جايگشت 2.σ σشوند اثر كنند  به همان ترتيبي كه نوشته مي.  
  
  
  

  
  

تا حدودي پر ) نمايش دو سطري(بريم  ها به كار مي راي جايگشتنمايشي كه تاكنون ب
ها، نمايش  تر براي نمايش جايگشت مد، استادانه و فشردهآيك روش كار. زحمت است

  .پردازيم باشد، كه در اين بخش به آن مي دوري مي
  

XSσجايگشت 1گـوييم اگـر عناصـر      kطـول   به  دور  را يك  ∋ 2, ,..., ka a a X∈   موجـود 
  باشند كه 

1 2( )a aσ =  
2 3

1

( )

( )k

a a

a a

σ

σ

=

=

#  

x و بــــراي عناصــــر ديگــــر X∈داشــــته باشــــيم ( )x xσ در ايــــن صــــورت . =
1نويــسيم مــي 2(   ... )ka a aσ كنــيم بايــد  كــه از نمــايش دوري اســتفاده مــيوقتــي . =

1بــه عبــارت ديگــر، دور . از مــضمون واضــح باشــدXمجموعــه 2(   ... )ka a aσ  هــر =
1عنصر 2, ,..., ka a a                   را يك قدم در دايره ترسيم شده زير  حركـت داده و بقيـه عناصـر را 

  

  

  

  

  

نمايش دوري3-2  

 1-3تعريف 
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٤٧

)اگر  (.دهد حركت نمي )x xσ   ).دهد  را حركت نميx عنصرσ گوييم=

  

  
  جايگشت :2مثال

( )
51 2 4 6 73

1 6 2 3 5  4
5 46 3 1 2 7

σ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

  

   و جايگشت6طول  يك دور به
1 2 3 4 5 6

(2 4 3)
51 4 2 3 6

τ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

  

  . است3طول  يك دور به
▄  

  .باشدجايگشت هماني  نشان دهندة ، 1طول  هر دور بهكنيم كه  وافق مي ت: قرارداد
 

دانيد عناصر اين  مي) 1فصل (طور كه از قبل  همان. ريدي را در نظر بگ3S گروه :3مثال
  :گروه عبارتند از

2

1 2 3

3 1 2
ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
1 و

1 2 3

2 3 1
ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
1و 2 3

id
1 2 3

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
  

3

1 2 3

2 1 3
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
2 و

1 2 3

3 2 1
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1و

1 2 3

1 3 2
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  

  : عبارتند از3Sنمايش دوري عناصر
( )2 1 3 2ρ ) و= )1 1 2 3ρ )  و= )id 1=  
( )3 1 2µ )   و= )2 1 3µ )  و  = )1 2 3µ =  

▄  
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٤٨ 3فصل

  
  

توان   دو جايگشت مي مانندها هستند، هر دو دور را  چون دورها نوعي خاص از جايگشت
  .در هم ضرب كرد

  .د دو دور لزومي ندارد كه خود يك دور باشحاصل ضربالبته، بايد توجه داشت كه 
)به عنوان مثال فرض كنيد )1 3 2σ ) و= )2 4 5τ براي . =

)محاسبه )( )1 3 2 2 4 5στ   :كنيم  زير عمل مية به طريق=
1 1 3 1 3τ σ στ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→  
2 4 4 2 4τ σ στ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→  
3 3 2 3 2τ σ στ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→  
4 5 5 4 5τ σ στ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→  
5 2 1 5 1τ σ στ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→  

  بنابراين 
( )( ) ( )1 3 2 2 4 5 1 3 2 4 5 .στ = =  

)حال اگر  ) و 2 5 1(  هيچ يك از دو جايگشت   باشند، آنگاه6S دورهايي از6 5 4 1(
  .زيردور نيست

( )( )
51 2 3 4 6

1 5 2 1 4 5 6 ,
6 54 1 3 2

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
  

( )( )
51 2 3 64

1 4 5 6 1 5 2 .
5 26 4 3 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
  

  
,هاي جايگشت XSτ σ x، اگرگوييممجزا  را ∋ X∈از آنها حركت داده   توسط يكي

xبه عبارت معادل، براي هر. داشته شود آنگاه توسط ديگري ثابت نگه، شود X∈  
  .هاي زير برقرار باشند گزاره

( ) ( ) ,x x x xσ τ≠ ⇒ =  
( ) ( ) .x x x xτ σ≠ ⇒ =  

  

  

  

  

  

حاصل ضرب3-3  

 2-3تعريف
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 هاي جايگشتي گروه
 

 

٤٩

1توان نتيجه گرفت كه دو دور از تعريف فوق مي 2(   ... )ka a aσ 1 و= 2(   ... )lb b bτ = 
i داشته باشيمj وi مجزا هستند اگر براي هرXSاز ja b≠.  
  

,فرض كنيد  XSτ σ στصورت  در اين.  دو جايگشت مجزا باشند∋ τσ=.  

xعنصر دلخواه :اثبات X∈اگر.را نظر بگيريد xگشت توسط هر دو جايσو τ ثابت نگه 
)داشته شود، به وضوح ) ( )x xστ τσ=.فرض كنيد كه حال x حداقل توسط يكي از 

)فرض كنيد. ود داده شت حركτ ياσهاي جايگشت )x xσ با توجه به يك به يك . ≠
)، خواهيم داشتσبودن )( ) ( )x xσ σ σ≠ .چونτو σباشند پس   مجزا مي( )x xτ = 

)و )( ) ( )x xτ σ σ=و در نتيجه   
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )x x x x xστ σ τ σ τ σ τσ= = = =  

  . ثابت استحكم  لذا و
▄ ▄ ▄  

  
  

  
     
حال عكس اين . باشد ضرب دورها، جايگشت مي طور كه ملاحظه كرديد حاصل همان  

  .ضرب دورهاست كنيم كه هر جايگشت، حاصل دهيم، يعني ثابت مي مطلب را نشان مي
  فرض كنيد  :4مثال

1 2 3 4 5 6 7
.

54 3 1 2 7 6
σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
  

)چون )1 4σ =،( )2 3σ =،( )3 1σ =،( )4 2σ  قسمتي از اين جايگشت ، لذا=
). باشد  مي(3 2 4 1)دور )6 7σ ) و= )7 6σ ) كه منجر به دور= در . شود  مي7 6(

σ(7 6)(3 2 4 1)نتيجه اين قضيه (و در حالت كلي قضيه زير را خواهيم داشت  =
  .)نشان دهنده اهميت دورها  است

▄  

  

  

  

  

  

     تجزيه به دورها3-4  

 1-3لم
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٥٠ 3فصل

  

nSσهر جايگشت   .است  حاصل ضربي از دورهاي مجزا∋
}فرض كنيد  :ثباتا }1,2,...,X n=.دهيم  قرار مي( ) ( )2

1 {1, 1 , 1 ,...}X σ σ=. چونX 
 كوچكترين عدد طبيعي Aفرض كنيد .  همگي متمايز نيستند1Xرمتناهي است، عناص

0) ايtزاي باشد كه به ا )t≤ < A  ،(1) (1)tσ σ=A .(1)صورت دراين 1σ =A ) .
(1)چون، 1tσ − =A،0 t< − ≤A A ، 0در نتيجه وt = ،(1) 1σ =A . (دور زير  ،ور ينااز

  .را خواهيم داشت
( ) ( ) ( )2 1

1 (1 1  1  ... 1 ).σ σ σ σ −= A  
قرار .  نيست1Xباشد كه در Xعنصري از كوچكترين iفرض كنيد

)دهيم مي ) ( )2
2 { , , ,...}X i i iσ σ=2ه شد  به دور و با تكرار آنچه گفتσخواهيم رسيد . 

1 دهيم حال نشان مي 2X X∩ = فرض كنيد اعداد صحيح ) برهان خلف. (∅
r,نامنفي sچنان موجود باشند كه( ) ( )1r s iσ σ= .عدد طبيعي اگرAاي باشد كه  گونه  به

0r s n− + ≥Aآنگاه ،  
( ) ( ) ( ) 11 ( 1 ) 1 ,r s r s n r s ni Xσ σ σ σ− − − += = = ∈A A  

1بنابراين. كه تناقض است 2X X∩ =  را Xدهيم، كوچكترين عنصر كار را ادامه مي. ∅
1كه در 2X X∪3ز اينجا به دوركنيم و ا  نباشد را انتخاب ميσ چون. رسيم ميX 

هاي دوبه دو  رو به مجموعه ازاين. شود  در جايي متوقف ميمتناهي است اين روند 
2مجزاي  1, ,mX X X…1، كه 2 mX X X X= ∪ ∪ 1 و دورهاي…∪ 2, , , mσ σ σ… خواهيم 
xاز طرفي اگر. شود نتيجه ميها iXها از مجزا بودن iσمجزا بودن . رسيد X∈ آنگاه ،
1عدد i m≤ ix چنان موجود است كه ≥ X∈ .اثرصورت  دراينσ برxهمان اثر iσ 
  خواهد بود و درنتيجه xبر

1 2... .mσ σ σ σ=  
  .بدين ترتيب اثبات قضيه كامل است

▄ ▄ ▄  
 دورهاي مجزا، ضربحاصل  نمايش يك جايگشت به  كهتواند نشان دهد خواننده مي

  . و ترتيب دورها، منحصر به فرد است1طول  قطع نظر از وجود دورهاي به

 2-3قضيه
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٥١

  

  .گوييم مي ترانهش  را يك2طول  هر دور به
دارد و هر يك از   را ثابت نگه مينصر مجموعه به جز دو ععناصر يك ترانهش، تمام يعني

  .نگارد  را به ديگري مينصراين دو ع
  به قضيه  فوق و اين مطلب كه  نتيجه زير با توجه 

1 2 1 1 1 1 3 1 2(   ... ) (  )(  ) (  )(  )n n na a a a a a a a a a a−= "  
  .آيد به دست مي

  
nSσهر جايگشت   . استها  حاصل ضربي از ترانهش∋

  :5مثال
( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )( )1 6 2 5 3 1 6 2 3 2 5 1 6 4 5 2 3 4 5 2 5 ,= =  

                                          ( )( ) ( )( )( )( )id 1 2 1 2 1 3 2 4 1 3 2 4 .= =  
▄  

ها،   به صورت ترانهششود كه در نمايش يك جايگشت   ملاحظه مي قبل مثالبا توجه به
اما اين . توانند مجزا نباشند ها مي  ترانهشكور منحصر به فرد نيست، ثانياً،اولاً نمايش مذ

هاي به كار رفته براي جايگشتي مفروض بايد يا  واقعيت هميشه هست كه تعداد ترانهش
حالت خاص (براي اثبات اين مطلب احتياج به لم زير .دهمواره زوج باشد يا همواره فر

  .داريم) مطلب
  

   ترانهش نوشته شود،nاگر جايگشت هماني به صورت حاصل ضرب
 ( )∗                                 1 2 1id ... ,nnτ τ τ τ−=   

  . بايد عددي زوج باشدnآنگاه
1در اين صورت.  ظاهر شده باشدnτ در ترانهش،mفرض كنيد عدد : اثبات nnτ τ− 

  .هاي زير باشد ناچار بايد به شكل طرف چپ يكي از تساوي

 3-3تعريف

 2-3لم

 1-3نتيجه
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٥٢ 3فصل

( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

  id,

    ,

    ,

    .

m a m a

m y m a m a a y

b c m a m a b c

a b m a m b a b

=

=

=

=

  

1اگر  nnτ τ− 1 به شكل طرف چپ تساوي اول باشد، قرار مي دهيم idnnτ τ− به . =
)عبارت ديگر از تساوي 1اگر . شود  دو ترانهش حذف مي∗( nnτ τ− به شكل طرف چپ 

1به جاي   بعدي باشد،يهايتساو nnτ τ−هاي مربوطه را قرار   طرف راست تساوي
با تكرار اين . شود  يك مرحله به سمت چپ حركت داده ميmبنابراين وقوع. دهيم مي

) از تساويm،عمل ) و تساويشود  حذف مي∗(  تبديل شود id=idid...id به صورت∗(
با توجه به . )باشد 1τفقط در mالبته بايد توجه داشت كه به حالتي نخواهيم رسيد كه(

 تا كم 2ايكند   هر جانشيني يا تغيير نمي شده درنهاي جايگزي اين كه تعداد ترانهش
  . بايد زوج باشدnكنيم كه ملاحظه مي، شود مي

▄ ▄ ▄  
  

تواند هم به صورت حاصل ضرب از تعداد  هيج جايگشتي از يك مجموعه متناهي نمي
  .ه شودزوجي ترانهش و هم به صورت حاصل ضربي از تعداد فردي ترانهش نوشت

  نيدكض فر :اثبات
1 2 1 2... ...r sσ σ σ σ τ τ τ= =  

  :چون هر ترانهش معكوش خودش است، خواهيم داشت
( ) 11

1 1 1 1id ... ... ... ...r s r sσσ σ σ τ τ σ σ τ τ
−−= = =  

r به لم قبله با توج s+بنابراين.  بايد عددي زوج باشدrو sدو اند يا هر  يا هر دو زوج 
  .فرد

▄ ▄ ▄  
  

  

  

 3-3قضيه
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٥٣

  

  

 اسـت برحـسب  اينكـه تعـداد          فـرد يـا     زوج  يك جايگشت از يـك مجموعـه متنـاهي          
 فـرض   .ها به ترتيب زوج يا فرد باشـد         هاي هر تجزيه آن به حاصل ضرب ترانهش         ترانهش

 nAميتـوان بررسـي كـرد كـه       بـه آسـاني     .  باشد nS مجموعة جايگشتهاي زوج   nAكنيد
/! مرتبة زيرگروهي از  2n از nS4تمـرين  (استa)((. nA رجـه د گروه متنـاوب از     راn 

  .نامند مي
 :6مثال

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
4 {(1),  2 4 3 , 2 3 4 ,  1 4 3 , 1 3 4 ,  1 4 2 ,  1 2 4 ,  1 3 2 ,  1 2 3 ,

         1 2 3 4 , 1 3 2 4 ,  1 4 2 3 }

A =

  
  

  

  
 

رأسهاي آن  با  ( رأس بودهnسي كه دارايد از يك شكل هن تقارنمنظور از يك
,اعداد , 2,1n nSσ مانند، جايگشتي از رئوس)اند شماره گذاري شده … نحوي  به ، است∋

,يعني براي هر، لة بين هر دو رأس حفظ شودكه فاص {1,2, , }k m n∈   :داشته باشيم …
( , ) ( ( ), ( )),d k m d k mσ σ=  

)كه در اينجا , )d x yنشان دهندة فاصلة نقاط ,y xباشد  در فضا مي.  
  

 nSزيرگروهي از  رأس داشته باشد،nهاي هر شكل هندسي كه مجموعه همه تقارن
  .است
τ,اگر.  جايگشت هماني به وضوح يك تقارن است:اثبات δآنگاه به ، دو تقارن باشند 

m,ازاي هر دو رأس kداريم :  

  

  

  

  

  

 هاتقارن3-5  

 4-3فتعري

 4-3قضيه
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٥٤ 3فصل

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1 1 1 1

, , , , ,

, , , .

d k m d k m d k m d k m

d k m d k m d k m

δτ δτ δ τ δ τ τ τ

δ δ δδ δδ− − − −

= = =

= =
  

  .باشند  مي نيز يك تقارن−1δ وδτبنابراين
  

در حاليكه عكس آن . بديهي است كه هر حركت ازيك شكل هندسي يك تقارن است
دهيم كه نشان دهد هر تقارن لزوماً يك حركت  ه ميياينك مثالي ارا. درست نيست

    .نيست
  

  .باشد  مي4A منظمهاي يك چهار وجهي تگروه حرك: 7مثال
  :باشد هاي زير مي هي منظم به صورتهاي چهاروج  مجموعه حركت

  .idهماني) جايگشت( حركت :)1 (
يك رأس و مركز وجه مقابل ري كه از  حول محو240D يا120D دوران به اندازه:)2 (

  :گذرد مي
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 , 1 4 3 , 1 3 4 , 1 4 2 , 1 2 4 , 1 3 2 , )و3 2 1 )2 4 3  

 ،نشان داده شده) Aقسمت(همان طوري كه در شكل زير بعنوان مثال، 
)دورهاي )و3 2 1( هايي از چهار وجهي است كه آن را به  ركت نمايانگر ح2 3 1(
گذرد،   حول محوري كه از رأس و مركز وجه مقابل آن مي240D و120Dاندازه
  .چرخاند مي

  :هاي دو يال مقابل  حول محورهاي گذرنده بر وسط180Dهاي  دوران:)3( 
( )( ) ( )( )1 3 2 4 , 1 4 ) و3 2 )( )1 2 3 4  

) جايگشت)Bقسمت (شكل زيربعنوان مثال  )( )1 4   .دهد  را به دست مي3 2
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 هاي جايگشتي گروه
 

 

٥٥

  
  

4A بناميم، با توجه به توضيحات فوقGاگر گروه حركتهاي چهار وجهي را G⊆ از 
Gδطرفي اگر ) جايگشت فردي باشد آنگاه∋ )1 2τ δ=شود و   جايگشتي زوج مي

)بنابراين ) 11 2 Gτδ−=  كه اين غير ممكن است چون كه هيچ حركتي از اين چهار ،∋
,4 را عوض كند بدون آن كه تغييري در2 و1وجهي وجود ندارد كه فقط جاي  به 3

4Gبنابراين. وجود آورد A=.  
  

v هر حركت از يك شكل هندسي يك تقارن است ولي عكس اين مطلب  :تذكر
)به عنوان مثال. درست نيست  يك تقارن از چهار وجهي است در صورتي 2 1(

 .كه حركت نيست

  

  .باشد  مي4Sهاي چهار وجهي منظم گروه تقارن
در اين . هاي چهار وجهي منظم باشد  گروه تقارنG فرض كنيد:اثبات
4صورت 4A G S⊆ )  از طرفي چون⊇ )1 2 G∈4، لذاG A≠ . با توجه به اينكه

4 4(1,2)A A =   داريم، ∩∅
4 4 4 4(1,2) (1, 2) 4!/ 2 4!/ 2 4!.G A A A A≥ = + = + =∪  

4Gبنابراين  S=.  
  

 مجموعة عناصر .رسانيم يان مي به پاضلعي منظم-nاين بخش را با بررسي گروه حركت
   :اين گروه عبارتند از

 5-3قضيه
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٥٦ 3فصل

2دوران به اندازه :)1( /nπراديان حول مركز شكل .  
)2( (a):  برايnهاي فرد، دوران به اندازهπ راديان حول محوري كه يك رأس را به 

   ). زير ملاحظه شود شكل(كند   دقيقاً روبروي آن است وصل ميعي كهنقطه وسط ضل
     

  
  

(b): برايn داريم يكي دوران به اندازه) انعكاس( هاي زوج، دو نوع دورانπ راديان 
 π به اندازهكند و ديگري دوران حول محوري كه دو رأس روبرو را به هم وصل مي
  راديان حول محوري كه نقاط وسط دو ضلع روبرو را به

  ). زير ملاحظه شود شكل(كند  هم وصل مي
  

  
  

 )2( حركت از نوع n و دقيقاً)1(حركت از نوع  nبنابراين با توجه به اين كه دقيقاً
 است اين گروه را 2nضلعي منظم از مرتبه−nهاي يك داريم، پس گروه همه حركت

بعضي از كتب اين گروه (دهيم   نمايش ميnD ناميده و با2n از مرتبةگروه دو وجهي
  ). دهند  نيز نمايش مي2nDرا با

)فرض كنيد  )1 2 3 ... nδ 2 بـه انـدازه      دورانـي  = /nπ          راديـان حـول مركـز شـكل و       
1         2          1    

1    - 2      1        

n n

n n n
τ

⎛ − ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

"

…
 راديان حـول محـوري كـه از      πدوراني به اندازه  

)گذرد باشند، بـا توجـه بـه ايـن كـه                ام و مركز شكل مي     nرأس ) nδ =D و ( ) 2τ =D 
  :خواهيم داشت

{ }2 1 2 1id, , ,..., , , , ,...,n n
nD δ δ δ τ τδ τδ τδ− −=  
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 هاي جايگشتي گروه
 

 

٥٧

   از طرفي 
1 2 2 1,n nδ τ δ⎯⎯→ ⎯⎯→ − ⎯⎯→ −  
2 3 3 2,

1 1,

n n

n n n

δ τ δ

δ τ δ

⎯⎯→ ⎯⎯→ − ⎯⎯→ −

− ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

# # #  

        1 1 .n n nδ τ δ⎯⎯→ ⎯⎯→ − ⎯⎯→  
  .در يك جمع بندي قضيه زير را خواهيم داشت بنابراين 

  
3nبراي   ضلعي منظم برابر است با−nهاي، گروه حركت≤

{ }2 1 2 1id, , ,..., , , , ,..., ,n n
nD δ δ δ τ τδ τδ τδ− −=  

) در آنكه ) nδ =D،( ) 2τ =Dو δτδ τ=.  
  

ضلعي −nدر تمرينها از خواننده خواسته شده كه نشان دهد گروه حركت وتقارن هر
  .)20تمرين(منظم يكسانند
v آنگاه، طبق  نظر مسطح باشدورد در واقع اگر شكل هندسي م:تذكر 

  .اننداي در هندسة مسطحه، گروه حركت و تقارن آن يكس قضيه
  

  
  
  .بنويسيدهاي زير را به صورت حاصل ضرب دورهاي مجزا   هر يك از جايگشت.1

(a) 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 7 9 8 2 1 6 3 5

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
،                     (b) 1 2 3 4 5 6 7

6 3 1 7 5 2 4

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
.  

  .هاي زير را مشخص كنيد  زوج و فرد بودن جايگشت.2
(a) ( )1 4 3 5 6،                                                           (b) 

( )( )1 4 2 6 1 4 2،  

 (c) 1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 1 6 7 5

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
.  

  

  

  

  

  

 تمرينها  

 6-3قضيه
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٥٨ 3فصل

)وارون دور. 3 )1 2  ... na a aطول  بهnرا بيابيد.  
4. (a) ثابت كنيدnAزيرگروهي از مرتبة !/ 2nاز nSاست،  

(b) ثابت كنيد درnS1تعداد !
( )!
n

r n r−
  . موجود استrدور متمايز از طول

  .4Aهاي  مطلوب است تمام زير گروه.5
5ناصرع .6 4,S Sتوانند باشند هايي مي از چه مرتبه.  
  . است15 از مرتبهنصري داراي ع10A نشان دهيد .7
10n,...,3 برايnS از لحاظ مرتبه درعنصر مطلوب است بزرگترين  .8 =.  
τ, اگر .9 δآنگاه،دو جايگشت مجزا باشند ( ) ( ) ( )[ ],τδ τ δ=D D D.  

10. (a) فرض كنيدnSδ توان به صورت حاصل ضرب   را ميδنشان دهيد. ∋
1nحداكثر    ترانهش نوشت،−

(b)ثابت كنيد دور ( )1 2  ... na a aضرب تعدادي كمتر  صورت حاصل هتوان ب  را نمي
1nاز   . ترانهش نوشت−

nSδ فرض كنيد .11 توان به صورت حاصل   را ميδ دور نباشد، نشان دهيدδاگر . ∋
2nضرب حداكثر   . ترانهش نوشت−

  . نيز يك دور است2δثابت كنيد. طول فرد باشد دوري بهδ فرض كنيد .12
13. nA3برايn   .شود  توليد مي3طول با دورهاي به ≤
  :نشان دهيد .14

(a)اگر  nآنگاه، فرد باشد ( ) ( )1 2 3 , 1 2 ... nA n=< >،  
(b)اگر nآنگاه، زوج باشد ( ) ( )1 2 3 , 2 3 ... nA n=< >.  
  .شود هاي زير توليد مي با هر يك از مجموعه nSنشان دهيد .15

(a) ( ) ( ) ( ),{ 1 2 , 2 3 ,..., 1 }n n− (b)                         ( ) ( ){ 1 2 , 1 2 ... }n.  
  : نشان دهيد. ) ملاحظه شود1 فصل 19تمرين  ( را بيابيد10D و8Dمركز .16

/ 2

id               2
( )

     2|

|      
n nC D

n

n
δ

⎧⎪= ⎨
< >⎪⎩

/  

  :نشان دهيد .17
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(a)3  اگرn ) آنگاه،≤ ) {id}nC S =  (b)                        4اگرn ≥، 
)آنگاه ) {id}nC A =.  

pS,ثابت كنيد. يك عدد اول باشدpفرض كنيد .18 σ τ=< يك σ كه در آن،<
  فت؟گتوان   ميچه اول نباشد pاگر . استpطول يك دور بهτترانهش و

  .استnSدر4ي از مرتبةعنصرمربع nAدر2 از مرتبةعنصر كنيد هر ثابت .19
  .ضلعي منظم يكسانند−nنشان دهيد گروه حركت و تقارن هر .20

  

  
  
 يك دور است اگر و فقط kδنشان دهيد.  باشد nطول  دوري بهδ فرض كنيد.1

)اگر ), 1n k =.  
) تعدادpSنشان دهيد در.  عددي اول باشدpفرض كنيد. 2 1)! 1p−  هست كه  عنصر+

pxدر معادلة e=دنكن صدق مي.  
1 فرض كنيد.3 m n< G( ... 2 1),( ... 2 1)و> m n=< شامل يك  Gثابت كنيد. <

  .است3طول دور به
,(7 6 5 4 3 2 1) نشان دهيد.4 (2 6)(3 4)H =<   . است7S ازنصري ع168يك زيرگروه<
  . مطلوب است گروه حركت و گروه تقارن يك مكعب.5
  

  
 

 ).1369( نشر علوم پايه، چاپ اول .ها اي بر نظرية گروه مقدمه.  درفشه،  محمدرضا.1

2.  Fraleigh, J. B. A First Course in Abstract Algebra. Addison-Wesley, 

1999.  
3.  Herstein, I. N. Topics in Algebra. New York , Blaisdell,1984.  

  

  

  

  

  

  منابعي براي مطالعة بيشتر  

  

  

  

  

  

مسائل مبارزه طلب  
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4 فصل  

 و قضيه لاگرانژ ها هم دسته
   
 

 
:خوانيد در اين فصل مي  

 
ها دسته هم 4-1  
قضيه لاگرانژ 4-2  
عكس قضيه لاگرانژ 4-3  
قضيه اويلر و قضيه فرما  4-4  

 
 

 

 
  

كند  اين قضيه بيان مي. هاي متناهي است ترين نتايج نظريه گروه قضيه لاگرانژ، يكي از مهم 
اين قضيه ابزاري بسيار قوي در آناليز . كند كه مرتبه هر زير گروه مرتبه گروه را عاد مي

تواند داشته  هايي مي گويد يك گروه چه نوع زيرگروه هاي متناهي است، كه به ما مي گروه
 .ها براي فهم قضيه لاگرانژ نيازي اساسي است دسته مبحث هم. باشد

 

 

 

 

 

 

 مقدمه 

www.mathematic87.blogfa.com



4فصل  

 

٦٢ 

 
  

H يك گروه وGفرض كنيد  G≤.اگرg G∈   آنگاه مجموعـه ،{ }Hg hg h H=  را يـك   ∋
} و مجموعه  Gدر H راستدسته    هم }gH gh h H=  H چـپ  دسـته  هـم  را يـك     ∋
 .نامند  ميGدر
 

6Gفرض كنيد :1مثال = ]،{ }0, 3H   در اين صورت. =
{ }0 3 0, 3 ,H H+ = + =  
{ }1 4 1, 4 ,H H+ = + =  

.{ }2 5 2,5H H+ = + =  
  

  
v اند يكي چپراست و هاي  دسته هم )مانند مثال بالا(هاي آبلي  در گروه :تذكر.  

 
3Gفرض كنيد : 2مثال S=،( ) ( ){ }1 , 1 2H G=  Hراستهاي  دسته  در اين صورت هم≥

  :تند ازرعباGدر
   ( ) ( )1 1 2 ,H H H= =  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 3 1 3 2 1 3 , 1 3 2 ,H H= =  
( ) ( ) ( ) ( ){ }2 3 1 2 3 2 3 , 1 2 3 .H H= =  

  تند ازر عباچپهاي  دسته و هم
   ( ) ( )1 1 2 ,H H H= =  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 3 1 2 3 1 3 , 1 2 3 ,H H= =  
( ) ( ) ( ) ( ){ }2 3 1 3 2 2 3 , 1 3 2 .H H= =  

  . لزوماً يكي نيستندG درH چپ راست وهاي دسته شود هم همان طوري كه مشاهده مي
  

 

 

 

 

 

هادسته هم4-1 

1-4تعريف  
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ها وقضيه لاگرانژ دسته هم  ٦٣ 

  

  
  در اين صورت. باشدG يك زير گروه ازHفرض كنيد

g اگر)1( G∈آنگاه ،g H Hg H∈ ⇔ g و= H gH H∈ ⇔ =.  
1 براي هر)2( 2,g g H∈،  

1
1 2 2 1Hg Hg g g H−= ⇔ 1 و∋

1 2 1 2g H g H g g H−= ⇔ ∈.  
g اگر)3( G∈آنگاه ،H Hg gH= =.  
1 براي هر)4( 2,g g H∈،  

1 2Hg Hg∩ = 1يا∅ 2g H g H=1و 2g H g H∩ = 1يا∅ 2g H g H=.  
  . استGز برايرا يك افG درH)چپ(راست هاي  دسته  مجموعه هم)5(
 ، باشندG درH چپوراست هاي  دسته  به ترتيب مجموعه تمام همHR،HL اگر)6(

Hآنگاه H=R L.  
  . كنيم  ثابت ميراستهاي  دسته قضيه را  فقط در مورد هم،  به دليل تشابه: اثبات

 )1(( Hg فرض كنيد:⇐( H= .چونe H∈پس g eg Hg H= ∈ =.  
( Hg پس، استGزير گروهي از H چون:⇒( H⊆1 وHg H−   بنابراين. ⊇

1( ) .H Hg g Hg H−= ⊆ ⊆  
Hg از اينرو H=.   

  .آيد  به دست مي)1( به آساني از قسمت  :)2(
Hgابعتوان نشان داد كه ت  به آساني مي:)3( H→با ضابطه hg h6ست دو سويي ا.  
1فرض كنيد :)4( 2Hg Hg∩ ≠ 1 و∅ 2a Hg Hg∈ 2hبنابراين عناصر. ∩ H∈،1h  چنان

1موجودند كه 1 2 2a h g h g= 1، و از اينجا = 1
2 1 2 1g g h h H− −=  ، )2( و طبق قسمت ∋

1 2Hg Hg=.   
g اين واقعيت كهو) 4( قسمت  از):5( GG Hg∈=   .آيد بدست مي∪

1-4قضيه
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4فصل  

 

٦٤ 

  :كنيم  تعريف مي:)6(

( ) 1

: H H

Hg g H

ϕ

ϕ −

→

=

R L  

1اگر.  خوش تعريف استϕدهيم كه ابتدا نشان مي 2Hg Hg=،1 آنگاه
2 1g g H−  و در ∋

1نتيجه 1
1 2g H g H− −=.   

1اگر.  دو سويي استϕكنيم كه حال ثابت مي 2( ) ( )Hg Hgϕ ϕ=،1 آنگاه 1
1 2g H g H− −= .

1بنابراين
2 1g g H− 1 و در نتيجه∋ 2Hg Hg= .ييعنϕبالاخره براي .  يك به يك است

HgHهر ∈ Lداريم :  
1 1 1( ) ( ) ,Hg g H gHϕ − − −= =  

   . پوشا استϕيعني

  
  :اهيم داشت تعريف زير را خو،قضيه قبل) 6(با توجه به قسمت 

  
  

Hيك گروه وGفرض كنيد G≤ .متناهي يا ( چپ  راست ياهاي دسته تعداد هم
] ناميده وباGدرHانديسراGدرH)نامتناهي ]:G Hدهيم  مينمايش.  

 
6Gفرض كنيد : 3مثال = ]،{ }0, 3H ] در اين صورت. = ]: 3G H =.  

  
3Gفرض كنيد :4مثال S=،( ) ( ) ( ){ }1 , 1 2 3 , 1 3 2H ]در اين صورت. = ]: 2G H =.  

  
  . داريم رازيرقضيه اساسي هاي يك گروه،  زير گروهدر مورد انديس 

  
  

2-4تعريف
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Kبه طوري كه  باشندGهايي از گروه  زير گروهH،Kفرض كنيد H G≤ در اين . ≥
  صورت

: : : .G K G H H K⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= 

ii، قضيه قبل خواهيم داشت)5( و )4( قسمت با توجه به :اثبات I
G Ha∈=∪كه ia G∈ 

] ها مجزا وiHaو ]:I G H=.به طور مشابه jj J
H Kb∈=∪كه jb H∈و jKb ها مجزا 

]و ]:J H K= .بنابراين:  

( ),
( ) .i j i j i

i I i I j J i j I J
G Ha Kb a Kb a

∈ ∈ ∈ ∈ ×
= = =∪ ∪ ∪ ∪  

jاگر نشان دهيم iKb aآنگاه، مجزايند   
[ ] [ ][ ]: | | : : ,G K I J I J G H H K= × = =  

stj اگر. و قضيه اثبات است iKb a Kb a ≠  قضيه) 4(ت مطبق قس، آنگاه ∩∅
stjقبل iKb a Kb a=در نتيجه وk K∈ چنان موجود است كهstj ib a kb a=. با توجه به اين 
k كه H∈،tb،jbداريم :  

.siHa Ha=  
iدر نتيجه s=لذا  و tjb kb= .بنابراينtjKb Kb= در نتيجهو j t= .ايم   نشان دادهيعني

jكه iKb aها مجزايند .  
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٦٦ 

  

  
H يك گروهGفرض كنيد G≤ .در اين صورت  

: .G G H H⎡ ⎤⎣ ⎦=  

}در قضيه قبل قرار دهيد :اثبات }K e=.  

  
  

 در اين صورت. يك گروه متناهي باشدGفرض كنيد
H اگر)1 ( G≤،آنگاه H G) مرتبهHمرتبه Gكند  را عاد مي(،  
gاگر )2( G∈،آنگاه ( )g GD) مرتبهgمرتبه Gكند  را عاد مي(،  
g اگر )3( G∈،آنگاهGg e=. 

  .نتيجه مستقيم قضيه لاگرانژ است :)1 (اثبات
)چون :)2( )g g=D خواهيم داشت) 1(، لذا طبق قسمت( )g GD.  
  .دآي بدست مي) 2( از قسمت ):3(

  
  

 و داراي زير  بودهدوريGدر اين صورت.  باشد از مرتبه عددي اولگروهيGفرض كنيد
  . باشد گروه غير بديهي نمي

Gفرض كنيد :اثبات p=عددي اول و g G∈با توجه به اين .  باشد غير همانينصر ع
)كه )g GD داريم ( )g p=Dو در نتيجه G g=به علاوه چون.  و دوري استG p= ،

} جز زير گروهيGشود كه بنابر قضيه لاگرانژ به سادگي ديده مي }eو Gندارد .  

  

)قضيه لاگرانژ (3-4قضيه

 1-4نتيجه

2-4نتيجه
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 به صورت HK حاصل ضربآنگاه، باشندGهاي غير تهي از يك گروه زيرمجموعهKوHاگر
  :شود يزير تعريف م

{ }, .HK hk h H k K= ∈ ∈  
هايي از   هر دو زير گروهH،Kحتي اگر.  نداريمHKدرحالت كلي اطلاعات زيادي در مورد

 1 فصل18 و17تمرين  ( نباشدG زير گروهHK باشند، باز هم ممكن استGيك گروه
  : داريمHKاما در مورد تعداد عناصر. )ملاحظه شود

  
   در اين صورت. باشندGهاي متناهي از يك گروه  زير گروهH،Kفرض كنيد

.
H K

HK
H K

=
∩

  

  :فرض كنيد :اثبات
[ ]: .

K
n K H K

H K
= ∩ =

∩
  

  رو از اين
1 2( ) ( ) ... ( ) ,nK H K k H K k H K k= ∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩  

ikكه K∈و ( ) iH K k∩با توجه به اين كه.  ها مجزايند( )H H K H∩   : داريم=
1 2 ... .nHK Hk Hk Hk= ∪ ∪ ∪  

i فرض كنيدحال j≠و i jHk Hk∩ ≠ hناصرصورت ع در اين. ∅ H′ ∈،h وجود دارند به 
iقسمي كه jhk h k′= ،1رو از اين 1

i jk k h h− −   : و لذا=′
1 .i jk k H K− ∈ ∩  

)رو ازاين ) ( )i jH K k H K k∩ = i    كهi،jدر نتيجه به ازاي هر. ، كه تناقض است∩ j≠، 
i jHk Hk∩ =   بنابراين. ∅

. .
H K

HK H n
H K

= =
∩

  

  

 4-4قضيه
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 باشند به طوري Gهايي از يك گروه متناهي  زير گروهH،Kاگر

Hكه G>،K G> آنگاه { }.H K e∩ ≠  
HKبا توجه به اين كه :ثباتا G⊆،داريم :  

.
,

G GH K G
G HK

H K H K H K
≥ = > =

∩ ∩ ∩
  

1Hو لذا K∩ >.  

  
  

   آنگاه، باشندGهايي از گروه  زير گروهK وHاگر
[ ] [ ]: :K H K G H∩ ≤  

]و اگر ]:G Hمتناهي باشد، آنگاه   
[ ] [ ]: : .K H K G H G HK∩ = ⇔ =  

Hهاي راست دسته  مجموعه همه همAفرض كنيد :اثبات K∩در Kو Bهمه   مجموعه 
   :كنيم تعريف مي.  باشدG درHهاي راست دسته هم

( )

:

H K k Hk

ϕ →

∩ 6

A B  

  بنابراين.   تابعي يك به يك استϕ  بوضح
[ ] [ ]: : .K H K G H∩ = ≤ =A B  

]اگر ]:G Hمتناهي باشد، آنگاه [ ] [ ]: :K H K G H∩ از .  پوشا باشدϕ اگر و فقط اگر=
G پوشا است اگر و فقط اگرϕ طرف ديگر HK=.  

  

  

 3-4نتيجه

 5-4قضيه
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در اين .  باشندG دو زير گروه با انديس متناهي از گروهH،Kفرض كنيد
]صورت ]:G H K∩ متناهي است و   

[ ] [ ][ ]: : : .G H K G H G K∩ ≤  
  علاوه بر اين

[ ] [ ][ ]: : : .G H K G H G K G HK∩ = ⇔ =  
  .شود به آساني از قضيه قبل نتيجه مي :اثبات

  
  

  
  
d باشد، آنگاه G زيرگروهي از گروه متناهيHاگركند كه  قضيه لاگرانژ بيان مي  H= 

ا عكس اين قضيه درست شود كه آي اكنون اين سؤال مطرح مي  . استGمقسوم عليهي از
 داراي زير G، آياG مقسوم عليهي از dيك گروه متناهي باشد و Gاست؟ يعني اگر
   هست؟dگروهي از مرتبه
 ولي در حالت كلي ،)7 از فصلa(9(تمرين  (هاي آبلي درست است ورد گروه اين مطلب در م
  .جواب منفي است

  
a,اگر.  يك گروه باشدGفرض كنيد b G∈،گوييم a مزدوجb مانندينصرع است اگر  
g G∈1 وجود داشته باشد به طوري كهgag b− =.  

  
  :دراين صورت.  باشندnSدور در دو  α،βفرض كنيد

 

 

 

 

 

عكس قضيه لاگرانژ4-3 

 4-4نتيجه
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α،βداراي طول يكساني باشند ⇔ αمزدوج βاست .  
)اثبات 1رض كنيدف :⇒( 2(   ... )ka a aα =،nSσ 1σασ چنان باشد كه∋ β− در اين . =
  صورت

1
1 2( ( ) ( ) ... ( )),

k
a a aβ σασ σ σ σ−= =  

  . داراي طول يكسانندα،βيعني
( 1رض كنيدف: ⇐( 2(   ... )

k
a a aα =،1 2(   ... )

k
b b bβ   :دهيم  قرار مي.=

1 2 1 2

1 2 1 2

{ , , , } {1,2, , } { , ,..., },

{ , , , } {1,2, , } { , ,..., }.
n k k

n k k

x x x n a a a

y y y n b b b
−

−

= −

= −

… …

… …
  

nSσجايگشت   :كنيم صورت زير تعريف مي ه را ب∋
        

( )
       

   i i

i i

b x a
x

y x x
σ

=⎧
= ⎨ =⎩

  

1σασدر اين صورت β−   . استβ مزدوجα يعني،=

  

  
4Aنيست6رتبه داراي زيرگروهي از م .  

 براي دهيم كه ابتدا نشان مي.  باشد6 مرتبهبا 4A زيرگروهي ازHفرض كنيد :اثبات
4Aσهر ∈،H Hσ σ=) اگر. ) مراجعه شود9ن به تمريHσ .  مطلب واضح است،∋
Hσاگر ]  چون در اين صورت∌ ]: 2G H   ، خواهيم داشت كه=

{ },
H

H Hσ=Rو { },
H

H Hσ=L  
باشند،  ميG افرازهايي برايG درHهاي راست وچپ دسته چون مجموعه هم

Hپس Hσ σ= .  
شامل د  بايH پس، است6 زيرگروهي از مرتبهH و3 طول بههشت دور 8 داراي4Aچون

) مانند3 طول بهدوري    )a b cحال فرض كنيد.  باشد(   )u v w3 طول  بهدور دلخواهي 
4Aσصورت با توجه به قضيه فبل، در اين.  باشد4Aاز    چنان موجود است كه∋

 5-4نتيجه
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1 1(   ) (   ) .u v w a b c H Hσ σ σ σ− −= ∈ =  
  .است كه تناقض ، خواهد بود3طول  شامل تمامي دورهاي بهHرو ازاين

  
  

  

  
  

  .توان به آساني اثبات كرد با استفاده از قضيه لاگرانژ بعضي از نتايج مهم نظريه اعداد را مي
  

1n است كه براي هر` يك تابع با دامنه اويلر-φتابع   :شود به صورت زير تعريف مي ≤
1تعداد اعداد طبيعي m n≤ )اند  اولn، كه نسبت به> )nφ =.  

  
0n دو عدد صحيح كهn،aفرض كنيد ) و< ), 1a n ) در اين صورت.= ) 1nnaφ ≡.  

)فرض كنيد :اثبات )U nهاي  گروه يكهn]دراين صورت با توجه به اين كه.  باشد  
( )a U n∈و ( ) ( )U n nφ=  

)داريم ) 1naφ ) ولذا = ) 1nnaφ ≡.  

  
nعددي اول ( حالت خاص قضيه اويلر   .باشد  منسوب به فرما مي،)=

  
p| عدد اولي باشد كهp يك عدد صحيح وaفرض كنيد a/ .در اين صورت:  

1 1.
ppa − ≡  

  : داريمbعلاوه بر اين براي هر عدد صحيح
.

ppb b≡  

 

 

 

 

 

 قضيه فرماو قضيه اويلر4-4 

)قضيه اويلر (7-4قضيه

)قضيه كوچك فرما (8-4قضيه

4-4تعريف
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1736) لوئيس لاگرانژ-اسبج دي ايتاليايي و  متولد تورين ايتاليا داراي اجدا−(1813
لئونارد اويلر قدرت و . استعداد رياضيات وي در سنين كم ظهور پيدا كرد. فرانسوي است

 كشف ،كرد  سالگي موقعي كه با وي روي حساب تغييرات كار مي19توانايي لاگرانژ را در سن
 سالگي به آكادمي 23در سن.  رويال آدتيلري در تورين شددر آن سال او استاد مدرسه. كرد

ها، فيزيك، مكانيك، حساب تغييرات،  كارهاي او در نظريه اعداد، نظريه گروه. برلين پيوست
ر به يتوان همراه با لاپلاس و لاوازي او را مي. شد  بانظريه معادلات و معادلات ديفرانسيل مي

 .هاي متري نام برد عنوان طراحان سيستم

  

  
  

 ،  باشد7،5 از مرتبههايي  زير گروه دارايGاگر.  يك گروه متناهي باشدG فرض كنيد.1
35Gآنگاه ≥.  

  .توانند باشند  چه اعدادي ميGعناصرمرتبه .  باشد60 يك گروه از مرتبهG فرض كنيد.2
  .است5داراي زيرگروهي از مرتبة10 نشان دهيد هر گروه از مرتبة.3
  : زيرهاي داده شده روههاي چپ و راست زير گ دسته  همةمطلوب است مجموع. 4

(a) 824 در]،  
(b) 3]در ]،  
(c) nAدر nS،  
(d) Tدر*^،  

 

 

 

 

 

 توضيح تاريخي 
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(e) ( ) ( ) ( ){ }1 , 1 2 3 , 1 3 2H   .4S در=
زيرگروهي با . نيست4 و3,2داراي زيرگروهي با انديس5A ثابت كنيد.5

  .بيابيد5Aدر5انديس
  .است−1pمضربي ازG متناهيدر گروهp از مرتبة عدد اولناصرع نشان دهيد تعداد .6
  .رزي استا  يك رابطه همGنشان دهيد رابطه مزدوج بودن در گروه. 7
2G فرض كنيد.8 n= . نشان دهيدGاگر.است 2 از مرتبةنصري داراي ع nفرد و G 

  .دارد2 از مرتبةنصريك ع فقط Gآبلي باشد، نشان دهيد
H با نماد  گوييم وزيرگروه نرمالرا يك GازHزير گروه .9 Gدهيم نمايش مي�، 

gHاگر Hg=براي هر g G∈)ملاحظه شود6فصل .(  
]فرض كنيد  ]: 2G H   :صورت  در اين.=

(a)اگر a،bدر H ،آنگاه نباشدab H∈،  
(b)  H G�.  

gو G دو زير گروه ازK وH فرض كنيد.10 G∈ .نشان دهيدgH gK∩دسته   يك هم
Hاز K∩در Gاست .  

a,وG دو زير گروه ازK وH فرض كنيد.11 b G∈ .نشان دهيد:  
(a)اگر aH bK=آنگاه ،H K=،  
(b)اگر  aH bK∩ ≠ c، آنگاه∅ G∈چنان موجود است كه( )c H K aH bK∩ = ∩.  
] باشند وG دو زير گروه ازK وH فرض كنيد.12 : ]G H m=،[ : ]G K n= .صورت  در اين
)اگر , ) 1m n ] آنگاه= : ]G H K mn∩ =.  
]باشد بطوريكه G زيرگروهي از  H فرض كنيد  .13 : ] 2G H دسته  چپ     دو هم gHوHاگر. =

2gنشان دهيد ،دنباشGدرHمجزاي H∈.  
2G فرض كنيد.14 n= . ناصرعاگر نصفGديگر تشكيل گروهي  عناصر نصف  و2از مرتبة

  .استGاز مرتبة فرد و زيرگروهي آبلي از Hشان دهيدن.  بدهندnاز مرتبةHمانند
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15. (a)فرض كنيد H،Kهايي از  زيرگروهGروي∽ باشند، رابطه G را به صورت زير 
  :كنيم تعريف مي

x y∼ناصر ع اگر h H∈و k K∈ موجود باشند كهاي   بگونهhxk y=.  
  ، استGارزي روي  نشان دهيد كه اين رابطه يك رابطه هم

(b)فرض كنيد Hو Kدو زير گروه متناهي از Gصورت براي  در اين.  باشند
xهر G∈داريم:  

1

| || |
| | .

| |
H K

HxK
H xKx−

=
∩

  
(c)فرض كنيد H،Kهايي از  زيرگروهGفرض كنيد.  باشند:  

( ) 1{ | }.KN H k K kHk H−= ∈ =  
( )KN H ساز  نرمالراHدرKنشان دهيد .گوييم ( )KN Hزير گروهي از Gدر .   است

   :حقيقت
   ( ) ( ) .K GN H N H K= ∩   

(d) هاي  تعداد مزدوج  نشان دهيدHناصرع  القاء شده بوسيلةKيعني ، 
1{ | }kHk k K− ) برابر است با ،∋ )[ : ]KK N H.  

 بايد حاوي Gنشان دهيد كه.  باشدnp گروهي از مرتبهG عددي اول وp فرض كنيد.16
3nاگر.  باشدpزير گروهي از مرتبه   ؟ است2p داراي زيرگروهي از مرتبهG آيا≤

) دارايGنشان دهيد.  باشدn يك گروه دوري از مرتبهG فرض كنيد.17 )nφمولد است .  
  :نشان دهيد n براي عدد صحيح مثبت.18

( ).
d n

n dφ=∑  

دوري است اگر وفقط اگر Gنشان دهيد. باشدnز مرتبةيك گروه متناهي اG فرض كنيد.19
  . داشته باشيمd زير گروه منحصربفردي از مرتبة،nازdبراي هر مقسوم عليه

) آنگاه،عددي اول باشدp اگر)سونقضية ويل( .20 1)! 1
p

p− ≡−.  
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Hو  باشد مولد يك گروه متناهيG فرض كنيد.1 G≤ . اگر[ : ]G H  H، آنگاه∞>

   . متناهي مولد است
Gباشند و G سه زير گروه سره از L وH ،K فرض كنيد.2 H K L= ∪   :  ثابت كنيد∪

[ : ] [ : ] [ : ] 2.G H G K G L= = =  
xگروهي متناهي باشد كه به ازاي هرGفرض كنيد .3 G∈2 داشته باشيمx e= . نشان

  . باشد2بايد تواني ازGدهيد كه
G كنيدفرض .4 pq=كه،pوqباشند و دو عدد اول ميp q> .ثابت كنيدG حداكثر يك

  . داردpزير گروه از مرتبة
1m فرض كنيد.5 |ثابت كنيد. يك عدد طبيعي باشد< ( 1)nn mφ −.  
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5 فصل  

 يكريختي
   

 

 
:خوانيد در اين فصل مي  

 
  يكريختي 1- 5
قضيه كيلي   2- 5  
ها ريختي خود 3- 5  
هاي مستقيم  حاصل ضرب4- 5  

 
  

 
 

مفهوم  . كلاين متفاوت است   نصري با گروه چهار ع    [4دانيد گروه دوري     همان طوري كه مي   
تـا كنـون ايـن      . هاي مختلف به وجود آمده است       راي نشان دادن تفاوت بين گروه     بيكريختي  

) يكريخـت ( داراي سـاختار يكـساني   H وGاحساس در شما بـه وجـود آمـده كـه دو گـروه         
هـم  . مثل هـم باشـند     و نام عمل دو تايي مربوط كاملاً         نصر اگر قطع نظر از نام هر ع       ،هستند

 را به صـورت دقيـق رياضـي         H و Gدو گروه  يكريختي   اكنون مفهوم يكسان بودن ساختار يا     
  .كنيم بيان مي

 

 

 

 

 

 مقدمه 
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٧٨ 

 

  
G:تابع.  دو گروه باشندH وGفرض كنيد Hϕ  )ايزومورفيسم( يكريختي  يك→
  رشود اگ ناميده مي

)1(φيك به يك و پوشا باشد ، 
a, براي هر)2( bدر G،( ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ=.  

 )ايزومورف( يكريختH باGگوييم  موجود باشد، مي يكريختي يكH بهGوقتي از
  :نويسيم است و مي

.G H≅  
Gنويسيم نباشد مييكريخت  H باG اگر ≅H.  

v رابطة   درتوجه داشته باشيد كه      :تذكر ( ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ= ضرب ،ab در G  بـوده
)در حالي كه ضرب ) ( )a bϕ ϕ درHاست  . 

  
4يمده مينشان  :1مثال i≅].  
:4تابع iφ ) را با ضابطه[→ ) nn iϕ  يك به يك و پوشا ϕوضوح به. كنيم  تعريف مي=

  است و
( ) ( ) ( ).m n m nm n i i i m nϕ ϕ ϕ++ = = =  

  
وضوح  هب.  استيكريخت تحت عمل ضرب \+مل جمع با تحت ع\دهيم مينشان  :2مثال
ϕ:تابع +→\ )  با ضابطه\ ) xx eϕ    يك به يك و پوشا است و همچنين =

( ) ( ) ( ).x y x yx y e e e x yϕ ϕ ϕ++ = = =  

1-5تعريف
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  نيستند بايد نشان دهيم كه هيچيكريخت  H وGبراي اين كه نشان دهيم دو گروه

  .هاي زير توجه كنيد به مثال.  موجود نيستH بهG ازيكريختي
  

 وجود [4 به3Sهيچ تابع يك به يك و پوشايي از. نيستيكريخت  [4 با3Sگروه :3 مثال
  .ندارد

  
فرض  ) خلفبرهان. ( يكريخت  نيست\ با گروه جمعي[ گروه جمعي:4مثال
ϕ:كنيد →] (0)صورت  دراين .ي باشد يك يكريخت\ (0 0) (0) (0)ϕ ϕ ϕ ϕ= + = و در +
(0)نتيجه 0ϕ nرو براي هر ازاين. = ∈ 0 داريم[ ( ( )) ( ) ( )n n n nϕ ϕ ϕ= + − = + ، يعني −

( ) ( )n nϕ ϕ− = (1)حال فرض كنيد. − aϕ mپوشاست، پسϕچون . = ∈ چنان موجود [
)است كه ) /2m aϕ 0aيك به يك است، پسϕچون. = 0mو درنتيجه ≠ 0mاگر. ≠ > ،

  آنگاه 
/2 ( ) (1 1 1) (1) .a m m maϕ ϕ ϕ= = + + + = ="�������	������
  

  
1/2mدرنتيجه 0mاگر. ، كه تناقض است=   ، آنگاه >

/2 ( ) ( ) (1 1 1) (1) .a m m m maϕ ϕ ϕ ϕ− = − = − = + + + = − = −"�������	������
  
  

1/2mدرنتيجه  \ با گروه جمعي[گروه جمعي  بنابراين. تناقض است دوباره، كه=
  . نيستيكريخت 

  
v در . ها بررسي كرد توان با استفاده از نظرية مجموعه اين مثال را همچنين مي :تذكر

 [هيچ تابع يك به يك و پوشايي از متفاوتند،  \و[حقيقت، چون اعداد اصلي
.  يكريخت  نيست\ با گروه جمعي[ و در نتيجه گروه جمعي موجود نيست\به

m     بار

−m     بار

www.mathematic87.blogfa.com



5فصل  

 

٨٠ 

مباني ( ها  تواند به كتب نظريه مجموعه خواننده براي اطلاع بيشتر در اين مورد مي
  .رجوع كند) رياضيات 

  
  .نيستيكريخت  _* گروه ضربي با_ گروه جمعيمدهي مينشان  :5 مثال

ϕ:*فرض كنيد →_ q، عنصرϕبا توجه به پوشا بودن. باشديكريختي  يك _ ∈  چنان _
) موجود است كه ) 2qϕ    داريم.=

( ) 22 ( /2 /2) ( /2) ( /2) ( /2) ,q q q q q qϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = + = =  
)  با گويا بودنكه /2)qϕوجود ندارد _* به _ ازيكريختي  هيچ  بنابراين.استتناقض  در.  

  
، هماني نصروه بر حفظ عمل دوتايي، ععلايكريختي دهد كه يك   قضيه زير نشان مي

  .كند  را نيز حفظ مينصرمعكوس، توان و بالاخره مرتبه هر ع
  

G:فرض كنيد Hϕ  . باشد يكريختي يك→
) باشد، آنگاه Gهماني نصر عe اگر)1 ( )eϕهماني نصرعHاست ،  
g براي هر)2 ( G∈،1 1( ) ( )g gϕ ϕ− −=، 
g براي هر)3 ( G∈و هر n ∈ ]،( ) ( )n ng gϕ ϕ=، 

g براي هر)4(  G∈،( ) ( ( ))g gϕ=D D.  

)داريم :)1( اثبات ) ( ) ( ) ( )e ee e eϕ ϕ ϕ ϕ= )،Hلذا طبق قانون حذف در، = )eϕنصر ع
  .باشد ميHهماني

  .آيد اين گزاره با توجه به مطلب زير به دست مي :)2(
1 1( ) ( ) ( ) ( )e gg g gϕ ϕ ϕ ϕ− −= =  

  .آيد  اين گزاره به آساني با استقراي رياضي به دست مي:)3(

1-5قضيه

www.mathematic87.blogfa.com



 يكريختي

 

٨١ 

)فرض كنيد :)4( )g =∞D .دهيم نشان مي( ( ))o gϕ )اگر. ∞= ( ))g nϕ =D متناهي باشد، 
)آنگاه  ) ( ) ( )n n

Hg g e eϕ ϕ ϕ= = خواهيم  ϕ به يك بودن كي توجه به با و در نتيجه =
ngداشت e=،حال فرض كنيد.  كه تناقض است( )g n=D . در

)صورت اين ) ( ) ( )n n
Hg g e eϕ ϕ ϕ= = ) لذا و= ( )) |m g nϕ= D .چون  ديگرفز طرا 

( ) ( ) ( )m m
Hg g e eϕ ϕ ϕ= = mgخواهيم داشت ϕ به يك بودن كبا توجه به ي و = e= 

n|پس m .بنابراينn m=و قضيه ثابت است .  

  
v از قضيه فوق تنها از  )3( و )2 (،)1(هاي  شود كه در اثبات قسمت ديده مي :تذكر

)صيتخا ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ= ،يعني تنها خاصيتي كه مورد استفاده شده است
هر تابعي كه فقط داراي اين خاصيت .  حفظ عمل دوتايي است،استفاده قرار گرفته

ها ايفا  ها نقش مهمي در نظريه گروه ريختيهم. شود  ناميده ميريختيباشد يك هم
 .گيرند  بررسي قرار ميكنند كه به طور مفصل در فصل بعدي مورد مي

  
G:فرض كنيد Hϕ   :در اين صورت.  باشد يكريختي يك→

)1( G H=،  
)2( 1 : H Gϕ−   ، است يكريختييك→
  ، نيز آبلي استHيك گروه آبلي باشد، آنگاهG اگر)3 (
 ، نيز دوري استH يك گروه دوري باشد، آنگاهG اگر)4 (

  ، استnز مرتبهي انصرنيز داراي عH باشد، آنگاهnي از مرتبهنصر داراي عGاگر) 5( 

 n نيز داراي زيرگروهي از مرتبهH باشد، آنگاهnداراي زيرگروهي از مرتبهGاگر) 6(
  .است

  .آيد به دست ميϕودن  از يك به يك و پوشا ب:)1 (اثبات

2-5قضيه
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1  به وضوح :)2(  : H Gϕ− h,فرض كنيد. است يك به يك و پوشا يتابع→ k H∈ .
a,پوشاست عناصري چونϕچون b G∈ موجودند بطوريكه( )a hϕ )و = )b kϕ   بنابراين . =

1 1 1 1 1( ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ) ( ),hk a b ab ab h kϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − − −= = = =  
1يعني : H Gϕ−   .است يكريختييك →

h, فرض كنيد:)3(  k H∈ .چونϕعناصري ، پوشاست
a,چون b G∈موجودندكه( )a hϕ )و= )b kϕ   بنابراين. =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,hk a b ab ba b a khϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = =  
  .آبلي استHيعني

G فرض كنيد:)4( a=< ) در اين صورت واضح است كه< ) ( )H G aϕ ϕ= =< >.  
  .آيد مي بدست 1قضية ) 4(از قسمت :)5(
1Gفرض كنيدا :)6( G≤ .1صورت  در اين 1( )H G Hϕ= وضوح  هو ب≥

1 1 1| :G G Hϕ  يك →
1در نتيجه. يكريختي است 1G H=.  

  
  

  

  . حفظ شود يكريختي خواصي است كه تحت، گروهخواص ساختاري

  .هايي از خواص ساختاري گروه اند خواص زير مثال
  ، گروه عناصرة  مرتب)1(
  ، گروهبودن  آبلي )2(
  ، گروهبودن دوري ) 3(
   ، داردn از مرتبهنصرعm دقيقاً گروه )4(
nx معادله)5( a=براي هر aجواب دارد گروه در .  

2-5تعريف 
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  .دهيم اينك چند مثال غير ساختاري ارائه مي
  ، ماتريس هستند گروه تمام عناصر)1(
  ، جايگشت هستند گروه تمام عناصر)2(
  ، عمل گروه تركيب است)3(
  ، گروه حاوي عدد مختلط است)4(
  . گروه عدد هستند عناصرتمام) 5(
  

  .اي دوري را طبقه بندي كنيمه اينك در موقعيتي هستيم كه بتوانيم گروه
  

Gفرض كنيد g=<   : در اين صورت.  يك گروه دوري باشد<
G اگر)1( n= آنگاه nG ≅ ]،   

G اگر)2( G آنگاه∞= ≅ ].    

  :مكني ف مي تعري:)1(  اثبات
:

     
n

m

G

m g

ϕ →]

6
  

    با توجه به اين كه 
1 2

1 2 1 2
m mm m n m m g g= ⇔ − ⇔ =  

ϕهمچنين. ك به يك و خوش تعريف استي  
( ) 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ).m m m mm m m m g g g m mϕ ϕ ϕ ϕ++ = + = = =  
  .استيكريختي يك  ϕ پوشا ست و درنتيجهϕوضوح هب
: تابع:)2( Gϕ ) با ضابطه[→ ) mm gϕ    به وضوح پوشا است و=

1 2 1 2
1 2 1 2( ) ( ) ( ).m m m mm m g g g m mϕ ϕ ϕ++ = = =  

3-5قضيه
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1فرض كنيد.  يك به يك استϕبنابراين كافي است نشان دهيم 2( ) ( )m mϕ ϕ= . بدون اين
1توان فرض كرد كه از كليت كاسته شود مي 2m m≥ .1رو  ايناز 2m mg e−  و در نتيجه =

1 2m m=.  

  
  
  

  
  
  

در مورد . استيكريخت  ها  دهد كه هر گروه با گروهي از جايگشت قضيه كيلي نشان مي
 nSي با زير گروهي ازنصر عnدهد كه هر گروه هاي متناهي قضيه كيلي نشان مي گروه

 ةها، دورها و تجزي با جايگشت، nSچرا كه در، اين قضيه بسيار مفيد است. استيكريخت 
هاي مجرد هيچ  ها به حاصل ضرب دورها آشنا هستيم در صورتي كه در مورد گروه جايگشت

  . گونه شناختي نداريم
  

 با زيرگروهي Gبعبارت ديگر،  هر گروه . استيكريختها  هر گروه با گروهي از جايگشت
    .  يكريخت استGSاز

  ويكGS از1Gكافي است يك زير گروه.  گروه مفروضي باشدGد فرض كني:اثبات
G:1 يكريختي Gθ gربراي ه.  را مشخص كنيم→ G∈ كنيم تعريف مي:  

:
     
g G G
x gx

τ →
6

  
) است G جايگشتي ازgτپس.  هم يك به يك و هم پوشا استgτچون  )g GSτ  اكنون .∋

  : كنيم فرض مي
{ }1 .gG g Gτ= ∈  

 

 

 

 

 

 قضيه كيلي5-2 

) كيليقضيه (4-5قضيه
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g,براي هر h G∈داريم g h ghτ τ τ=،1
1( )g g

τ τ −
−  باشد Gنصر هماني عe و به علاوه اگر=

  ).استGS زيرگروهي از1Gيعني( است GS ازid همان جايگشت هماني eτآنگاه 
  :كنيم تعريف مي

1:
    g

G G
g

θ
τ

→
6

  
g اگر hτ τ=آنگاه g h=،يعني θبودنپوشا  . يك به يك استθسرانجام  بديهي است و 

gh g hτ τ τ=بودن ، يكريختي θدهد  را نتيجه مي.  

  
  

X,فرض كنيد Yصورتدر اين. دو مجموعه غير تهي باشند:  
X اگر)1( Y=نگاه ، آX YS S≅، 

X اگر)2( n=آنگاه ،nXS S≅. 

f: فرض كنيد:)1(اثبات   X Y→يك دوسويي باشد و  XSδ همان طوري كه در . ∋
  :شود نمودار زير ديده مي

1f fY X X Yδ−
⎯⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→  

1
Yf f Sδ − :شود كه تابع به سادگي مشاهده مي. ∋ X YS Sϕ ) با ضابطه→ ) 1f fϕ δ δ −= 

  . استيكريختي يك 
}دهيم  قرار مي:)2( }1,2,...,Y n= . 1(در اين صورت با توجه به قسمت (

nXداريم YS S S≅ =.   

  
  .آيد از تركيب قضيه كيلي و قضيه فوق به آساني نتيجه زير به دست مي

  

 . است يكريختnSي با زير گروهي ازنصر عnهر گروه

5-5قضيه

1-5نتيجه
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ــد  ــرض كني ــد Gف ــروه باش ــك گ ــر.  ي ــيه G:  يكريخت Gϕ ــك→ ــودريختي  ي  خ
)Autرا با Gهاي  ريختي  خودمجموعة همة   . شود   ناميده مي  G از )تومورفيسما( )G نمايش

  .دهيم مي

idتابع هماني. گروه باشد يك G فرض كنيد:6مثال :G G→،كه id( )x x= يك
  .استGازخودريختي 

  
ϕ:  تابع:7مثال →] )با ضابطة [ )x xϕ =   .است[ از خودريختي يك−

  
v در حالت كلي:تذكر :G Gϕ )1 با ضابطة→ )x xϕ است Gازخودريختي  يك =−

 .آبلي باشدGاگر و فقط اگر

  

)Aut، آنگاه يك گروه باشدGاگر )G در واقع. به عمل تركيب توابع يك گروه استنسبت  
Aut( ) .GG S≤ 

id  چون:اثبات Aut( )G∈پسAut( )G ≠ , فرض كنيدحال . ∅ Aut( )f g G∈ با توجه به 
,اينكه Gf g S∈و GS1 پس،روه است يك گ

Gfg S− از . يك به يك و پوشاست−1fgو لذا∋
  : خواهيم داشت2-5قضيه ) 2(طرف ديگر با توجه به قسمت 

1 1 1 1 1( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ).fg ab f g a g b fg a fg b− − − − −= =  
1بنابراين Aut( )fg G− )Autيعني . ∋ )Gيك زير گروهGSاست .  

  

 

 

 

 

 

 ها  خودريختي 5-3 

3-5تعريف
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 Aut( )G هاي ريختي خودگروه راGناميم  مي.  

  

g يك گروه وGفرض كنيد G∈ .صورت تابع در اين  

1

:

     

g G G

x gxg

τ
−

→

6
  

  . استG خودريختييك 

  .شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
  

g: خودريختيهر  .  يك گروه باشد   Gفرض كنيد  G Gτ   داخلـي  خـودريختي  يـك    →
} يعنـي  ،G داخلـي    هـاي   ريختـي    خود مجموعة همة . شود   ناميده مي  Gاز | }g g Gτ  را   ،∋
)Innبا )Gدهيم نمايش مي.  

  

  :صورت در اين.  يك گروه باشدGفرض كنيد
Inn( ) Aut( ) .GG G S≤ ≤ 

id چون :اثبات Inn( )e Gτ = )Innپس∋ )G ≠ g,فرض كنيد حال. ∅ h G∈ . براي
xهر G∈داريم:  

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).g gh ghx hxh g hxh g gh x gh xτ τ τ τ− − − −= = = =  

4-5تعريف
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gبنابراين h ghτ τ τ= 1با قرار دادنوh g−=خواهيم داشت   
1

1 ( ) ,  g g
τ τ −

− =  
)Innيعني )Gيك گروه است.  

  
  

 Inn( )G  هاي داخلي  ريختي خودگروه راGنـصر هر ع. ناميم  ميAut( ) \ Inn( )G Gϕ ∈ 
را Gخـارجي هـاي      ريختـي   د خـو  ناميـده ومجموعـة همـة     Gارجيهاي خ    ريختي  خودرا  
)Outبا )Gدهيم نمايش مي.  
  
  

  
  

G,فرض كنيد دو گروه Hخواهيم گروه جديد بزرگتري با استفاده از   مي. داده شده باشند
Gحاصل ضرب دكارتي  H×بر عكس اگر گروه بزرگ.  بسازيمGداده شده باشد  . 

يكريخت هاي كوچكتري   رابا حاصل ضرب مستقيم گروهGتوان خواهيم ببينيم كه آيا مي مي
شود كه كار   مي هاي كوچكتر گروه مطالعة  به منجرGدر صورت اخير مطالعه گروه. ساخت

  . كند آسان ميرا نسبتاً 
  

2فرض كنيد 1,..., ,nG G G1حاصل ضرب دكارتي.  گروه باشند 2
1

n

ni
i
G G G G

=
= × × ×∏ با "

عمل ضرب مولفه اي چنين است كه . عمل دوتايي ضرب مولفه اي ساختار گروهي دارد
)اگر )1 2, ,..., ng g gو( )1 2, ,..., nh h hنصردو ع 

1

n

i
i
G

=
  باشند، آنگاه∏

( )( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, ,..., , ,..., , ,..., .n n n ng g g h h h g h g h g h=  

 

 

 

 

 

  هاي مستقيم حاصل ضرب5-4 
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2فرض كنيد 1,..., ,nG G Gحاصل ضرب دكارتي.  گروه باشند
1

n

i
i
G

=
 با عمل دوتايي ضرب مولفه اي يك ∏

  . شود  ناميده ميiGهاي  گروهم خارجيحاصل ضرب مستقيگروه است و 

 به وضوح:اثبات
1

n

i
i
G

=
باشد، آنگاه  iGنصر هماني عie اگر.نسبت به عمل دوتايي ضرب مولفه اي بسته است∏

( )1 2, ,..., ne e eر همانينص ع
1

n

i
i
G

=
)معكوس.  خواهد بود∏ )1 2, ,..., ng g gنصر ع( )1 1 1

1 2, ,..., ng g g− − − 

ها نتيجه iG به راحتي از شركت پذير بودن اعمال دوتايي بالاخره شركت پذير بودن اين عمل دوتايي.است
  .شود مي

  
  

فرض كنيد
1

n

i
i
G

=
∏( )1 2, ,..., nx g g g=  در x مرتبه صورت  دراين.∋

1

n

i
i
G

=
 برابر است با ∏

)كوچكترين مضرب مشترك )igDبعبارت ديگر .ها   

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )].nx g g g=D D D … D  

1  فرض كنيد:اثبات 2[ ( ), ( ), , ( )]nM g g g= D D … Dو ( )m x= D .اين صورت در:  
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,..., , ,..., , ,...,

M
M M M

n n ng g g g g g e e e= =

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,..., , ,..., , ,...,
m

m m m
n n ng g g g g g e e e= =  

m|از رابطه اول خواهيم داشت كه  .  استiG نصر همانيعieكه در اين جا  M . از رابطه
)دوم داريم  )ig mDو بنابراين طبق تعريف |M m در نتيجهوM m=.  

  

9-5قضيه  

10-5قضيه

www.mathematic87.blogfa.com



5فصل  

 

٩٠ 

)مرتبه :8مثال ) 2 31,1 ∈ ×] )پس.  است6برابر [ 2راي مولدي ب1,1( 3×] چون .  است[
2بنابراين. دقيقاً يك گروه دوري وجود دارديكريختي در حد  3 6× ≅] ] در حالت كلي . [

   .قضيه زير را داريم
  

  

  

mn m n≅ ×] ] ) اگر و فقط اگر[ ), 1m n =.  

)اثبات mفرض كنيد :⇐( n mn× ≅] ] )اگر. [ ), 1m n d=  در اين صورت براي <
)هر ), m na b ∈ ×]   : داريم [
  

( ) ( ) ( ) ( ), , , 0, 0 ,a b a b a b+ + + ="�������������	������������
  
  

] كه در اينجا  , ] ( ) /m n mnmn d= )ي چوننصربنابراين هيچ ع > ),a bتواند  نميm n×]  را [
) كه اين تناقض است پس توليد كند ), 1m n =.  
( )يدفرض كن :⇒( )1,1x ] ،از قضيه قبل داريم. = ]( ) ,x m n mn= =D.بنابراين  

m n mn× ≅] ] ].  

  
  
  . دو نتيجه زير را خواهيم داشت،استدلال استقراييبا 
  

2اگر 1,..., ,kn n nاعداد صحيح مثبتي باشند آنگاه   
1 2 1...k kn n n n n× × × ≅] ] " ] ] ⇔inها دو به دو نسبت به هم اول باشند .  

مرتبه [ , ]m n

11-5قضيه
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هاي اعداد اول متمايز، به   را به صورت حاصل ضربي از توانnفرض كنيد

1صورت
1 ... kn n

kn p p=در اين صورت. بنويسيم  :  

11
.
kn n

k
n p p≅ × ×] ] " ]  

 
v دهيم كه هر گروه آبلي متناهي با حاصل ضرب   نشان مي7 در فصل :تذكر

  :يكريخت استزير  شكلمستقيمي به 
11

,
kn n

kp p× ×] " ]  
  .هستند) نه لزوماً متمايز (  ها اعدادي اول ipكه در آن

  
 با Gدهيم كه چه وقت در اين بخش نشان مي.  داده شده باشدGفرض كنيد گروه مفروض

  .استيكريخت  هايش  زير گروه خارجيحاصل ضرب مستقيم
  

} يك گروه وGفرض كنيد } 1
n

i iH حاصل را G. باشدGهاي  خانواده اي از زير گروه=
  :ناميم هر گاه  ها ميiHيضرب مستقيم داخل

)1(i igH H g=1 هربراي i n≤ gو هر ≥ G∈،  

gنصر هر ع)2( G∈1را بتوان به طور منحصر به فردي به شكل 2... ng h h h= ،نوشت 
iكه ih H∈.  

 

v شرط نرمال بودندر تعريف فوق ) 1( شرط :تذكرiH است، يعني iH G� كه در ،
  .گيرد فصل بعدي مورد بررسي قرار مي

 3-5نتيجه
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   باشند به قسمي كهGهاي از گروه  زير گروهKوHفرض كنيد

)1( gH Hg=وgK Kg=براي هر g G∈،  

)2({ }H K e∩ =.    

hدراين صورت به ازاي هر H∈و k K∈داريم hk kh=.  

1نصر ع:اثبات 1h k hk− 1،)1(با توجه به فرض .  را در نظر بگيريد− 1h k hk H K− − ∈ ∩. 
1بنابراين 1h k hk e− − hk و در نتيجه= kh=.  

  
  

} خـانواده  داخلـي  حاصل ضـرب مـستقيم  Gفرض كنيد  } 1
n

i iH . هـايش باشـد    از زيـر گـروه  =
 يعني. ها استiH  حاصل ضرب مستقيم خارجيG راين صورتد

1 2 .nG H H H≅ × × ×"  

   :كنيم تعريف مي :اثبات

( )
1

1 2 1 2

:

, ,..., ...

n
ii

n n

H G

h h h h h h

ϕ

ϕ
= →

=

∏  

gنصرچون هرع.  و يك به يك است خوش تعريفϕوضوح هب. كنيم تعريف مي G∈ به طور 
1منحصر به فرد به شكل  2... ng h h h=شود، پس نوشته ميϕ  حال فرض . استدوسويي

iكنيد  j≠و i jx H H∈    صورتدر اين. ∩
                                                                                                     

... ... ... ... .x e x e e x e
↑ ↑

= =
  

1-5لم
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iبا توجه به اين كه j≠داريم ،x e= .نشان داده ايم كه براي هرi j≠ 
iداريم jH H e∩ =< >.  

i براي هر قبلبنابراين طبق لم j≠عناصرiHوjHرو ازاين. شوند با هم جابجا مي   
( )( )( ) ( )

( ) ( )
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

,..., ,..., ,..., ...

( ... )( ... ) ,..., ,..., ,

n n n n n n

n n n n

h h h h h h h h h h h h

h h h h h h h h

ϕ ϕ

ϕ ϕ

′ ′ ′ ′= =′ ′

′ ′ ′ ′= =
  

1لذا 2 nG H H H≅ × × ×".     
    

  
}فرض كنيد } 1

n
i iH   :اگر داشته باشيم.  باشدGهاي  خانواده اي از زير گروه=

)1 (i igH H g=1براي هر i n≤ g و هر≥ G∈،  
)2( 1 1... { }i iH H H e−∩ 2هر براي ،= i n≤ ≤،  

)3( 1... nG H H=، 

  . ها استiH داخلي حاصل ضرب مستقيمGآنگاه

i اگردهيم كه   ابتدا نشان مي:اثبات j≠ عناصر، آنگاهiH وjHطبق . شوند  با هم جابجا مي
}م دهيلم قبل كافي است نشان  }i jH H e∩ iفرض كنيد  .= j> ،1 يعنيi j− در  . ≤

  اين صورت
1 2 1... { }.i j i iH H H H H H e−∩ ⊆ ∩ =  

}در نتيجه }i jH H e∩    حال فرض كنيد.=
1 2 1 2... ...n ng h h h h h h′ ′ ′= =  

i,كه i ih h H′ iبا توجه به اين كه براي . ∋ j≠عناصر ،iHوjHشوند  ميجا ب با هم جا ، 
  :خواهيم داشت

1 1 1
1 1 1 1 1 2 1... ... { }.n n nn n nh h h h h h H H H H e− − −

− − −
′ ′ ′= ∈ ∩ =  

13-5قضيه
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nرو نازاي nh h′    در نتيجه  و=
1 2 1 1 2 1... ... .n nh h h h h h− −= ′ ′ ′    

i با ادامة اين روند خواهيم داشت،  ih h ′=،1 i n≤ ≤.  
g هربنابراين  G∈1رت به طور منحصر به فردي به صو 2... ng h h h=،i ih H∈،  نوشته

  .شود مي

  

  .شود با توجه به قضية فوق به آساني نتيجة مهم زير حاصل مي
  

}فرض كنيد } 1
n

i iH   :اگر داشته باشيم.  باشدGهاي  خانواده اي از زير گروه=
)1( i igH H g=1براي هر i n≤ g و هر≥ G∈، 
)2( 1 1 1... ni i iH H H H H e− +∩ =< 2 براي هر،…< i n≤ ≤،  

)3( 1... nG H H=،  
  . ها استiH حاصل ضرب مستقيم داخليGآنگاه

  

  
  

 سالگي پدر تاجر او علي رغم 17در سن . در انگلستان متولد شد1821آرتور كيلي در سال 
 رياضيات را  اسميت درةكيلي اولين جايز. ميل باطني اش وي را به دانشگاه كمبريج فرستاد

 سالگي به مطالعه حقوق پرداخت و بعد از سه سال كرسي 25در سن. به خود اختصاص داد
وكالت در دادگاه را به دست آورد اما بيشتر وقت آزاد خود را به مطالعه و تحقيق در رياضيات 

ي در دانشگاه كمبريج  سمت استاد، با كناره گيري از وكالت1863درسال . داد اختصاص مي
 ها،  هاي نظريه ميدان، نظريه گروه زمينه مقاله در 900كيلي بيش از .  بدست آوردرا در 

 

 

 

 

 

توضيح تاريخي 
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توان به عنوان اولين كسي  در ضمن از كيلي مي. ه استهندسه و جبر خطي به چاپ رساند
  .هاي مجرد را معرفي كرد ياد برد كه مفهوم گروه

  
  

  
  
[≅nثابت كنيد .1 0n، براي هر [ ≠.  
  .ها يك رابطه هم ارزي است  بودن بين گروهيكريخت   نشان دهيد رابطه .2
)است با زير گروهي ازيكريخت  ^* نشان دهيد .3 )2GL هاي به   متشكل از ماتريس\

  :شكل
a b

b a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  : ثابت كنيد يا رد كنيد .4
)a(4 2 2K ≅ ×] ]،  
)b( 3 3D S≅،   
)c(( ) 48U ≅ ]،  
)d(≅_ ]،   
)e(≅_ \،  
)f( ( ,.) ( [ ], )x+ ≅ +_ ].  

)توجه داشته باشيد كه ( [ ], )x ضرايب  و xبا مجهولها   گروه جمعي تمام چندجمله[+
) وباشد صحيح مي   . )استگروه اعداد گوياي مثبت نسبت به ضرب _+(.,

) ثابت كنيد. 5 )8U  زيرهاي ست با گروه ماتريسايكريخت    
1 0 1 0 1 0 1 0

, , , .
0 1 0 1 0 1 0 1

G
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡− ⎤ ⎡− ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪− −⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

  

 

 

 

 

 

تمرينها 
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  : نشان دهيد . 6
)a (( )5U با( )10U  است ولي با يكريخت( )12U  نيستيكريخت ،  
)b(هاي   گروه ريشهnام واحد با n]  استيكريخت،  
)c( 4S12 باDنيست يكريخت .  

2 فرض كنيد  .7 /i nw e π=يك ريشه n ام اوليه واحد باشد و  
0 1

1 0
A

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
1و 

0

0

w
B

w−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
  

A,هاي نشان دهيد گروه ضربي توليد شده توسط ماتريس Bبا nD  استيكريخت.  

1 شكلهاي به  نشان دهيد كه مجموعه همه ماتريس .8

0 1

m⎛± ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
nmكه  ∈  nD با گروه [

  .استيكريخت 
9.) a( اگرG4 ثابت كنيد،باشد4يك گروه از مرتبةG ≅ 2يا[ 2G ≅ ×] ]،  
)b (اگرG6 كنيد ثابت،باشد6يك گروه از مرتبةG ≅ 3Gيا[ S≅.  

10.) a ( ثابت كنيد( ) 45U ≅ )توان گفت  آيا در حالت كلي مي. [ ) 1pU p −≅   ؟[
)b (3 نشان دهيد 2 6S D×   توان گفت؟ در حالت كلي چه مي. [≅

  : را ثابت كنيدهاي زير  گزاره. 11
)a ( 1اگرH H≅1 وK K≅ 1 آنگاه 1H K H K× ≅ ×،  
)b(H K K H× ≅ ×،  
)c( ( ) ( ) ( )C H K C H C K× = ×،  
)d(H K× آبلي است اگر وفقط اگر ,K Hآبلي باشند .  

  : نشان دهيد .12
)a( 4هاي هريك از گروه 3,D S وnp]) pتوان به صورت حاصل ضرب مستقيم  را نمي)  اول

   . نوشت داخلي دو زير گروه سره
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)b(توان به صورت حاصل ضرب مستقيم داخلي دو زير گروه  را نمي ,هاي گروه  هريك از
  .غير بديهي نوشت

1فرض كنيد .13 1H G≤2و 2H G≤1نشان دهيد 2 1 2H H G G× ≤ آيا عكس اين مطلب . ×
1 يعني آيا هر زير گروه،درست است 2G G×1كل  به ش 2H H×1، كه  است 1H G≤ 

2و 2H G≤.  
3 يك گروه آبلي و متناهي وG فرض كنيد .14 G . نشان دهيدG بايد زيرگروهي از مرتبه 
  . داشته باشد3

G, فرض كنيد .15 H نشان دهيد .هاي دوري متناهي باشند گروهG H× دوري است اگر و 
)فقط اگر , ) 1G H =.  

  :هاي زير را ثابت يا رد كنيد  گزاره .16
)a ( فرض كنيد, ,K H Gاگر .  گروه باشندG K H K× ≅ G، آنگاه × H≅،  
)b (موجود است52گروهي آبلي و غير دوري از مرتبه .  

2nA با زير گروهي ازnS نشان دهيد .17   .استريخت يك +
18.) a ( تابعa bi a bi+ →   ، است^* ازخودريختي يك −

)b ( 1تابعA BAB−→ براي هر ( )2GLB ∈ )از خودريختي  يك\ )2SL    ، است\
)c(6 مطلوب استAut( )و[( )Aut ]،  
)d( يكريخت  دو گروه غير,H G پيدا كنيد كه ( ) ( )Aut AutG H≅،  
 )e(مطلوب است ( )Inn Q.  

  : ثابت كنيد.19
) a( ( )Aut ( )n U n≅]،  
)b( ( ) 2Aut GL ( )n n n× ≅] ] ]،  
)c( 2 2 3Aut( ) S× ≅] ].  

K, فرض كنيد.20 Hدو زيرگروه نرمال Gو G H K≅   :صورت در اين. ×
)a(Aut( ) Aut( )H K×با زيرگروهي از Aut( )G است،يكريخت  

www.mathematic87.blogfa.com



5فصل  

 

٩٨ 

)b (اگرGگروهي متناهي و ( , ) 1H K )Aut، آنگاه= ) Aut( ) Aut( )H K G× ≅،  
)c(1 فرض كنيد 2

1 2
tk k k
tn p p p= . اند  اعداد طبيعيikاعداد اول دو به دو متمايز وip كه…

  :نشان دهيد
11

Aut( ) Aut( ) Aut( ).
tk k
t

n p p≅ × ×] "] ]  
  

   
  
1.) a (2اگرp   ،m آنگاه به ازاي هر عدد طبيعي،يك عدد اول باشد<

1( 1)
( ) ,m
m

p p
U p −−

≅ ]  
)b (2براي هر عدد طبيعيm >،  

22 2
(2 ) ,m
mU −≅ ×] ]   

)c( | (2) | 1U |و= (4) | 2U =.  
4 ثابت كنيد كه.2 4Aut( )D D≅4 و 4Aut( )S S≅.  
2Gيك گروه متناهي باشد بطوريكهG فرض كنيد.3 )Aut|ثابت كنيد. < ) | 1G در ( .<

)Aut|واقع  ) |Gعددي زوج است.(  
  : نشان دهيد كه.4
)a( Aut( ) GL ( )n× × ≅] " ] ]�����	����
،  
  
)b( Aut( ) GL ( )m m mnp p p

× × ≅] " ] ]
��������	�������


.  

  
2Logm يك عدد طبيعي وn فرض كنيد.5 n= .يكريختهاي غير  گروهنشان دهيد تعداد  

  .كمتر استmnاز عددnاز مرتبة
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6 فصل  

 ها ريختيهمهاي نرمال و  زير گروه
   

  
:خوانيد در اين فصل مي  

 
  هاي نرمال زيرگروه 1- 6
  ها ريختيهم 2- 6
يكريختي ايايقض 3- 6  
)ساده بودن 4- 6 )5 nn A≥  
  
  

 
 

gدانيم كه به ازاي هر  مي. باشدG از گروه دلخواه زيرگروهيH فرض كنيد G∈ ًلزوما 
gHتساوي Hg=ي كه به ازاي هريها زير گروه.  برقرار نيستg G∈هاي چپ  دسته  هم

 از فصل 3بخش : يادآوري ( دارندها  اساسي در نظريه گروهي نقشوراست آنها يكسان هستند،
دهند كه رده جديدي از  يي اين اجازه را به ما مي ها  چنين زيرگروه). ملاحظه شود5

توان از طريق  قسمتي را همچنين مي هاي خارج گروه. هاي خارج قسمتي بسازيم گروه
  .ا هستند نيز مورد مطالعه قرار داده يكريختيها كه تعميم   ريختيهم
  

 

 

 

 

 

 مقدمه 
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6فصل   

 

١٠٢ 

 

  

H  و با نماد  ده نامي زير گروه نرمال را يكG از گروهHوهزير گر Gدهيم  نمايش مي� ،
gهرگاه براي هر G∈تساوي ،gH Hg=برقرار باشد . 

 . استليك زير گروه نرما ،  يك گروه آبليهر زيرگروه از :1مثال

  
},هاي بديهي  يك گروه باشد، زير گروهGاگر :2مثال }G eهاي نرمال در  زير گروهG 
 .باشند مي

  
)گروه :3مثال ) ( ) ( ){ }1 , 1 2 3 , 1 3 2N  چرا كه هم .است 3S از يك زير گروه نرمال=

   :تند از عبارNهاي دسته
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2 , 1 3 , 2 3 ,N N= =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 3 1 3 1 2 , 1 3 , 2 3 ,N N= =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 3 2 3 1 2 , 1 3 , 2 3 ,N N= =  

         ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) 1 2 3 1 2 3 1 3 2 1 3 2 .N N N N N N N= = = = = =  

  
) زير گروهي ازN يك گروه وGاگر :4مثال )C Gباشد آنگاه Nزير گروه نرمالي از Gاست . 

  
  
  

1-6تعريف

 

 

 

 

 

 هاي نرمالزيرگروه6-1 

www.mathematic87.blogfa.com



ها همريختيهاي نرمال و  زير گروه  ١٠٣ 

  

  
 : معادلندG از گروهHهاي زير در مورد زير گروه گزاره

)1(Hدر G،نرمال است   
g به ازاي هر)2( G∈،1gHg H− =،  

g به ازاي هر)3( G∈،1gHg H− ⊆. 
  .باشند مي واضح )3 (⇐)2 (و )2 (⇔)1: (اثبات

1gداريم ،  قرار دهيم−1gنصر عgبه جاي) 3( اگر در رابطه :)3 (⇒)2( Hg H−    و لذا⊇
1 1 1( ) ,H g g Hg g gHg− − −= ⊆  

  . برقرار است) 2( رابطه يعني

  
  

)Innصورت در اين. يك گروه باشدG فرض كنيد  )  Aut( )G G�.  

)Aut اگر:اثبات )f G∈وg G∈،1وضوح ه ب
( ) Inn( )g f gf f Gτ τ− = ون فوق  طبق آزملذاو∋

Inn( )  Aut( )G G�.  

  
 متشكل از [nهمان طوري كه مي دانيد. دهيم  را مورد مطالعه قرار مي[nبار ديگر ساختار

aهاي   دسته همه هم n+ a كه در آن، است[ ∈  به صورت زير تعريف دسته جمع دو هم .[
   :شود مي

( ) ( ) ( )a n b n a b n+ + + = + +] ] ]  
 Gزير گروهي از گروه Hآوريم، اگر براي تعريف حالت كلي به دست مي اي اين رو ايدهاز 

   :كردهاي چپ آن تعريف   دستهتوان ضرب زير را روي هم  باشد، مي

1-6نتيجه

 )آزمون نرمال بودن (1-6قضيه
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6فصل   

 

١٠٤ 

a,براي هر b G∈ ،aHbH abH=  
هاي  توان به صورت ها را مي  دسته زيرا هم  البته ممكن است اين ضرب خوش تعريف نباشد،

 .به مثال زير توجه كنيد. گوناگوني نمايش داد

  
)زير گروه  :5مثال ) ( ){ }1 , 1 2H   .هاي زير را در نظر بگيريد  دسته  و هم3S در=

( ) ( )2 3 1 3 2H H=و  ( ) ( )1 3 1 2 3H H=  
)اگر قرار دهيم )1 3X H= و ( )2 3Y H= آنگاه ،  

( ) ( ) ( )1 3 2 3 1 3 2 .XY H H H= =  
)در حالي كه اگر )1 2 3X H= و ( )1 3 2Y H= آنگاه ،  

( ) ( )1 2 3 1 3 2 (1) .XY H H H H= = =  
)چون )1 3 2H H≠ ،لذا اين ضرب خوش تعريف نيست .  

   
  . باشد5 گذاشته شود كه برطرف كنندة مشكل مثالHبنابراين لازم است خاصيتي روي

1aHبه عبارت ديگر، اگر a H=1 وbH b H=1خواهيم مطمئن شويم كه ، مي 1abH a b H= .
  . استHشود كه خاصيت مطلوب همان نرمال بودن به زودي مشخص مي

  
  .هاي زير معادلند در اين صورت گزاره.  باشدG زيرگروهي از گروهHفرض كنيد

)1(HدرGنرمال است ،  

)2(( )( )aH bH abH=هاي چپ دسته  ضرب خوش تعريفي از همHدرGاست .  

1aH فرض كنيد:)2(⇐)1( اثبات a H=1 وbH b H=. 1نشان دهيم 1abH a b H= . با
  : خواهيم داشتHاستفاده مكرر از نرمال بودن

( ) ( ) ( )1 1abH a bH a b H a Hb= = =  
( ) ( ) ( )1 1 1 1 1aH b a H b Ha b= = =  

2-6قضيه
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ها همريختيهاي نرمال و  زير گروه  ١٠٥ 

               1 1 1 1 .Ha b a b H= =  
با توجه به . باشد H عنصر دلخواهي ازhو G دلخواهي ازنصر عg فرض كنيد:)1 (⇐)2(
  :داريم) 2(اصيت خ

1 1 1 1( ) ( ) ( ) .ghg H gh Hg H gHg H gg H eH H− − − −= = = = =  
1gHgرو ازاين  H−  . نرمال استGدرHو در نتيجه⊇

  
  

چپ يا (هاي   دسته  مجموعه تمام هم. باشدGي از گروهل زير گروه نرماNفرض كنيد
} را با N)راست }/G N gN g G=   در اين صورت. دهيم  نمايش مي∋

)1(/G Nتحت عمل ( )( )aN bN abN=يك گروه با مرتبه [ ]:G Nاست ،   
G/ آبلي باشد ، آنگاهG اگر)2( Nنيز آبلي است ،  

G اگر)3( g=< G/ دوري باشد، آنگاه< Nهم دوري است، در واقع /G N gN=< >.  

G/ قبلاً نشان داديم كه عمل مذكور روي:)1( اثبات Nاين عمل .  خوش تعريف است
دوتايي شركت پذير است، زيرا 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .aN bNcN aN bc N a bc N ab cN ab NcN aNbN cN= = = = =  
  ،aNجا كه به ازاي هر از آن

( ) ,aNeN ae N aN eNaN= = =  
eN دسته لذا هم N= هماني عنصر/G Nبالاخره براي هر.  استaNدر /G N داريم:  

1 1 1 1( ) ( )aNa N aa N N a a N a NaN− − − −= = = =  
)لذا ) 1 1aN a N− G/ و بنابراين=− Nاين گروه  تعداد عناصروضوح به.  يك گروه است 

]، يعنيG درNهاي  دستهعبارت است ازتعداد هم  ]/ :G N G N=.  
G/ آبلي باشد،G اگر :)2( Nنيز هست زيرا به ازاي هر aNو bNدر /G Nداريم :   

.aNbN abN baN bNaN= = =  

3-6قضيه
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G/دهيم  نشان مي:)3( N gN=< G/ دردسته چون هر هم. < Nبه صورت mg Nاست .  
)، mلذا كافي است نشان دهيم كه به ازاي هر عدد صحيح )mmg N gN=.  

0mبراي 0m براي.شود ، اين تساوي با روش استقرا به سادگي اثبات مي≤ ، كافي است >
nقرار دهيم m=−، 0 زيرا در اين صورتn   :داريمو <

( ) ( ) ( ) ( )11 1 .n mm n ng N g N g N gN gN
−− − ⎡ ⎤= = = =⎣ ⎦ 

  
  

G/ باشد آنگاه گروهG زير گروه نرمالي ازNاگر Nيها   دسته  متشكل از همه همN 
 .شود  ناميده ميN برG گروه خارج قسمتGدر

 
v هاي   در مورد گروه، ايم ها آموخته تمام مطالبي را كه تا كنون در مورد گروه :تذكر

 گروه خارج عناصر فقط بايد توجه داشت كه  توان به كار برد، خارج قسمتي نيز مي
  .  هستنددسته قسمتي هم

  در اين صورت . گروه اعدادحقيقي باشد\ گروه اعداد مختلط و^دفرض كني  :6 مثال
( ){ } { }/ , .a bi a b bi b= + + ∈ = + ∈^ \ \ \ \ \ 

  
)فرض كنيد :7مثال ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }1 , 1 2 3 4 , 1 3 2 4 , 1 4 2 3K نشان . =
K 4مدهي مي A4وسپس جدول كيلي� /A K مكني ميرا رسم.  

4هاي دسته هم :حــل /A Kزعبارتند ا:  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }1 1 1 , 1 2 3 4 , 1 3 2 4 , 1 4 2 3 ,K K= =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 1 2 3 1 2 3 , 2 4 3 , 1 4 2 , 1 3 4 ,K K= =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 3 2 1 3 2 1 3 2 , 1 4 3 , 2 3 4 , 1 2 4 .K K= =  

4كيلي  است و جدول 4A زير گروه نرمالي ازKبنابراين /A Kبه صورت زير است  :  

2-6تعريف
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ها همريختيهاي نرمال و  زير گروه  ١٠٧ 

   
( )1 3 2 K ( )1 2 3 K K  D  
( )1 3 2 K ( )1 2 3 K K  K  

K  ( )1 3 2 K ( )1 2 3 K ( )1 2 3 K 
( )1 2 3 K K  ( )1 3 2 K ( )1 3 2 K 

 
4با توجه به اين كهدر ضمن  / 3A K 4 گروه، = /A Kيك گروه دوري  است .  

  
  .دهد قضيه زير محك مفيدي براي آبلي بودن يك گروه در اختيار ما قرار مي

  

) يك زير گروهي از Nگروه وGفرض كنيد )C Gاگر.  باشد/G Nدوري باشد آنگاه G 
  .آبلي است

G/ فرض كنيد:اثبات N gN=< a,نصربراي هر دو ع. < b G∈عناصر aNو bN به شكل 
maN g N= و nbN g N= 1بنابراين براي . باشند مي 2,n n اي در N1 داريم

ma g n= 
2و

nb g n= .لذا با توجه به اين كه( )N C G⊆خواهيم داشت:  
1 2 1 2 2 1 ,m n n m n mab g n g n g n n g n g n ba+= = = =  

  .آبلي استGيعني

  
G/محك مفيدي براي آبلي بودن.  باشدG زير گروه نرمالي ازNفرض كنيد  N موجود 

 bN وaN دستهراي دستيابي به اين محك توجه كنيد كه براي هر دو هم ب. است
G/از Nداريم:   

( ) 1 1 1 .aNbN bNaN abN baN ba ab N a b ab N− − −= ⇔ = ⇔ ∈ ⇔ ∈  
  :اي است براي ارائه تعريف زير يزهاين مشاهدات انگ

4-6قضيه
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١٠٨ 

  

  

1 به شكلGي از گروهنصرهر ع 1a b ab−  با م ونامي) يا برگردان (گر جا به  جا را يك−
]نماد ],a bمجموعه. دهيم  نمايش ميG ها را زير  گر جا به هاي جا  متشكل از حاصل ضرب′

n در حالت كلي براي هر.نامند  ميGدرزير گروه مشتق گر يا  جا به گروه جا ∈ ` 
)،امnمشتق )nG شود  تعريف ميصورت زير هب، بطور استقرايي:  

( ) ( ) ( )1 1,    ( ) ,   2n nG G G G n− ′′= = ≥ 

  
  :صورت در اين.  باشدGگروه نرمال از گروه زير Nفرض كنيد

)1(G   ، استG زير گروهي نرمال از′

)2(/G Nآبلي است اگر وفقط اگرG N′ ≤.  

Gمدهي  ابتدا نشان مي:)1( اثبات ]داريم.  استGيك زير گروه ′ ],e e e G ′= حال فرض . ∋
]كنيد ]1 1, ... ,n nx a b a b⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ] و⎦ ]1 1, ... ,m my c d c d⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ Gعناصر دلخواهي از ⎦ با توجه به . باشند′

]اين كه ] [ ]1, ,a b b a−   :داريم،  =
[ ] [ ] [ ][ ]1 1

1 1 1 1 1 1 1 1( , ... , )( , ... , ) , ... , , ... , .n n m m n n m mxy a b a b c d c d a b a b d c d c− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
Gبنابراين طبق آزمون دوم زير گروه بودن،   . استG زير گروهي از′

Gدهيم  حال نشان مي  براي اين منظور فرض كنيد.  استG يك  زير گروه نرمالي از′
[ ]1 1 2 2, , ... ,n nx a b a b a b G⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ′= ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ gو ⎦ G∈.1 با قرار دادنgg e− ها خواهيم  گر جا به  بين جا=

  :داشت
[ ]1 1 1 1

1 1 2 2, . , ... , .n ngxg g a b g g a b g g a b g− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
  با توجه به 

[ ] 1 1 1, , ,g a b g gag gbg− − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦  

)گرجابهجا (3-6تعريف

5-6قضيه
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ها همريختيهاي نرمال و  زير گروه  ١٠٩ 

  داريم 
1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 2, , ... , .n ngxg ga g gb g ga g gb g ga g gb g− − − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
1gxgهها بوده و در نتيج گر جاب  نيز برابر حاصل ضربي از جا−1gxgبنابراين G− ، يعني ∋′

 G G′� .  
G ابتدا فرض كنيد:)2(  N′ a, و≥ b G∈ .1در اين صورت داريم 1a b ab G− −  و در نتيجه ∋′

1 1a b ab N− − abNپس. ∋ baN= شود نتيجه مياين ، كه ازaNbN bNaN=. 
G/بنابراين N ،راگآبلي است، برعكس/G Nآنگاه براي تمام، آبلي باشد , /aN bN G N∈ 
  داريم 

1 1aNbN bNaN abN baN a b ab N− −= ⇒ = ⇒ ∈  
Gولذا طبق تعريف N′ ≤.  

  
  

 صورت دراين. فرض كنيد يك گروه باشد

)1(  Gآبلي است اگر وفقط اگر { }G e′ =، 

)2 (/G G   . آبلي است′
} قرار دهيد قضيه قبل)2(در قسمت : )1 (اثبات }N e=.  

Nقضيه قبل قرار دهيد) 2(در قسمت ): 2( G ′=.  

  
)، ساختارGمعمولاً براي مطالعه ساختار گروه ) /N G G Nبعضي لحاظ ساده تر   از را كه�

راي اهميت است كه االبته استفاده از اين روش در صورتي د. دهيم است مورد بررسي قرار مي
G/بتوانيم از اطلاعات به دست آمده درباره Nبه اطلاعاتي در موردGبعنوان .  دست يابيم

  :ير اشاره داشتوان به گزارة مهم زت مثال مي

2-6نتيجه
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6فصل   

 

١١٠ 

) از Nاگر به ازاي زيرگروهي چون« )C G،/G Nدوري باشد آنگاه Gآبلي است «.  
G/هاي قضيه زير ارتباط بين زير گروه Nهاي  و زير گروهGدهد  را نشان مي.  

  
  . باشدGزير گروهي نرمال ازNفرض كنيد

N  اگر)1( H G⊆ }، آنگاه≥ }/H N hN h H= G/ زير گروهي از∋ Nاست     
G/ زيرگروهي ازL اگر)2( Nباشد، آنگاه زير گروهي چون Hاز G موجود است به 

Nطوري كه H⊆ و داريم /L H N= .در واقع{ }H g G gN L= ∈ ∈،  
G/هاي  تناظر زير يك دوسويي بين زير گروه)3( Nهايي از  و زير گروهGكه شامل N 

  . كند باشند برقرار مي
/ ,H H N↔  

1: حافظ شمول است) 3( تناظر )4( 2 1 2/ /H N H N H H⊆ ⇔ ⊆،  

/:حافظ نرمال بودن است) 3( تناظر )5(  /  H N G N H G⇔� �.  

N ن چو:)1(  اثبات Gلذا�  N Hودر نتيجه گروه خارج قسمت� /H N قابل تعريف 
H/وضوح گروه خارج قسمتي ه ب.است N از گروهي زير /G Nاست .   

. يك گروه است) 2( تعريف شده در Hدهيم مجموعه  ابتدا نشان مي:)2(
eNچون N L= e، لذا∋ H∈.  1اگر,g g عناصري ازH1 باشند، آنگاه 1.gg N gN g N L= ∈ 

)و ) 11g N gN L−− =  G زير گروهي ازHلذا .  هستندH متعلق به −1g و1ggبنابراين. ∋
Nواضح است كه. است H≤و با توجه به نرمال بودن Nدر Gخواهيم داشت كه  N H� ،

H/لذا گروه خارج قسمت Nدهيم  نشان ميحال.  قابل تعريف است/L H N=. واضح 
L/است كه H N⊆ .برعكس، اگرhN ،كهh H∈عنصر دلخواهي از ،/H N ،آنگاه  باشد

hNطبق تعريف L∈ نتيجهدرو/H N L⊆.  
H/تابع) 2( طبق :)3( H N→براي اثبات يك به يك بودن فرض كنيد.  پوشا است 

1/ /H N H N= 1شود كه به آساني نتيجه مي ثابت شود، )4( آنگاه در صورتي كهH H=.  

)قضيه تناظر (6-6يهقض
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ها همريختيهاي نرمال و  زير گروه  ١١١ 

 )4( (   .وضوح بر قرار است ه ب:⇐(
( 1فرض كنيد :⇒( 2/ /H N H N⊆ .1راگ 1h H∈1 آنگاه 2 /h N H N∈. 2بنابراين 2h H∈ 

1چنان موجود است كه  2h N h N=2با توجه به اين كهوN H⊆ ،1داريم 2 2h h N H∈ ⊆.  
)5( ( H فرض كنيد  :⇐( Gو� h H∈و g G∈ .1با توجه به اين كهghg H−   : داريم∋

1 1 /gNhNg N ghg N H N− −= ∈  
( /فرض كنيد: ⇒(  /H N G N� .راگh H∈و g G∈ آنگاه  

( ) ( )( ) 11 1 / / .ghg N gNhNg N gN H N gN H N−− −= ∈ =  
1hا عنصرلذ H∈ 1 چنان موجود است كه

1ghg N h N− 1ghgرو و ازاين = HN H− ∈ ⊆ 
Nچون( H⊆(، يعني H G�.  

  
  

}گروه }G e≠هاي نرمال آنگوييم اگر و تنها اگر زير گروه ساده را{ }eو Gدنباش. 

  

 و G يك زير گروه نرمالM گوييم اگر نرمال ماكزيمال راG از گروهMزير گروه سرة
MكهNبراي هر زير گروه N G≤ Nداشته باشيم،� M=يا N G=. 

  

} فرض كنيد)1(  }G e≠يك گروه متناهي مولد و Hيك زيرگروه نرمال وسره از Gباشد . 
  در يك زير گروه نرمال ماكزيمال قرار دارد،H صورت دراين

G/مال است اگر وفقط اگرزيماك نرمال يك زيرگروه G از گروهMزيرگروه نرمال )2(  M 
  .ساده باشد

1 فرض كنيد :)1 (اثبات 2, , ..., nG x x x=<    :دهيم قرار مي. <

5-6تعريف

7-6قضيه

 4-6تعريف
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6فصل   

 

١١٢ 

}.K اي از سره نرمال  زيرگروهGاست { ,K H KΩ = ⊆  
H غير تهي است، زيراΩوضوح به ∈ Ω .1حال زنجير صعودي 2 3K K K⊆ ⊆  از "⊇
دهيم نشان مي. گيريم  را در نظر ميΩصرعنا

1
i

i

K K
∞

=

= ∈ Ω∪ . براي اين منظور فرض كنيد

,x y K∈ .هاي در اين صورت انديسiو jو ( )i j≥ موجودند كه چنان,j iy K x K∈ ∈ 
1و لذا

ixy K K− ∈  Kحال بايد نشان دهيم كه.  استG يك زيرگروه K، در نتيجه⊇
K ، فرض كنيم)ن خلفبرها. ( استGاي از زيرگروه سره G= . در اين صورت براي

1هر i n≤ ال  ايده≥
i

K Aالذكر موجود است كه  از زنجير فوق
iix K∈ A . فرض

}كنيد } 1
max n

i i=
=A A.1 در اين صورت 2, , ..., nG x x x K=< >⊆ Aكه تناقض است ، .

H كنيم كه بالاخره توجه مي K G⊆ Kبنابراين . � ∈ Ωاست بالايك كران بالا از زنجير  .
 Ωماكزيمال نصروضوح ع هب.  استM ماكزيمالنصر داراي عΩبنابراين طبق لم زرن،

   . مطلوب استزيرگروه نرمال ماكزيمال  همان  )Mيعني(
هاي   زير گروه نيز باشند را باM كه شاملGاز H نرمالهاي  قضيه تناظر، زير گروه): 2(

H/نرمال Mز ا/G Mبنابراين مجموعه اول فقط شامل. كند مي نظيرMوG است اگر وفقط 
}اگر مجموعه دوم فقط شامل }/M M M= و /G Mاثبات تمام استرو ازاين . باشد .  

  
  

  
 بود كه Hه بG ازϕ تابعي يك به يك و پوشايي چونHه به گروGگروه ازيكريختييك 
a,هربراي  b G∈، ( ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ= . اگر شرط يك به يك و پوشا بودنϕ برداشته شود، 

ϕ ازهمريختيبه عبارت ديگر يك . شود ناميده ميهمريختي يك GبهH تابعي است كه 
هاي خارج قسمتي ارتباط  ها با گروه  همريختيخواهيم ديدكه. حافظ عمل دو تايي باشد

  .نزديكي دارند

 

 

 

 

 

 ها همريختي6-2 
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ها همريختيهاي نرمال و  زير گروه  ١١٣ 

   

  
a, براي هر گوييم اگر)همومورفيسم(همريختي   را يكH به گروهG از گروهϕتابع b 
  :  داشته باشيمGاز

( ) ( ) ( ).ab a bϕ ϕ ϕ=  
G:هرهمريختي Gϕ  .شود  ناميده ميG از)اندومورفيسم(ريختي   درون يك→

)Endرا باGهاي ريختي مجموعة همة درون )Gدهيم نمايش مي. 

 
G:يك به يك همريختي  :يادداشت  Hϕ  و )مونومورفيسم(تكريختي   را→

G:پوشا ريختي هم Hϕ  .ناميم  مي )مورفيسم اپي( بروريختي را →
G,دو گروه دلخواهبين هر  :8 مثال Hبديهيريختيهم موسوم  زيرريختي، هميشه هم  

  .موجود است
:

    H

G H
g e

ϕ →
6

 

  
g يك گروه وGفرض كنيد  :9مثال  G∈ .تابع: Gϕ ) با ضابطه[→ ) nn gϕ   يك=

   است، زيراريختيهم
( ) ( ) ( ).m n m nm n g g g m nϕ ϕ ϕ++ = = =  

  
)تابع :10 مثال ) *: GLnϕ →\ ) با ضابطه\ ) detA Aϕ   . است بروريختي يك=

  
  

  :كنيم تعريف مي.  باشدG زير گروهي نرمال از گروهNفرض كنيد :11 مثال

6-6تعريف
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6فصل   

 

١١٤ 

: /

     

G G N

g gN

γ →

6
  

همريختي طبيعي  اين همريختي را .است) بروريختي(يك همريختي پوشا  γ وضوح هب
  .خواهد گرفتكرات مورد استفاده قرار   به همريختي اين، در ادامه.نامند  مي)كانوني(

  
1فرض كنيد :12 مثال ... nG G G= × 1براي هر. ها باشد ضربي از گروه  حاصل× i n≤ ≤ 

   :كنيم تعريف مي
  

1

    :

( ,..., )
i i

n i

G G

g g g

π →

6
   و      

( )

:

     ,..., ,...,
i iG G

g e g e

δ →

6
  

  
  

iπموسوم به  (بروريختي  يكi-امين تصوير( ،iδ تكريختي يك)  موسوم بهi - امين
  .باشد مي) انژكسيون

  
  

G:فرض كنيد Hϕ    :صورت دراين. باشدهمريختي  يك →
)1(( )G He eϕ =) ϕكند  هماني را حفظ مي( ،  
g به ازاي هر)2( G∈،( ) 11( )g gϕ ϕ −− =) ϕكند  معكوس را حفظ مينصر ع(،  

gبه ازاي هر) 3( G∈هر ،n ∈ ] ،( ) ( )nng gϕ ϕ= )ϕكند  توان را حفظ مي.(  

 نيز اين جاها ارائه شد،  يكريختي در مورد 1-5  همان استدلالي كه قبلاً براي قضيه:اثبات
  .كند كار مي

  

  امiمكان

8-6قضيه
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G:به عبـارت ديگـر اگـر      .  حافظ مرتبه است   يكريختيقبلاً ديديم كه هر       Hϕ → 
ــراي هــر   باشــد،يكريختــييــك  g آنگــاه ب G∈ ،( )( ) ( )g gϕ =D D . ايــن مطلــب در مــورد

  .اما نتيجه زير در هر حال برقرار است. ها درست نيست همريختي
  

G:فرض كنيد  Hϕ gاگر. باشدهمريختي  يك → G∈ ،از مرتبه متناهي باشد 
)آنگاه )gϕه متناهي است و مرتبه نيز از مرتب( )gϕمرتبه ،gكند  را عاد مي.  
) اگر:اثبات )g n=Dآنگاه ،( ) ( )( )n ng g e eϕ ϕ ϕ= = ) بنابراين .= )( )gϕDعدد n را عاد 

  .كند مي

  
و ديگري تصوير ها دو زير گروه از اهميت خاصي برخوردار است يكي  همريختيدر مطالعه 

  .همريختي هسته
  

G:فرض كنيد Hϕ   : به ترتيب عبارت اند ازϕ هسته تصوير و.باشدهمريختي  يك →
( ) ( ){ }Im ,G g g Gϕ ϕ ϕ= = =   ϕتصوير∋

( ){ }Ker .g G g eϕ ϕ= = ∈  ϕهسته =

  
G:فرض كنيد Hϕ   در اين صورت. باشدهمريختي  يك →

)1(( )Gϕيك زيرگروهHاست ،  

)2(Kerϕه نرمالي از زير گروGاست . 
) واضح است كه:)1( اثبات ) ( )e e Gϕ ϕ= ) فرض كنيدحال . ∋ ) ( )h g Gϕ ϕ= ∈ 

1و 1( ) ( )h g Gϕ ϕ=    :صورت دراين .∋
( )11 1 1

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .hh g g g g gg Gϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ−− − −= = = ∈  

3-6نتيجه

7-6تعريف

9-6قضيه
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١١٦ 

)، زير گروه بودن دوم طبق آزمونبنابراين )Gϕزير گروهي از H است.  
) چون:)2( )e eϕ Kere لذا= ϕ∈. 1حال اگر,k kنصر دو عKerϕبا توجه به اين ،  باشند 

  :كه
( ) ( ) 11 1

1 1 1( ) ( ) ( ) ,kk k k k k ee eϕ ϕ ϕ ϕ ϕ −− −= = = =   
1خواهيم داشت،

1 Kerkk ϕ−  كافي است نشان . استG زير گروهي ازKerϕبنابراين .∋
Kerkدهيم كه براي هر ϕ∈و g G∈1  داريم K ergkg ϕ− ∈.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11 1 1( ) ( ) ( ) .gkg g k g g e g g g eϕ ϕ ϕ ϕ φ φ ϕ ϕ −− − −= = = =  
  يعني

1 K er .gkg ϕ− ∈  

  
*تابع قدرمطلق :13مثال  *:ϕ →^ z* كه به ازاي هر\ ∈ ) به صورت^ ) | |z zϕ  تعريف =

  از عبارت است ϕاست هستههمريختي وضوح يك  ه ب شود، مي
                           *{  : | | 1}z z= ∈ Kerϕ  گروه دايره ^= = =T �   

  
)هسته تابع دترمينان :14مثال ) *GLn →\ ) گروه خطي خاص\ )SLn   .باشد  مي\

  
G:هرگاه  Hϕ ) پوشا ست اگر وفقط اگرϕ،باشدهمريختي  يك → )G Hϕ  يعني =

 يك به يك است اگر وفقط ϕدهد كه قضيه زير نشان مي.  تا حد امكان بزرگ باشدϕتصوير
  .ان كوچك باشد تا حد امكϕاگر هسته

  

Kerيك به يك است اگر وفقط اگرHبهG از گروهϕهمريختي  { }eϕ =.  

Kerوضوح ه ب يك به يك باشد،ϕر اگ:اثبات { }eϕ برعكس، فرض كنيد . =
Kerكه { }eϕ )اگر. = ) ( )a bϕ ϕ= آنگاه ،  

10- 6 قضيه
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 ( ) ( ) ( ) 11 ( ),e e a b a bϕ ϕ ϕ ϕ −−= = =  
1و بنابراين K era b ϕ− 1a رو ازاين. ∋ b e− aيعني  ،= b=.  

  
v ها استفاده  همريختياز قضيه فوق اغلب براي اثبات يك به يك بودن  :تذكر

 .شود مي
 
  

  
  

ها،  همريختي ارتباط بين باشند،  ، كه به قضاياي يكريختي معروف ميقضاياي زير
  .كنند هاي خارج قسمتي را توصيف مي هاي نرمال وگروه زيرگروه

  
G:فرض كنيد Hϕ    صورت در اين. باشدهمريختي  يك →

/Ker Im ,G ϕ ϕ≅  
. پوشا باشد آنگاهϕو در حالت خاص اگر /KerG Hϕ ≅ 

KerKدهيم قرار مي :اثبات ϕ= .تابعϕكنيم عريف مي را به صورت زير ت:  
: / ImG Kϕ ϕ→  
( ) ( )gK gϕ ϕ=  

1فرض كنيد 2,g g G∈ . در اين صورت  
1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ).g K g K g g K g g e g g g K g Kϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −= ⇔ ∈ ⇔ = ⇔ = ⇔ =  
 ϕ  واضح است،ϕ با توجه به اين كه پوشا بودن.تعريف و يك به يك است  خوشϕبنابراين

  . استيكريختييك 

  
:در اين جا. دهد نمودار زير قضيه فوق را توضيح مي /G G Kγ   . طبيعي استهمريختي  →

 

 

 

 

 

  قضاياي يكريختي6-3 

 )قضيه اول يكريختي (11-6قضيه
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١١٨ 

  
ϕكهكنيدتوجه   ϕγ=همريختياي از    تجزيهϕ  بروريختيرت تركيب يك    است به صوγ  و يك

G/ از  همريختي  تنها ϕبه علاوه . ϕتكريختي K به H       اسـت كـه در شـرط ϕ ϕγ=   صـدق 
  ع، وقتي اين تساوي برقرار است، داريم در واق. كند مي

( ) ( )( ) ( ) ( )gK g g gϕ ϕ γ ϕγ ϕ= = =  
)يعني مقدار )gKϕبراي هر /gK G K∈مشخص است .  

  
v در نمودارفوق عبارت :تذكرϕ ϕγ=شود  معمولاً بدين صورت بيان مي:  

 .»ستا تعويض پذير  نموداركه«
 : به اين شرح است يكريختيراه استفاده ازقضيه اول: يادداشت 

G/براي نشان دادن« K H≅ ، بروريختي  يكبايدG H→با هسته K نمود تعيين«.  
  

 يك ة نرمال است زيرا هستG درKدانيم كه  مي، بدون احتياج به هيچ استدلال،در اينجا
  . استهمريختي 

  
  .هاي زير توجه كنيد  به مثال

  
nG يك گروه دوري باشد، آنگاهGاگر :15مثال  ≅ G يا[ ≅ Z.  

G فرض كنيد  :لــح g= .تابع: Gϕ ) را با ضـابطه    [→ ) nn gϕ n بـه ازاي هـر     = ∈ ] 
} پوشا است و   φوضوح به. كنيم  تعريف مي  }Ker nn g eϕ = )، اگر = )g n=D    متناهي باشـد

Kerآنگاه nϕ = / و در نتيجه [ nG n≅ =] ] ) و اگر[ )g =∞Dآنگاه { }Ker 0ϕ    و =
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}لذا  }/ 0G ≅ ≅] ].  

  
تي كه تنها چيزي در صور. يما هنشان داد يكريختي ين نتيجه را مستقيماً با ساختن يكاقبلاً 

 انجام يكريختياست و بقيه كارها را قضيه اول همريختي كه در اين جا لازم داريم يك 
  .دهد مي

  
/مدهي مينشان  :16مثال  ≅\ ] T ،كه در اين جا{ } : | |=1z z= ∈ ^T همان گروه 
  .اي است دايره
ϕ: تابع:لــح →\ Tا ضابطه ب( ) 2 xix e πϕ   : زيرا. استهمريختي  يك =

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2x y i xi yix y e e e x yπ π πϕ ϕ ϕ++ = = =  
Kerϕ پوشاست و همچنينϕبه علاوه =  حال نتيجه مطلوب با استفاده از قضيه اول. [
  .آيد  به آساني به دست مييكريختي

  
1اگر :17مثال  1 K G2 و� 2 K G�،1 آنگاه 2 1 2 1 1 2 2.( )/( ) / /G G K K G K G K× × ≅ ×  

1 تابع:لـح 2 1 1 2 2: / /G G G K G Kϕ × → 1 با ضابطه× 2 1 1 2 2( , ) ( , )g g g K g Kϕ  يك =
1است و بروريختي  2K er K Kϕ = نتيجه مطلوب حاصل يكريختي  لذا طبق قضيه اول ،×

  .شود مي

  
  
Hيك گروه متناهي وGفرض كنيد  G≤و H G≠. 
]اگر) 1( : ]!|G G H/آنگاه ،Gبه عبارت ديگر. ساده نيست ،H بايد حاوي يكي از

  ،دباشGهاي نرمال غير بديهي روهزيرگ
] اگر)2( ]:G H p=و pكوچكترين عدد اولي باشد كه Gآنگاه،كند ي م را عاد � H G.  

 12-6قضيه
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 زير را همريختي.  باشدG درHهاي چپ دسته  مجموعه همه همX فرض كنيد:اثبات
  .داريم

6
:

    
X

g

G S

g
ϕ

ϕ
→  

  :شود صورت زير تعريف مي ه بgϕجاييكه 

6

:

    
g X X

xH gxH

ϕ →  

KerKفرض كنيد ϕ=.وضوح ه بK H≤ ) در واقع ∩ 1

x G
K xHx−

∈
از طرفي طبق ). =

/قضيه اول يكريختي Im XG K Sϕ≅ ]  و لذا≥ : ]!. / G HG K  

] چون):1(اثبات  : ]!|G G H/ ،پس{ }K e≠ .از طرفي چونK H G≤  حاوي H، پس>
  .باشد ميGازKزيرگروه نرمال غير بديهي 

/چون  ): 2( |G K Gو / | !G K p1، لذا/G K G/ يا= K p= .1 اگر/G K = ،
Kآنگاه H G= G/بنابراين . ، كه تناقض است= K p=و درنتيجه  

[ ] [ ][ ] [ ]: : : :/ .G K G H H K p H Kp G K = = ==  
]رو  اين  از ]: 1H K H، يعني= K=پس ،Hزيرگروه نرمالي از Gاست .  

  
 
v گروه فوق زير  در قضية:تذكر∩ 1

x G
K xHx−

∈
 H )كر( مغز زير گروه را  =

Core و با علامتناميده  Gدر ( )G H دهيم  نمايش مي. 
 ناميم هرگاه به ازاي يك G گروهتصوير همريخت را Hگروه: يادداشت 

G:همريختي  Hϕ ) داشته باشيم → )G Hϕ وضوح هر گروه خارج  به. =
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ها همريختيهاي نرمال و  زير گروه  ١٢١ 

G/قسمتي  Kيك تصوير همريخت از G تحت همريختي ( است
G/طبيعي G K→ .(همچنين طبق قضيه اول يكريختي هر تصوير همريخت ازG نيز 

  .با يك گروه خارج قسمتي از آن يكريخت است
  

H يك گروهGفرض كنيد G≤و  N G�  .صورت دراين  
)1(HN NH G= ≤،  
)2(  H N H∩ �،  

H  به علاوه اگر)3( Gآنگاه�  HN G�.  

  .شود نوان تمرين به خواننده واگذار مي به ع:اثبات

  
  

H يك گروه وGاگر G≤و  N Gآنگاه�   

.
H HN
H N N

≅
∩

  

  : كنيم ميتعريف .  يك گروه استHN لم قبل،)1( قسمت  با توجه به:اثبات
: /

     

H HN N

h hN

ϕ →

6
  

2hاست زيرا براي هرهمريختي  يك ϕ. خوش تعريف استϕوضوح ه ب H∈ ،1hداريم :  
1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ).h h h h N h Nh N h hϕ ϕ ϕ= = =  

  با توجه به اين كه
{ } { }/ , ,HN N hnN h H n N hN h H= ∈ ∈ = ∈  

  :همچنين داريم. شود  حاصل ميϕپوشا بودن

 1-6لم

  )قضيه دوم يكريختي (13-6قضيه
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( ){ } { } { }Ker .h H h N h H hN N h H h N H Nϕ ϕ= ∈ = = ∈ = = ∈ ∈ = ∩  

  .آيد حكم به دست مييكريختي بنابراين طبق قضيه اول 

  
  

H باشند وGهاي نرمالي از زيرگروه K وHفرض كنيد K≤ .صورت در اين  

.
G GH
K KH

≅  

  : كنيم تعريف مي :اثبات
: / /

       

G H G K

gH gK

ϕ →

6
  

  .آوريم  را به دست ميϕحال هسته.  خوش تعريف و پوشا است همريختي يكϕوضوح هب
( ){ } { } { }Ker / ,gH gH K gH gK K gH g K K Hϕ ϕ= = = = = ∈ =  

  .شود  ثابت مي طبق قضيه اول يكريختي حكمو بدين ترتيب

  
  

G:1فرض كنيد Gϕ KerKباشد وهمريختي  يك → ϕ=.  
) باشد، آنگاهK شاملG از زيرگروهيH اگر)1 ( ) ( ){ }H h h Hϕ ϕ=  زيرگروهي ∋
)از )Gϕاست .  
) زيرگروهL اگر)2( )Gϕباشد، آنگاه ( )L Hϕ=، جايي كهHزيرگروهي از Gشامل K 

  :به صورت زير است
( ){ }H g G g Lϕ= ∈ ∈  

)هاي  و زيرگروهG ازK شاملHهاي تناظر زير يك دو سويي بين زيرگروه) 3( )Hϕ 

)قضيه سوم يكريختي (14-6قضيه

 )ضيه تناظرق(15-6قضيه
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)از )Gϕسازد  برقرار مي:  

( )H Hϕ ↔  
  :حافظ رابطه مشمول است) 3(تناظر ) 4(

( ) ( )1 1H H H Hϕ ϕ⊆ ⇔ ⊆  
  :حافظ نرمال بودن است) 3(تناظر ) 5

( ) ( )  .H G H Gϕ ϕ ⇔� �  

  .گردد گذار ميا  است و به خواننده و6 اثبات اين قضيه كاملاً شبيه به قضيه :اثبات

  
  
  
  

  
  

5n برايnAكنيم ثابت مي هاي جالب زير  براي اثبات اين مطلب احتياج به لم.  ساده است≤
  .ريمدا
  

3nبراي ≥، nAشود توليد مي3 توسط دورهاي به طول.  
 است، كافي است نشان دهيم كه هر nA در3 با توجه به اين كه هر دور به طول:اثبات

اما هر .  نوشت3توان به صورت حاصل ضربي از دورهاي به طول  را ميnAايگشت ازج
هاي زير اثبات را   حاصل ضرب تعداد زوجي از ترانهش هاست پس وجود تساويnAنصرع

  .كند كامل مي

 

 

 

 

 

) ساده بودن6-4  )5 nn A≥

 2-6لم
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( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

  1 ,

      ,

    .

a b a b

a b c d a c b a c d

a b a c a c b

=

=

=

  

                                        
  

  

5nفرض كنيد nH اگر.≤ Aو� Hباشد، آنگاه3ل شامل يك دور به طو nH A=.  
) فرض كنيد:اثبات )  a b c H∈اگر.  باشد3 يك دور به طول( )  u v wبه  دلخواهي يك دور 
nSδ عنصر6-4وجه به قضيه، آنگاه با تباشد 3طول   چنان موجود است كه∋

( ) ( )1    a b c u v wδ δ−   :گيريم  دو حالت در نظر مي حال.=
nAδ):1(حالت  )ترصو در اين.  ∋ )  u v w H∈.  

nAδ):2(حالت  5nچون.  يك جايگشت فرد استδصورت در اين. ∌   فرض كنيد≤
{ }, 1,2,...,d e n∈و { }, , ,d e a b c∉ .صورت دراين:  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )1 1 1            u v w a b c a b c d e d e d e a b c d eδ δ δ δ δ δ− − −= = =  
                                                                   ( ) ( ) ( )( ) 1(  )    ,d e a b c d eδ δ −=  

) و در نتيجه )  u v w H∈ .بنابراينHبق بنابراين ط .باشد مي 3 شامل تمام دورهاي به طول
nHلم قبل A=.  

  
  

5n به ازايnAگروه متناوب  . ساده است≤
} فرض كنيد:اثبات }H e≠يك زيرگروه نرمال از nAفرض كنيد.  باشدδ يك جايگشت 

. ، را حركت دهدنصر عmلاً، مثعناصر باشد، به طوري كه كمترين تعداد Hغير هماني
3mمسلماً 3m اگر≤  بوده و با توجه به لم قبل اثبات كامل 3 دوري به طول δ آنگاه=

 3-6لم

16-6قضيه  
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4mدهيم كه فرض نشان مي. است  فرض كنيد . شود  به تناقض منجر مي≤
1 2... kδ δ δ δ=تجزيهδدو حالت زير ممكن است.  به حاصل ضرب دورهاي مجزا باشد:  
اصل ضربي از دو  بايد حداقل حδدر اين صورت.  ها ترانهش هستندiδ تمامي):1(حالت 

   يعنيترانهش مجزا باشد،
( )( ) 3  ... ka b c dδ δ δ=  

}فرض كنيد }, , ,e a b c d∉دهيم  قرار مي( )  c d eβ 1 و= 1δ δ βδβ− −′  به آساني ملاحظه =
)شود كه مي )a aδ ′ ) و= )b bδ ′ ) و= )e eδ ′ } و اگر≠ }, , , ,u a b c d e∉و ( )u uδ = 

)آنگاه )u uδ ′ δيعني . =  كه اين با ،دهد  حركت ميδ را نسبت بهنصرتعداد كمتري ع′
  . در تناقض استδانتخاب
توان  شوند، مي چون دورهاي مجزا جابجا مي.  ها ترانهش نيستiδ حداقل يكي از):2(حالت 

)فرض كرد )1   ...a b cδ   : يعني،=
( ) 2  ... ... ka b cδ δ δ=  

4mاگر پس فرض .  خواهد بود كه جايگشت فردي است4 دوري به طولδ آنگاه=
5mكنيد e, ديگر مثلاًنصر دو عδيعني فرض كنيد. ≤ fرا نيز كنار , ,c b aحركت دهد  .

)دهيم قرار مي) 1(مانند حالت  )  c d eβ 1  و= 1δ δ βδβ− −′ شود  به آساني مشاهده مي. =
)كه )a aδ ′ ) و= )b bδ ′ } و براي هر≠ }, , , ,u a b c d e∉ اگر ( )u uδ ) آنگاه= )u uδ ′ = .

  .آيد تناقض مطلوب به دست مي) 1(انند حالت بنابراين م

  
  

  
  

هاي ساده دارد كه عوامل، قطع  شود كه هر گروه متناهي نوعي تجزيه به گروه نشان داده مي
بنابراين . به اعداد اول استاين وضعيت مانند تجزيه اعداد طبيعي . نظر از ترتيب يكتا هستند

  .اند هاي متناهي هاي ساختماني گروه هاي ساده متناهي بلوك گروه

 

 

 

 

 

توضيح تاريخي 
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گالوا اولين كسي بود كه نشان . هاي متناوب هستند هاي غير آبلي ساده گروه اولين گروه
.  تكميل شد1981الهاي متناهي ساده در س بندي تمام گروه  ردهتعيين و .  ساده است5Aداد

به جرأت . كردند در سه دهه گذشته بيش از صدها رياضيدان روي اين موضوع كار مي
  .توان گفت كه اين كار يكي از بزرگترين دستاوردهاي رياضي در قرن بيستم است مي

ها  ود كه مدتپاسخ به حدس برنسايد ب. اي كه در اين راستا انجام شد يكي از كارهاي عمده
 حدس قديمي برنسايد مبني بر اين كه 1963تامپسون وفايت در سال. بدون جواب مانده بود

اين مطلب در مجله . هر گروه ساده ناآبلي متناهي از مرتبه زوج است را ثابت كردند
“Pacific Journal of Mathematics”دارد صفحه اثبات250 به چاپ رسيد و حدود .  

  :اند هاي ناآبلي ساده از سه نوع شايان ذكر است كه گروه
)1( nA5 ها برايn ≥،  
  ،هاي متناهي هاي ماتريسي روي ميدان  گروه)2(
  است و هر يك از آنها بايد26ند و تعداد آنهاا  موسوم پراكندههاي هاي كه به گروه  گروه)3(

 5410 با حدود"غول"، موسوم به )3(گريس با ساختن گروهي از نوع . جداگانه بررسي شود
 1980ت را در اوبندي  ردهدر خاتمه اشباخر شرح نهايي .  را كامل ساختبندي   رده كارنصرع

  .ارائه داد
  
  

  
  
 يك Hاگر.  هست يا خيرG زيرگروه نرمالH هر يك از حالات زير مشخص كنيد آيا در.1

G/ جدول كيلي،  زيرگروه نرمال باشد Hرا تشكيل دهيد .  
(a) 4G S= ،4H A=،  
(b) G Q=، { }1,H I= ± ±،  
(c) 4G S=، 4H D=.  

 

 

 

 

 

 تمرينها 
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  .Qو3S، 4D، 6Dهاي هاي نرمال گروه  مطلوب است تمام زيرگروه.2 
  .هسته آن چيست،  باشدهمريختي تابع راگ. اند  همريختي كداميك از توابع زير .3

(a)تابع ( )*
2: GLϕ →\   : با ضابطه\

( )
1 0

0
a

a
ϕ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

(b)تابع ( )2: GLϕ →\   : با ضابطه\

( )
a b

ad bc
c d

ϕ
⎡ ⎤
⎢ ⎥ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

(c) تابع ( )2: Mϕ →\   : با ضابطه\

( )
a b

b
c d

ϕ
⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  : فرض كنيد.4
1

0 1 , ,

0 0 1

{ }
a b

G c a b c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

\  

  :نشان دهيد كه
(a) Gزيرگروهي از ( )3SL ) و\ )C G ≅ \،  
(b) ( )/G C G ≅ ×\ \.  

5. (a) نشان دهيد تابع:ϕ →] ) با ضابطه[ ) 7n nϕ   تصوير و. است همريختي يك=
  ، چيستϕهسته 

(b)فرض كنيد Gاگر.  يك گروه آبلي باشدn ∈ G: آنگاه تابع[ Gϕ  با ضابطه →
( )x nxϕ   است،همريختي  يك =

(c)فرض كنيد Aيك ماتريس m n×نشان دهيد كه ضرب . هاي حقيقي باشد  با درايه
Xماتريسي AX→  ازهمريختي يكn\ به m\كند تعريف مي.  

  . موجود نيست_→3Sنابديهي همريختي  .6
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} به وسيله مجموعهG فرض كنيد.7 }iX x i I=  I توليد شده باشد، كه در آن∋
G:فرض كنيد. سگذار استياي اند مجموعه Hϕ نشان دهيد كه .  باشدهمريختي يك →

) با مقدارهايGنصر در هر عϕمقدار )ixϕهر ،  در حالت خاص.شود  كاملاً مشخص مي
  .شود  يك گروه دوري با مقدار آن در يكي از مولدهاي گروه كاملاً مشخص ميهمريختي

8. (a)  3 به[هاي از همريختيمطلوب است تمام]،  
(b) گروهي هاي  همريختي همة→]    را توصيف كنيد،[
(c)فرض كنيد Gنشان دهيد به ازاي هر عدد . يك گروه متناهي مولد باشد

  .استnداراي تعداد متناهي زيرگروه با انديسn،Gطبيعي
 هاي  همريختيمجموعه همه.  دو گروه جمعي آبلي باشندH وG فرض كنيد.9

G:گروهي Hα ) را با→ )Hom ,G Hهر گاه. دهيم  نمايش مي( ), Hom ,G Hα β  جمع ∋
G:آنها را به صورت Hα β+ ) با ضابطه→ )( ) ( ) ( )g g gα β α β+ = . كنيم  تعريف مي+

  :نشان دهيد
(a) ( )Hom ,G Hتحت اين عمل جمع يك گروه آبلي است ،  
(b)به ازاي هر گروه جمعي آبلي H، ( )Hom ,H H≅]،   
(c)اگر ( ),d m n=آنگاه ( )Hom ,m n d≅] ] ].  
Nفرض كنيد .10 G� .نشان دهيد كه اگرNو/G N هر دو خاصيتهاي مفروض زير را 

  . هم داراستGداشته باشند،
(a)است  مركز بديهي ،  
(b)از مرتبة تواني از عدد اولنصر هر ع p،است   
(c)از مرتبه متناهي عنصر هر ،  
(d)بطور متناهي توليد شدن .  

11. (a)فرض كنيد [ ]: 2G H   ، استG يك زيرگروه نرمالHنشان دهيد. =
(b) nAه تنها زيرگروnSاست2 با انديس .  
  . باشد گروه يكGفرض كنيد .12
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  (a)اگر  H Gو�K G≤آنگاه ،( )HK HK′ )و≥′ / ) ( ) /G H G H H′ ′=،  
(b)  فرض كنيد H Gو�  K Gنشان دهيد� ، :  

/( ) /( ) /( ).H H K K H K HK H K∩ × ∩ ≅ ∩  
(c)فرض كنيد  H G≤،K G≤و G H K= G/نشان دهيد. × K H≅و /G H K≅ .  
13. (a) فرض كنيد:G Hϕ N باشد وتكريختي يك  → G� .نشان دهيد كه     

( )  ( )N Gϕ ϕ� و ( ) / ( ) /G N G Nϕ ϕ ≅،  
(b)فرض كنيد :G Hϕ K  وبروريختي  يك→ H� .1نشان دهيد( )  K Gϕ−    و�

1/ ( ) /G K H Kϕ− ≅.  
14.  (a) مركز سازg G∈شود  به صورت زير تعريف مي:  

( ) { }.C g x G xg gx= ∈ =  
)نشان دهيد كه )C gيك زيرگروه Gاگر. ت اس g Gآنگاه� ( )  C g G�،  

(b)فرض كنيد Hيك زيرگروه دوري از Gاگر.  باشدH Gآنگاه هر زيرگروه� ،Hدر G 
  .نرمال است

15.   (a)نشان دهيد( )/ ( ) InnG C G G≅،  
 (b)نشان دهيد ( )3 3 3Aut Inn( )S S S= ≅.  

N  اگر.16 G� ،Nمتناهي،H G≤،[ : ]G Hو متناهي  ( ,[ : ]) 1N G H =، 
Nآنگاه H≤.  

N  اگر .17 G�، [ : ]G N متناهي،H G≤،H و متناهي( ,[ : ]) 1H G N   آنگاه،=
H N≤.  

  : نشان دهيد . 18
 (a) ( ) GH N H�، 
(b)اگر  H Kآنگاه� ( )GK N H⊆) يعني( )GN Hترين زيرگروه بزرگG است كه در 
 ،) نرمال استHآن

(c)  H Gاگر و فقط اگر� ( )GN H G=،  

www.mathematic87.blogfa.com



6فصل   

 

١٣٠ 

(d) ( )( )  G GC H N H�،  
(e) ( )/ ( )G GN H C Hي از با زير گروهAut( )G است يكريخت.  
 H زيرگروه نرمالي ازK وG گروهاز زير گروه نرمالي H با يك مثال نشان دهيد اگر. 19

  . نخواهد بودGزيرگروه نرمالي ازK آنگاه الزاماً ،باشد
H گروه و يكG فرض كنيد .20 G≤ .در اين صورتHزير گروه مشخصه را يك G 
) داشته باشيمG ازϕهاي خودريختي هرگاه به ازاي تمام  ناميم، مي )H Hϕ نشان . ≥

  :دهيد
(a)اگر Hاز   زيرگروه مشخصهG هاي خودريختي باشد، آنگاه به ازاي تمام ϕاز G 

)داريم )H Hϕ =،  
(b)اگر Hاز   زيرگروه مشخصهGآنگاه، باشد  H G�،  
(c)فرض كنيد Gو  يك گروه  K H G≤  ، باشدH زيرگروه مشخصهKاگر. �
K آنگاه G�،  
(b)فرض كنيد Gنشان دهيد.  باشد يك گروه( )C Gو G هاي   زيرگروه′

  .باشند ميGمشخصه
21. (a) فرض كنيدG زيرگروهي ازnSاگر.  باشدG شامل جايگشتي فرد باشد، آنگاه درست

زيرگروهي از Gنتيجه بگيريد.  جايگشت زوج ونيم ديگرجايگشت فردندGعناصرنيمي از 
  ،دارد2انديس

(b)فرض كنيد Gيك گروه ساده وHاي از آن باشد بطوريكه  زيرگروه سره[ : ]G H n=. 
   است،يكريخت nAبا زيرگروهي ازGنشان دهيد

(c)ناهي هرگاه گروه متGاي از انديس زيرگروه سرهnداشته باشد بطوريكه | !/ 2G n/، 
  .ساده نيستGآنگاه
22. (a)فرض كنيد Hيك زيرگروه سره از گروه G1نشان دهيد . باشد

g G
gHg G−

∈

≠∪،  

(b)فرض كنيد Gاگر هر زير گروه سره.  يك گروه متناهي غير آبلي باشدGآبلي باشد ،
  .ساده نيستGثابت كنيد
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 آنگاه ، آبلي باشدGاگر هر زير گروه سرة. گروه متناهي غيرآبلي باشديك  Gيدكن فرض .1

  .ساده نيست
زيرگروهي از Gنشان دهيد.  باشد2mة گروهي از مرتبGعددي فرد وmفرض كنيد .2

 . دارد2انديس
 داشته باشد H مثال بزنيد كه زيرگروهي نرمال چونG گروهي متناهي مانند.3
Aut(H)|كه | | Aut(G) |<.  
)اگر .  باشدn گروهي از مرتبةGكنيد فرض  .4 , ( )) 1n nφ    . آبلي استGآنگاه، =
G'4 موجود نيست بطوريكه G گروهي مانند.5 S≅.   
  
  

 
 

1.  Fraleigh, J. B. A First Course in Abstract Algebra. Addison-Wesley,1999.  

2.  Malik, D. S., Mordeson John M., Sen, M. K. Fundamentals of Abstract 

Algebra. McGraw-Hill Companies, Inc.,1996.  
3.  Nickelson, W. K. Introduction to Abstract Algebra. Wiley-Interscience 

seience (John-Wiley & Sons) Hoboken,2007.  

 

 

 

 

 

منابعي براي مطالعة بيشتر 

 

 

 

 

 

مسائل مبارزه طلب 
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7 فصل  

 آبلي متناهي مولدهاي   گروه

   
 

:خوانيد در اين فصل مي  
 

  هاي آبلي متناهي مولد  اساسي گروهة قضي7-1
  ها و كاربردها مثال 7-2
  هاي آبلي متناهي مولد  اساسي گروهة اثبات قضي7-3

 

 

 
  

  
 و در صورت نامتناهي [nوه دوري در صورت متناهي بودن با يكقبلاً نشان داديم كه هر گر

در اين فصل . ايم بندي كرده هاي دوري را رده به عبارت ديگر گروه.  استيكريخت [بودن با
دهيم كه هر  ينشان م. پردازيم هاي آبلي متناهي مولد مي بندي گروه در حالت كلي به رده

توان به يك و تنها يك صورت به حاصل ضرب مستقيم  گروه آبلي متناهي مولد را مي
خواص ساختاري گروه آبلي  بنابراين .اش تجزيه كرد هاي دوري غيربديهي تعدادي از زيرگروه

  .شود هاي دوري كاملاً مشخص مي متناهي مولد به وسيله چنين زيرگروه

 

 

 

 

 

 مقدمه 
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پس چند مثال س. پردازيم هاي آبلي متناهي مولد مي  اساسي گروهةابتدا به بيان صورت قضي
  ،اين قضيه) نسبتاً طولاني ( دهيم و در نهايت با اثبات  و كاربرد از اين قضيه را ارايه مي

  .رسانيم فصل را به پايان مي
  

هاي دوري   از گروهضرب مستقيمي حاصل است باريختيكGهر گروه آبلي متناهي مولد
  به صورت

1 2 rm m m× × × × × × ×] ] " ] ] ] " ]�������	������
  
  

1im عددimكه در آن هر عدد  و ) Gعدد بتي ( s همچنين عدد.كند  را عاد مي+
  .باشند يكتا مي imيب تابضرا

  
هاي دوري به  از گروهضرب مستقيميحاصل است بايكريختهر گروه آبلي متناهي مولد

  صورت 
1 2

1 2

,n n np p p
× × × × × × ×

A
A

] ] " ] ] ] " ]�������	������
  
  

inهاي اول  و توانrكه در اين جا نيز عدد
ipباشند كتا مي ي.) in

ipها لزوماً متمايز نيستند.(  
 

 .آيند اصطلاحات عدد بتي و ضرايب تاب از توپولوژي جبري مي  :يادداشت 
  

 . از دو قضيه فوق به آساني نتيجه مهم زير به دست خواهد آمد

  

 

 

 

 

 

هاي آبلي متناهي مولد    قضيه اساسي گروه7-1 

)هاي آبلي متناهي مولد اساسي گروهةصورت اول قضي(1-7قضيه

sبار  

)هاي آبلي متناهي مولد اساسي گروهةصورت دوم قضي(2-7قضيه

بار t  
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هاي دوري  وه گرضرب مستقيم حاصلهر گروه آبلي متناهي به دو صورت مختلف با

  . استيكريخت
   مستقيمي به صورتضرب حاصل با )1(

1 2
,
rm m m× × ×] ] " ]  

1im عددimكه در آن هر عدد   ،كند  را عاد مي+
   به صورتضرب مستقيمي حاصل با )2 (

1 2
1 2

,n n np p p
× × ×

A
A

] ] " ]  
  .هستند) نه لزوماً متمايز (  ها اعدادي اول ipكه در آن

 منحصر به فرد است مگر احياناً با تغيير ترتيب ضرب مستقيم  حاصلدر هر دو حالت
inهاي اول  منحصر به فرد هستند و توانimعوامل، يعني ضرايب تاب

ip نيز منحصر به 
  . ندفرد

  

  
  

 را nهاي آبلي از مرتبه توانيم تعداد گروه با استفاده از يك تابع حسابي و قضيه فوق مي
  .تعيين كنيم

  
nG گروهي آبلي وGفرض كنيد p=كه pو عددي است اول 

1e ekp p
G ≅ × ×] " ] 

1به طوري كه  ... 1ke e≥ ≥ ,1در اين صورت اعداد. ≤ ,ke ep p…پاياهاي را Gنامند  مي.  
  

  .ها اگر پاياهاي آنها يكسان باشنداند اگر و تنيكريختnpهر دو گروه از مرتبه

 

 

 

 

 

ها و كاربردها    مثال7-2 

 )هاي آبلي متناهي اساسي گروهة قضي    (3-7قضيه 

1-7تعريف

 1-7نتيجه
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  .شود  واگذار مي خوانندهبه عنوان تمرين به :اثبات

  
  

,1فرض كنيد ,ke e…،n،1 اعدادي طبيعي باشند ... ke e≥ در اين صورت . ≤
}مجموعه }1, , ke e…از افر را يكn1 خوانيم هر گاه kn e e= + +".  

  
 .n برابر است با تعداد افرازهايnpمرتبهيكريختهاي آبلي غير تعداد گروه

)فرض كنيد: اثبات )A nPاز يكريخت هاي آبلي دو به دو غير  وه گردايه همه گر
)،npمرتبه )nP مجموعه همه افرازهاي nفرض كنيد.  باشد( )AG n∈ P، 1, ,ke ep p… 

)تابع . باشندGپاياهاي ): ( )A n nθ →P P با ضابطه { }1, , kG e e6  طبق نتيجه فوق دو …
  .سويي است

  
  .هاي آبلي متناهي و قضيه فوق خواهيم داشت  اساسي گروهةبا توجه به قضي

  
1فرض كنيد

1
knn
kn p p= در اين صورت تعداد . هستند ها اعداد اول متمايز ip كه…

   برابر است باn از مرتبهيكريختهاي آبلي غير  گروه

1( ) ( )kn n× ×"P P . 
  

ابتدا توجه . پيدا كنيميكريختي تقريب  با  را 52هاي آبلي مرتبه خواهيم گروه مي: 1مثال
  : عبارتند از5ددداريم كه افرازهاي ع

2-7تعريف

 4-7قضيه

 2-7نتيجه
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 5  =1 1 1 1 1

 2 1 1 1

  2 2 1

    =3 1 1

  3 2

   =4 1

    =5

+ + + +

= + + +

= + +

+ +

= +

+

  

  : وجود دارد كه عبارتند از52 از مرتبهيكريخت گروه آبلي غير 7بنابراين
2 2 2 2 2

4 2 2 2

4 4 2

8 2 2

8 4

16 2

32.

× × × ×

× × ×

× ×

× ×

×

×

] ] ] ] ]

] ] ] ]

] ] ]

] ] ]

] ]

] ]

]

  

  
3هاي آبلي از مرتبه تعداد گروه :2مثال 2360 2 3 5= ×  با  برابر است×

( ) ( ) ( )6 1.2.3 1 . 2 . 3= = P P P. 2( و  ) 1(ها را بر اساس قسمت  تمامي اين گروه ( 
  :كنيم اساسي به صورت زير فهرست مي ةقضي

52 2 2 3 3 2 6 30

52 4 3 3 6 60

52 2 2 9 2 2 90

52 4 9 2 180

58 3 3 3 120

58 9 360.

× × × × × ≅ × ×

× × × × ≅ ×

× × × × ≅ × ×

× × × ≅ ×

× × × ≅ ×

× × ≅

] ] ] ] ] ] ] ] ]

] ] ] ] ] ] ]

] ] ] ] ] ] ] ]

] ] ] ] ] ]

] ] ] ] ] ]

] ] ] ]
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 آن هر عنصر گوييم اگر مرتبة گروه-pرا يك Gگروه. عددي اول باشدpفرض كنيد

  .باشدpتواني از
  

nG آنگاه، باشدمتناهي مولد گروه آبلي-p يك G اگر p=.  

  :  خواهيم داشتهاي آبلي متناهي مولد  گروه اساسية صورت دوم قضي با توجه به:تاثبا
1 2

1 2
n n np p p

G ≅ × × × × × ×
A
A

] ] " ] ] " ]�����	����
  
  

0tاگر 0tپس. ي از مرتبه نامتناهي خواهد بودنصر داراي عGآنگاه، ≠   ، يعني=
1 2

1 2

.n n np p p
G ≅ × × ×

A
A

] ] " ]  
1 است، پسpتواني از عدد اول  Gنصرچون مرتبه هر ع 2p p p p= = = =A…،يعني  

1n n
p pG ≅ × × A] " nG پس [ p=1، جاييكهn n n= + + A".  

  
  
  
  

  
  

كنيم و با ارايه  در اين بخش مفهوم گروه آبلي آزاد را معرفي و احكامي درباره آن ثابت مي
  .رسانيم  را به اتمام ميبخشهاي آبلي متناهي مولد   اساسي گروهةاثباتي از قضي

  
  

 

 

 

 

 

 هاي آبلي متناهي مولد اثبات قضيه اساسي گروه7-3 

بار t  

3-7تعريف

 1-7گزاره
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 پايه يك Xگوييم.  باشدG يك زير مجموعه ناتهي ازX يك گروه آبلي وGفرض كنيد

G است اگرGبراي X=و Xمستقل خطي باشد، يعني براي هر in ∈ ]، 
ix X∈،1 i k≤ ≤،   

1 1 2 2 1 20 0.k k kn x n x n x n n n+ + + = ⇒ = = = =" "  

  
 : معادلندGشرايط زير در مورد گروه آبلي

)1( G داراي يك پايه )است)متناهي .  
   چنان موجود است كهk عدد طبيعي)2(

.G ≅ × ×] " ]����	���
  

} فرض كنيد:)1(⇒)2(اثبات  }1, , kX x x=   :كنيم تعريف مي.  باشدG يك پايه براي…
  

( ) ( )1 1 1

:

, ,k k k

G

n x n x n n

θ

θ

→ × ×

+ + =


��������
] " ]

" …
  

  . استيكريختي يك θتوان مشاهده نمودكه به راحتي مي
   فرض كنيد:)2(⇒)1(

: ,Gθ → × ×] " ]����	���
  
  

  فرض كنيد.  باشديكريختييك 
  

( ) 0, , 0,1, 0, , 0iu = ∈ × ×… … ] " ]  

kبار

kبار  

ام i مكان

4-7تعريف

 5-7قضيه

kبار
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) عناصرθبا توجه به پوشا بودن )1 ii k x G≤ ≤ )جودند كه چنان مو∋ )i ix uθ توان نشان  به آساني مي. =
}داد كه  }1, , kX x x=   . استG يك پايه براي…

  
  

  

. گوييمآبلي آزاد متناهي مولدگروه آبلي صادق در قضيه فوق را يك گروه   

  
}روه آبلي آزاد متناهي مولد و يك گGفرض كنيد }1, , kX x x= . اي براي آن باشد  پايه…

  : صورت ندر اي
/2 2 .kG G =  

G از قضية قبل خواهيم داشت         :اثبات ≅ × ×] " ]�����	����
بنابراين به آسـاني ميتـوان مـشاهده        . 
  نمود كه

2 2.2 2( ) 2 2
G
G

× ×≅ ≅ × × ≅ × ×
× ×

] " ] ] ]" ] " ]
] " ] ] ]

  

2/ه درنتيج 2kG G =.  

  
  

عناصر هر دو  در اين صورت تعداد.  يك گروه آبلي آزاد متناهي مولد باشدGفرض كنيد
  . برابر استGپايه از
برهان ( .اي پاية نامتناهي نيسترداGافي است نشان دهيم كهكبا توجه به لم قبل  :اثبات
 يك گروه آبلي آزاد متناهي Gچون.  باشدGبراينامتناهي  ة پاييك Y فرض كنيد)  خلف

5-7تعريف

 6-7قضيه

 1-7لم

kبار  
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}مولد است، لذا داراي يك پايه مانند  }1, , kX x x= rفرض كنيد. اشد ب مي… k>. زير 
}مچموعة  }1 1, , rY y y=  زيرگروه توليد Hاگر.  نظر بگيريددر   راY  از عناصر متمايز…

1Yزيرگروه توليد شده بوسيلة عناصر K و1Yشده بوسيله Y−توان   ميينساآ ه باشد، آنگاه ب
  مشاهده نمود كه

/2 ( )/2( ) ( /2 ) ( /2 ),G G H K H K H H K K≅ × × ≅ ×  
2لذا  با توجه به لم قبل داريم /2 /2 2k rG G H H= ≥ kيعني. = r≥كه تناقض است ، .   

  
  

 rankGو با ناميده G رتبه راG پايه از گروه آبلي آزاد متناهي مولدتعداد عناصر هر
  .دهيم نمايش مي

  
  . يك گروه آبلي آزاد متناهي مولد استريختهر گروه آبلي متناهي مولد تصوير هم

} فرض كنيد:اثبات }1, , kX x x= تعريف .  باشدG مولدي براي گروه آبلي دلخواه…
  :كنيم مي

  

( )1 1 1

:

   , , k k k

G

n n n x n x

θ × × →

+ +


��������
] " ]

… 6 "
  

×ريخت تصوير همGبنابراين.  استبروريختي يك θشود كه به آساني مشاهده مي ×] " ] 
  .باشد مي

  
  .شود اثبات لم زير آسان و به خواننده محول مي

6-7تعريف

 7-7قضيه

kبار
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}فرض كنيد }1, , kX x x= n باشد،Gاي براي گروه آبلي آزاد  پايه… ∈  در اين صورت [

iبراي هر j≠مجموعه { }1 1 1, , , , , ,j ij j kY x x x nx x x− += +…  G نيز يك پايه براي…
  .است

  
 در اين .باشدG نيز گروه ناصفري ازH باشد وkة يك گروه آبلي آزاد از رتبGفرض كنيد

}اي مانند  رت پايهصو }1, , kx x…از Gعدد صحيحي مانند ،( )1 r k r≤  و اعداد صحيح ≥
,1مثبتي مانند ,rm m…1 وجود دارد به طوري كهi im m−، 2 i r≤ ≤ 

}و }1 1, , r rm x m x…اي براي  پايهHاست .  
1k اگر:اثبات 1G، آنگاه= x=<  .چون هر زير گروه يك گروه دوري، دوري است. <

1وضوح  دوري است و بهHبنابراين 0m 1چنان موجود است كه < 1H m x=< حال . <
فرض  . برقرار باشدk كوچكتر ازةهاي آبلي آزاد از رتب فرض كنيد قضيه براي همه گروه

mاي از اعداد طبيعي متشكل از  مجموعهر زيSكنيد ∈ اي   به قسمي كه پايه`
}مانند }1, , ky y…از Gو عنصري از H1 به شكل 2 2 ,i k kn h my n y n y∈ = + + +] " 

  .موجود باشد
}چون }0H S، پس≠ ≠   باشد، Sنصر كوچكترين ع1mفرض كنيد. ∅
)يعني )2 ii k n≤ ≤ ∈ } و پايه [ }1, , ky y…از Gچنان موجود است كه   

1 1 2 2 .k kh m y n y n y H= + + + ∈"  
irه به الگوريتم تقسيمتوجبا  ∈ ]، iqموجودند كه   

1 , 0 ,  2, 3, , .i i i in q m r r m i k= + ≤ ≤ = …  
)پس )1 1 2 2 2 2k k k kh m y q y q y r y r y= + + + + + +"  و 1mبا توجه به مينيمال بودن. "

}پايه بودن }1 2 2 2, , ,k k ky q y q y y y+ + +" 0ir خواهيم داشت،Gبراي … =، 2 i k≤ ≤ .

 2-7لم

 8-7قضيه
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١٤٣ 

1در نتيجه  1h m x H= 1كهي، جاي∋ 1 2 2 k kx y q y q y= + + قرار . "+
,2دهيم مي , kK y y=< 1k يك گروه آبلي آزاد از رتبهK بنابراين.…<   . است−

1كنيم ادعا مي 1H m x H K=< > + aفرض كنيد. ∩ H∈ .1صورت دراين ,  ii k t≤ ≤ ∈ ] 
1چنان موجودند كه  1 2 2 k ka t x t y t y= + + 1rبنا به الگوريتم تقسيم. "+ ∈ ]،1q چنان 

1موجودند كه 1 1 1t q m r= + ،1 10 r m≤   پس. >
1 1 2 2 1 1 1 .k kr x t y t y a q m x H+ + + = − ∈"  

1 داريم1mبا توجه به مينيمال بودن 0r    و در نتيجه=
( )1 1 1 2 2 1 1 ,k ka q m x t y t y m x H K= + + + ∈< > + ∩"  

1يعني نشان داديم كه 1H m x H K=< > + }اگر. ∩ }0H K∩ 1آنگاه، = 1H m x=<  و <
}اگر. به وضوح قضيه درست است }0H K∩ } پايه، آنگاه طبق فرض استقرا≠ }2, , kx x… 

)  عدد صحيحي مانند وKاز )2 r k r≤ ,2انند و اعداد صحيح مثبتي م≥ ,rm m… وجود 
1iدارد به طوري كه im m−، 3 i r≤ } و≥ }2 2, , r rm x m x…اي براي  پايهH K∩است   .

}وضوح به }1, , kx x…يك پايه براي Gو   { }1 1 2 2, , , r rm x m x m x…يك پايه براي Hاست  .
1ماند كه نشان دهيم تنها باقي مي 2m m .با توجه به الگوريتم تقسيم عناصر,q r ∈ ] 
2موجودند كه 1m qm r= +، 10 r m≤ }مجموعه. > }2 1 2 3, , , , kx x qx x x+  Gيك پايه  …

  است و
( )2 1 1 2 1 1 2 2 3 30 0 .k krx m x qx m x m x m x m x H+ + = + + + + ∈"  

0r، خواهيم داشت1mبا توجه به مينيمال بودنبنابراين  1 يعني،= 2m m.  

  
  هاي آبلي متناهي مولد  اساسي گروهةقضيصورت اول  وجود تجزيه دراثبات         

  
  

Fصــورت اگــر  در ايــن.  توليــد شــودنــصرعk توســطGفــرض كنيــد = × ×

����������
] "  آنگــاه  ،[

ــيهم : پوشــايريخت F Gθ ــواهي→ ــترا خ ــات قــضيه   (م داش ــه شــود 7اثب  ، ) ملاحظ

kبار  
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KerF/لـــذا Gθ }فـــرض كنيـــد . ≅ }1, , kx x…اي بـــراي پايـــهF باشـــد بطوريكـــه 
{ }1 1, , r rm x m x…اي بـــراي  پايـــهKerθ كـــه در آن ( )1 r k≤ 1iو ≥ im m−، 2 i r≤ ≤ .

  :اكنون داريم
1 ,kF x x≅< >× ×< >"  

1 1Ker .r rm x m xθ ≅< >× ×< >"  
   بنابر اين 

1
1

1 1

/Ker r
r k

r r

x x
G F x x

m x m x
θ +

< > < >≅ ≅ × × ×< >× ×< >
< > < >

" "  

1
.

rm m≅ × × × × ×] " ] ] " ]  

  
 

   آبلي متناهي مولدهاي  اساسي گروهة قضيدوماثبات وجود تجزيه در صورت    
  

هاي آبلي متنـاهي مولـد بـه وضـوح از             اساسي گروه  ة در صورت دوم قضي    ،اثبات وجود تجزيه  
  .آيد  بدست مي3-5 نتيجه  مطلب فوق و

  
  هاي آبلي متناهي مولد  اساسي گروهةاثبات يكتايي صورت دوم قضي       

   
  .كنيم تعريف زير را بيان مي و  قبل از ارائة اثبات لم

  
در اين صورت هر يك .  اول باشدي عددp عددي صحيح وm گروهي آبلي،Gفرض كنيد
  : استG زيرگروهي از، هاي زير از مجموعه

)1({ }mG mg g G= ∈،  
)2([ ] { }0G m g G mg= ∈ =،  

 3-7لم
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)3({ }( )  ( ) , 0            nG p g G g p n= ∈ = ≥D،  
)4({ }( ) ( )T G g G g= ∈ <∞D.  

  .هاي زير موجودند يكريختي
)5( ( )m n<n n m

m
p p

p −≅] ]،  
)6( ( )1n ≥[ ]n pp

p ≅] ]،  
) وG فرض كنيد)7( )1,2, , ii n G= اگر. هاي آبلي باشند  گروه…

1

n

i
i

G G
=

 ، آنگاه∏≅

1

n

i
i

mG mG
=

  و∏≅
1

[ ] [ ]
n

i
i

G m G m
=

≅∏.  

Gاگر. دو گروه آبلي باشندHوGفرض كنيد)8( H≅آنگاه ،( ) ( )T G T H≅ 
)و ) ( )G p H p≅.  

  .شود واگذار مي به عنوان تمرين به عهده خواننده :اثبات
  
  

) گروهي آبلي باشد، آنگاه زير گروه      Gهر گاه  )T G     زيـر گـروه     قبـل،     تعريف شده در لـم
)هـر گـاه     .  نـام دارد   G تابي )T G G=    آنگـاه گـوييم G  هـر  .  اسـت   گـروه تـابي     يـك
)گاه ) {0}T G  . استفارغ از تاب G، آنگاه گوييم=

  
   دو تجزيه داشته باشد، مثلاGًفرض كنيد

1 1
1 1

.n n m mk
kp qp q

G× × × × × ≅ ≅ × × × × ×
A
A

] " ] ] " ] ] " ] ] " ]�����	����
 �����	����
  
                                      

  :دو تجزية فوق خواهيم داشتبا توجه به 
1 1

1 1

( ) ,n n m mk
kp qp q

T G× × ≅ ≅ × ×
A
A

] " ] ] " ]  
  و لذا

tبار sبار 
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( )
.G

T G
≅ × ×] " ]�����	����
 ،

( )
G
T G

≅ × ×] " ]�����	����
  
  

tبنابراين s= .رو كافي است فرض شود از اين( )G T G=يعني ،  
1 1

1 1

.n n m mk
kp qp q

G× × ≅ ≅ × ×
A
A

] " ] ] " ]  
i،i، به ازاي هر)پس از ترتيب مجدد (  و k=Aحال بايد نشان داد in m

i ip q=.  
) به وضوح.  عددي اول باشد p كنيدفرض )( )inip p∏  با مجموع مستقيم آنيكريختni

ip
] 

ipهايي است كه p=  سمت راستو به همين نحو در مورد تجزيهباشد G .م چون طبق ل
)  قبل  ) ( )( ) ( )i in m

i ip p q p≅∏ i, كافي است كهلذا ،  ∏ ip qعدد اول ثابتها را p  در نظر
  .رو داريم  از اين.گرفت

1 1
,a bi j

k

p p
i j

G
= =

≅ ≅∏ ∏
A
] ]  

1كه در اين جا 21 ...a a a≤ ≤ ≤ ≤ A1 و 21 ... kb b b≤ ≤ ≤ دهيم  بتدا نشان ميا. ≥
  دهند كه  نشان ميGسمت چپ لم قبل و تجزيه .k=Aكه

[ ]
1

[ ] ,ai p pp
i

G p p
=

≅ ≅ × ×∏
A
] ] " ]�������	������
  

  
]كه از آن جا ]G p p= A . سمت راستاستدلالي مشابه با تجزيهGدهد   نشان مي

]كه ] kG p p= .،بنابراينkp p=A در نتيجه و k=A  .فرض كنيد( )1 u l u≤  اولين عدد ≥
iصحيحي باشد كه به ازاي هر u<، i ia b=و u ua b≠ .توان فرض كرد ميu ua b< . چون

uiaبه ازاي a≤،0u
ai

a
p

p   :كنند كه و لم قبل ايجاب مي Gسمت چپ، تجزيه [=

1 1
.u u

a a aui i
a a

p p
i i u

p G p −
= = +

≅ ≅∏ ∏
A A

] ]  

  :داريمG  سمت راستبطو مشابه از تجزية
,u

b aui

a
p

i u
p G −

=
≅∏

A
]  

sبار tبار 
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uap مختلف برايهاي مؤلفهيعني دو تجزيه با تعداد  Gدر نتيجه براي .  كه تناقض است،داريم
i، iهر ia b=.  

  
  
  

  هاي آبلي متناهي مولد  گروه اساسيةيكتايي صورت اول قضي       
  

  فرض كنيد
1 1

,
rm m n nG ≅ × × × × × ≅ × × × × ×

A
] " ] ] " ] ] " ] ] " ]�����	����
 �����	����
  

  
1كه در اينجا 1m 1و< 1n 1و< 2| | ... | rm m m 1و 2| | ... |n n nA . با توجه به استدلال

s،يكتايي صورت دوم t=.حال فرض كنيد   
1 2

1 2

1 2

1 2

,

.        
i i id

i i id

a a a
i d

b b b
i d

m p p p

n p p p

=
=

…

…  
i,هاي  تجزيه im n3-5 نتيجه با توجه به. ضرب توانهاي اعداد اول متمايز باشد  به حاصل 
  :داريم

( )
1 1

, ,
,a aij ijrm m n np p

i j i j
T G≅ × × ≅ ≅ × × ≅∏ ∏A

] ] " ] ] " ] ]  

,1,2و لذا براي هر ,j d=   : داريم،…

1 1
,( )a bij ijj j

r

p j p
i i

G p
= =

≅ ≅∏ ∏
A

] ]  

r،و لذا با استفادة مجدد از يكتايي صورت دوم = Aو براي هر ,i j،  ij ija b= . در نتيجه
i،  iبراي هر im n=.  

  

  

sبار tبار 
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بعنوان . ائل مهم توپولوژي تشخيص يكسان نبودن دو فضاي توپولوژيك استيكي از مس
  :سازيم روشهاي زير دو شكل ميبا . مثال نوار مستطيل شكلي را در نظر بگيريد

  .چسبانيم تا يك استوانه حاصل شود  دو سر نوار را بهم مي:استوانه) 1(
ه چرخانده سپس دو سر نوار را  درج180 ابتدا دو سر نوار را به اندازة :نوار موبيوس) 2(

 .چسبانيم بهم مي
دهند، كه اگر دو فضاي  توپولوژي دانها به هر فضاي توپولوژيك يك گروه نسبت مي

ها را  اين گروه. هاي وابسته به آنها نيز يكسان هستند توپولوژيك يكسان باشند، آنگاه گروه
ين دو فضاي توپولوژيك يكسان هاي بنياد بنابراين اگر گروه. ناميم هاي بنيادين مي گروه

  . آنگاه اين دو فضاي توپولوژيك يكسان نيستند،نباشند
مثل نوار ( وجود عناصر از مرتبة متناهي در گروه بنيادين دلالت بر چرخش فضاست

رو اصطلاح عناصر تابدار در مورد عناصري از مرتبة متناهي در يك گروه  از اين. )موبيوس
  .گيرد آبلي مورد استفاده قرار مي

  

  
  
  .30هاي آبلي از مرتبة كوچكتر از  مطلوب است تعيين تمام گروه،يكريختيدر حد  .1
2.) a(فرض كنيد pنشان دهيدكه گروه.عددي اول باشد p p p× × ×] ] " )  مولفهnبا([

)داراي 1)/( 1)np p−   است،pزير گروه از مرتبة−
)b( 2هاي مرتبة تعداد زيرگروهp2در گروه آبلي 3p p

×]   چيست؟[
2p نشان دهيد.3 p

×] 2 داراي[ 1p   .استp عنصر از مرتبة−
10 فرض كنيد.4

{( , ) | , ,  }G x y x y x y= ∈ ≡].  
)a (نشان دهيدGيك گروه بدون تاب از×]   ،است[

 

 

 

 

 

تمرينها 

 

 

 

 

 

توضيح تاريخي 
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)b (نشان دهيدGمتناهي مولد است.  
 باشد، آنگاه p عدد اولGنصر مرتبة هر عاگر .يك گروه آبلي متناهي باشدG كنيد فرض.5

p p pG ≅ × × ×] ] " ].  
H,فرض كنيد .6 GوKآبلي متناهي مولد باشند هاي   گروه.  
)a (اگرG G H H× ≅ G آنگاه،× H≅،  
)b (اگرG H G K× ≅ H آنگاه،× K≅،  
 )c(فرض كنيد [ ]x]ها از  گروه جمعي تمام چندجملهxنشان دهيد                         .  با ضرايب صحيح باشد

[ ] [ ]x x× ≅ × ×] ] ] ] [≅ اما[ ×] ].  
 دوري است اگر و تنها اگر به ازاي هرعدد اولي G ثابت كنيد كه گروه آبلي متناهي.7

pبايكريخت  زيرگروهي Gوه، گرpچون p×]   . نداشته باشد[
8.) a(فرض كنيد Gگروهي آبلي وnG p=،كهpاگر به ازاي هر . عددي اول است

  ، دوري استGآنگاه، dحداكثر داراي يك زيرگروه از مرتبة G گروه G ازdعليه مقسوم
)b (فرض كنيدGي هر عدد طبيعيگروهي آبلي و متناهي باشد بطوريكه به ازاn 

0nxمعادلة   .دوري استGصورت در اين. داشته باشدGريشه درnحداكثر=
9. )a (فرض كنيدGمتناهي از مرتبةيك گروه آبلي nنشان دهيد به ازاي هر.  باشد |d n ،

يك گروه خارج قسمتي از Gهمچنين نشان دهيد. وجود داردdبا مرتبةGزيرگروهي از
  .داردdمرتبة

)b (فرض كنيدGاگر براي هر عدد طبيعي.  يك گروه آبلي متناهي باشدnمعادلة ،n ex = 
0nxبا نماد جمعي ،(   . دوري استG داشته باشد، آنگاهG ريشه درnحداكثر) =

  .هاي زير را ثابت يا رد كنيد گزاره.10
)a (اگرGگروهي آبلي آزاد با رتبةnمجموعة مستقل خطي با باشد، آنگاه هر زير nنصر ع 

  است،Gيك پايه براي
)b (اگرGگروهي آبلي آزاد متناهي مولد باشد، آنگاه هر مجموعة مولدGاي  شامل پايه
  ،استG از
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)c (فرض كنيدGي نصريك گروه  آبلي متناهي مولد باشد كه در آن هيچ ع)مرتبة ) 0جز
  ، يك گروه آبلي آزاد متناهي مولد استGصورت دراين. متناهي ندارد

)d (اگرGاه هر زيرگروهگروهي متناهي مولد باشد، آنگGنيز متناهي مولد است.  
H, فرض كنيد.11 Gاگر به ازاي هر عدد طبيعي.  دو گروه آبلي متناهي باشندn، تعداد 

Gنگاه آ، اين دو گروه برابر باشندn از مرتبة عناصر H≅.  
نشان دهيد كه تعداد . باشد عددي اول pيك گروه  آبلي متناهي وGفرض كنيد .12
  .رابر استب pهاي  از انديس با زيرگروهpهاي از مرتبة گروهزير
13.) a(نشان دهيد ( ,   ،متناهي مولد نيست_+(

)b (نشان دهيد هر  زيرگروه متناهي از/_   . دوري است[
داراي زيرگروهي Gنشان دهيد. باشدGزيرگروهي از گروه آبلي متناهيH فرض كنيد.14

G/بايكريخت  Hاست.  
  .شود گروه آبلي متناهي با عناصر مرتبة ماكزيمال خود توليد مي-pيك .15
هاي دو به دو  اد زيرگروه تعدنشان دهيد. گروهي آبلي متناهي مولد باشدG فرض كنيد .16

  .متناهي است Gيكريخت غير 
صورت كوچكترين عدد طبيعي  در اين. يك گروه متناهي مولد باشدG فرض كنيد.17

)شود را با  خود توليد مينصر عnباG را كهnمانند )Gµدهيم  نمايش مي.  
)a (فرض كنيد 

1 2 rm m mG = × × × × × × ×] ] " ] ] ] " ]�������	������
) نشان دهيد . )G r sµ = +،  
  
)b (فرض كنيد ,H Gو مولد  دو گروه آبلي متناهي Hنشان دهيد . فارغ از تاب باشد 

( ) ( ) ( )G H G Hµ µ µ× = +.  
p فرض كنيد.18 p pG = × × ×] ] " Aut(G)نشان دهيد).  مولفهnبا([ GL ( )n p≅ ].  
2اگر.  تناهي باشدگروه آبلي م-pيكG فرض كنيد.19 |p G نشان دهيد || Aut( ) |p G.  
2 فرض كنيد.20 2 2G = × × ×] ] " 2نشان دهيد).  مولفهnبا([ - 1 || Aut( ) |n G.  

  

sبار  
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هاي آبلي متناهي مولد  گروه  

 

١٥١ 

  
  
f:گروهي آبلي متناهي مولد وG فرض كنيد.1 G G→ ثابت كنيد، باشدبروريختييك f 

  . استيكريختي
آنگاه هر  ، مينيمال باشدنصرداراي عGهاي يك گروه آبلي و هر خانواده از زيرگروهGاگر .2
G:كريختيت Gϕ   . استيكريختي يك →

)Aut آنگاه، غير دوري باشد متناهييك گروه آبليG اگر.3 )Gآبلي نيست.  
|يك گروه متناهي وGفرض كنيد .4 | 3G )Autان دهيد مرتبةنش. ≤ )Gتواند عددي فرد  نمي

  .باشد
يك زير گروه نرمال Gثابت كنيد. گروه غير دوري متناهي باشد-pيكG فرض كنيد.5

/يكهدارد بطور Nمانند p pG N ≅ ×] ]. 
Gمثال بزنيد كهG گروهي آبلي مانند.6 G G G≅ × Gاما× ≅G G×.  
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8 فصل   

  و قضاياي سيلوها گروهعمل  

   
 

:خوانيد در اين فصل مي  
 

ها عمل گروه 8-1  
 اي معادله رده 8-2
  قضاياي سيلو 8-3
   كاربردهايي از قضاياي سيلو8-4
   شمارش مدارها8-5
  
  
  

 
  

 بعنوان سپس.  در اين فصل به معرفي عمل يك گروه روي يك مجموعه خواهيم پرداخت
ميت زيادي برخوردارند ها از اه  كه در رده بندي گروهنتيجه به اثبات قضاياي سيلو

در نهايت بعنوان يك نتيجة كاربردي به اثبات قضية برنسايد كه كاربرد زيادي در . پردازيم مي
  .مسائل تركيبياتي دارد خواهيم پرداخت

 

 

 

 

 

 مقدمه 
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١٥٤ 

  
  

 يك مجموعه دلخواه غير X يك گروه وGاگر. ز ضرب گروه استها تعميمي ا عمل گروه
G، نگاشتX برG )چپ ( عملتهي باشد منظور از X X×  داده شده →

)توسط )6,g x gxطوريكه  باشد به  مي  
)1(ex x=براي هر x X∈،   

)2(11 2 2( ) ( )x gg g g x=براي هر x X∈1 و هر 2,g g G∈ .  

) فرض كنيد:1مثال )\2GLG 2X\ و=  X با عمل ضرب از چپ برGصورت در اين . =
2x\اگر . كند عمل مي Ix ماتريس هماني باشد، در اين صورتIو∋ x= .اگرAو B دو 

2ماتريس معكوس پذير پذيري ضرب   باشند، در اين صورت با توجه به خاصيت شركت×2
)ماتريسها خواهيم داشت  ) ( )AB x A Bx=.  

   
 X رويXSدر اين صورت. اشد يك مجموعه دلخواه غير تهي بX فرض كنيد:2مثال

  . كند صورت زير عمل مي به

( ) ( )6, .
XS X X

x xσ σ

× →  

 تعريف ضرب جايگشتي به عنوان ةنتيج) 2(از تعريف جايگشت هماني و شرط ) 1(شرط 
  .تركيب توابع است

    
عمل ) ضرب از چپ( روي خودش مطابق قانون زير G يك گروه آنگاهG اگر:3مثال
  .كند مي

( )6, .

G G G

g x gx

× →  

  

 

 

 

 

 

   عمل گروهها8-1 
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ها و قضاياي سيلو  عمل گروه  

 

١٥٥ 

 عمل تزويج با Hدر اين صورت.  باشدG زير گروهي از گروهH فرض كنيد:4مثال
  : كند  عمل ميXروي

( )6 1, .

H G G

h g hgh−
× →

  

  

باشد در Gدر Hهاي چپ دسته  مجموعه همHLوGزير گروهي از H فرض كنيد :5مثال
 : كند  عمل ميHL رويعمل انتقال چپ  با Gاين صورت 

HL→HL×G  
( )6, .g xH gxH  

  

  
x,براي هر . عمل كندX بر مجموعه Gفرض كنيد  y X∈دهيم   قرار مي∼x y اگر و 
gي چون نصرفقط اگر ع G∈ود باشد به طوريكه  موجgx y= . يك ∽نشان دهيد 

  . استXرابطه هم ارزي بر 

x براي هر:اثبات X∈ داريم ex x= از اين رو ،∼x x .  فرض .  انعكاسي است∽پس
x∽كنيد  yي چون نصر لذا به ازاي عg G∈ ،gx y= ، پس  

( ) ( )1 1 1 .g y g gx g g x ex x− − −= = = =  

y∽رو  از اين x سر انجام اگر .  متقارن است∽، لذا∼ ∼,y z x y آنگاه به ازاي ، gوh  -  اي 
gx و Gاز  y=وhy z= پس ( ) ( )hg x h gx hy z= = x∽ از اين رو = zمتعدي ∽و 

  .است

  

 1-8قضيه
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١٥٦ 

 

g عمل كند وX برGفرض كنيد :نمادگذاري G∈و x X∈دهيم  قرار مي:   
{ }

{ }

,

.
g

x

X x X gx x

G g G gx x

= ∈ =

= ∈ =
  

  

  
x عمل كند وX برGفرض كنيد X∈ .در اين صورتxGيك زير گروه Gاست .  

x فرض كنيد:اثبات X∈و xh G∈و g .بنابراينgx hx x=  و در =
)نتيجه ) ( )gh x g hx gx x= = xghاز اين رو. = G∈ و xGتحت عمل دوتاييG بسته  
ex. است x= و از اين رو xe G∈ . اگرxg G∈ آنگاه ،gx x= پس 

( ) 1 11( )x xe x xg g xgg g − −−= = = 1 و در نتيجه =
xg G− زير گروهي از xGبنابراين . ∋

Gاست .  

  
  

gXرا مجموعه نقاط ثابتgاز Xو xG از ايزوتروپي يا گروهثابت ساز را گروه xگوييم .  

  

 مدار با نسبت هم ارزي بيان شده يك زارهر قطعه در اف.  عمل كندX برGفرض كنيد
xاگر. ناميم  ميG تحتXدر X∈قطعه شامل xرا مدار xناميم و با  ميx نمايش 
  .دهيم مي

 
v شود كه   به آساني ملاحظه مي:تذكر{ | }x Gx gx g G= = ∈. 

  

 2-8قضيه

2-8تعريف

1-8تعريف 
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ها و قضاياي سيلو  عمل گروه  

 

١٥٧ 

  

x عمل كند وX برGفرض كنيد X∈ .صورت يندر ا [ ]:. xx G G=  

h فرض كنيد:اثبات G∈و g. خواهيم داشت :  
1 1 .x x xgx hx g hx x g h G hG gG− −= ⇔ = ⇔ ∈ ⇔ =  

6xgGبنابراين نگاشت gxيك نگاشت دوسويي است بنابراين [ ]: xx G G= .  

  
  
  

  
  

  دهيم  قرار مي.  عمل كندX برGفرض كنيد

0 براي هر  .{ { ,X x X gx x g G= ∈ = ∈  

xشود كه براي هر ملاحظه مي X∈،مجموعه  x0ي است اگر و فقط اگرنصر تك عx X∈ .
  :هاي مجزا به شكل زير افزار كرد توان به صورت مجموعه  را ميXبنابراين

…0 1 2 ,nX X x x x= ∪ ∪ ∪ ∪  
1ixكه در آن    بنابراين  .<

( )∗                                      0
1

:
i

n

x
i

X X G G
=

= + ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦∑  

)معادله    . گوييماي  ردهةمعادلرا ∗(
  
  

 

 

 

 

 

 اي   معادله رده8-2 

 3-8قضيه
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 داريمGبراي هر گروه متناهي

( ) [ ]
1

: ( ) ,
n

i
i

G C G G C x
=

= +∑  

)كه در آن ). ix G C G∈ −                                        
) با عمل تزويج روي خودش عمل كند، يعنيG فرض كنيد:اثبات )6 1,g x gxg− . در اين

  صورت 
( ) { }0 ,C G X x G gx xg g G= = ∈ = ∀ ∈  

{ } ( )1
xG g G gxg x C x−= ∈ = =  

  . گردد اي اثبات مي ه رد بنابراين قضيه با توجه به معادلةو

  
  

  

 Gدر اين صورت مركز .)عددي اول است p(باشد np يك گروه از مرتبهGفرض كنيد
 .غير بديهي است

   : با توجه به قضيه قبل خواهيم داشت:اثبات

( )
1

[ : ],
i

n
n

x
i

p G C G G G
=

= = +∑  

|كه در آن [ : ]
ix

p G G.بنابراين  ( )p C Gيعني ،( )C G p≥ .  

  
  

 4-8قضيه

 5-8قضيه
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ها و قضاياي سيلو  عمل گروه  

 

١٥٩ 

  

  
  

 به ما  متناهيهاي آبلي اطلاعات كاملي در مورد گروه متناهي هاي آبلي قضيه اساسي گروه
قضاياي سيلو اطلاعات . تر است هاي ناآبلي متناهي به مراتب پيچيده مطالعه گروه. دهد مي

دانيم كه مرتبه هر زير گروه از يك  طبق قضيه لاگرانژ مي. دهند مهمي درباره آنها به ما مي
كنيم كه آيا عكس  اينك اين سوال را مطرح مي. كند گروه متناهي مرتبه آن گروه را عاد مي

d يك گروه متناهي وGيعني اگر. ه درست استاين قضي Gآيا G داراي زير گروهي از 
 دوري باشد گروهيG اگر "مثلا. در حالتهاي خاص اين مطلب درست است.  استdمرتبه

اما در حالت كلي .  وجود داردd با مرتبهG زير گروهي از،G ازdبه ازاي هر مقسوم عليه
با وجود اين كه .  ندارد6زير گروهي از مرتبه 4Aعكس قضيه لاگرانژ صحت ندارد، چرا كه

اما با محدوديتهايي روي مقسوم . عكس قضيه لاگرانژ در حالت كلي درست نيست
 و عدد pكنند كه براي هر عدد اول قضاياي سيلو تاييد مي. كند  صحت پيدا ميGهاي عليه

np، اگرnطبيعي Gآنگاه Gزير گروهي از مرتبه npدارد  .  
  . كنيم كشي را ثابت مي به عنوان اولين قدم ، قضيه

  
 Gصورت در اين.  را عادي كندG عدد اولي باشد كهp و متناهييك گروهGفرض كنيد 

  . استpي از مرتبةنصرداراي ع
   فرض كنيد :اثبات

{ }… …1 1 2, , ,( ) .p piX a a a G a a a e= ∈ =  

) به طور يكتا به صورتpaچون ) 1
1 2... pa a a

شود، خواهيم داشت كه   معين مي−
1pX n nكه در آن=− G= . فرض كنيد گروه]( , )pH =  به صورت زير X روي+

  عمل كند 

 

 

 

 

 

ي سيلو   قضايا8-3 

)كشيقضيه(   6-8قضيه
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١٦٠ 

( )… 6 … …1 2 11 2,( , , ) ( )

            

, , , , , , ,p ph h h

X X

k a a a

H

a a a a a+ +

× →
  

abبا توجه به اينكه در يك گروه اگر e=آنگاه ( ) ( )11( )ba ba a ab a ea a −−= =  به =
  شود كه  آساني ملاحظه مي

11 2 .( , , ..., , , ..., )ph h h Xa a a a a+ + ∈  

h,از طرفي براي هر h H′ x و∋ X∈داريم :   
0 ,   ( ) ( ),x x h h x h h x′ ′= =+  

   داريم.كند  عمل ميX رويHيعني
0 1 1 1{( , , ) | ( , , ) ( , , ),  }

      ={( , , ) | = }.
p p p

p

X a a h a a a a h H

a a a e

= = ∀ ∈… … …

…
  

)بنابراين )… 0, , ,e e e X∈0 و لذا 0X اي  با توجه به معادلة رده. ≠
0داريم

1

:[ ]
i

n

x
i

X X H H
=

= ]آن، كه در ∑+ : ] 1
ix

H H ] از طرفي چون.< : ] | 
ix

H H p، 

]لذا  : ]
ix

H H p= 0درنتيجه وX X pn= ||0رو از اين. + |p X  و با توجه به ناصفر
0X خواهيم داشت0Xبودن p≥.در نتيجه a e≠در G چنان موجود است 
)كه )… 0, , ,a a a X∈و لذا pa e= و چون pعددي اول است پسD( ) pa =  .  

  
v ها و با استفاده از  كشي را بدون استفاده از عمل گروه تواند قضيه  خواننده مي:تذكر

 . اي اثبات نمايد استقراي رياضي و به كارگيري معادله رده
  

ر مرتبة تمام گروه گوييم اگ−pرا يك Gگروه. عددي اول باشدpفرض كنيد  :يادآوري
  ). ملاحظه شود3-7تعريف (باشدpعناصر آن تواني از
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ها و قضاياي سيلو  عمل گروه  

 

١٦١ 

  

  
   . باشدp تواني از عدد اولGگروه است اگر و فقط اگر−p يكGگروه متناهي

q عددي اول باشد كه    qگروه باشد و  −p يك G فرض كنيد  :اثبات G .     در اين صورت طبق
 چنـان   n عـدد طبيعـي    شود و با توجه به فـرض         مي q داراي عنصري از مرتبه    Gكشي قضيه

nqموجود است كه   p=     و لذا p q= .    به عكس اگـر nG p=         آنگـاه بنـابر قـضيه لاگرانـژ 
  .  خواهد بودpي از عدد اول توانGنصرمرتبه هر ع

  
  

 −p را يكHگروه باشد، آنگاه−pيكH اگر.باشدGي از گروه زير گروهHفرض كنيد
 .گوييمGزير گروه 

  
  گاه  آن،عمل كندX رويHاگر.   باشدGگروه متناهي−p يكHفرض كنيد

0

p
X X≡ .

0اي،   در معادلة رده:اثبات
1

:
i

n

x
i

X X H H
=

= + ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ |، داريم∑⎦ [ : ]
ix

p G G0 و لذا

p
X X≡.  

  
  

  در اين صورت .  باشدGزير گروه از گروه متناهي−p يكHفرض كنيد
( )[ ] [ ]: :

p

GN H H G H≡ .

 با انتقال چپ H . باشدG درHهاي چپ دسته  مجموعه همه همX فرض كنيد:اثبات
   داريمكند و  عمل ميXروي

1-8گزاره

1-8 نتيجه

 1-8لم  

3-8تعريف
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١٦٢ 

( )

1
0

1 1

, }= , }

     =  }=  }     

     =  }.

{  | {  |

{  | {  |

{  | G

X hxH xH h H hxH H h H

Hx H xH H

x N H

xH xH x

xH x xH x

xH

−

− −

= ∀ ∈ = ∀ ∈

= =

∈

=

  

) درHهاي دسته  برابر با تعداد هم0Xبنابراين )GN H است، يعني ( )[ ]0 :GX N H H= و
  لذا

( )[ ] [ ]0: : .
p

GN H H X X G H= ≡ =  

  
  

] باشد وGزير گروه از گروه متناهي−p يكHرض كنيدف ]:p G Hدر اين صورت ،  
( )GN H H≠ .  

   با توجه به اينكه :اثبات
[ ] ( )[ ]0 : : ,
p p

GG H N H H≡ ≡  

)ريمدا )[ ]:Gp N H H.از طرفي چون ( )[ ]: 1GN H H )، لذا≤ )GN H H≠.  
  

  

  

np يك گروه با مرتبه    Gفرض كنيد  m    1 باشد كه در آنn ≥،p   عددي اول و ( ), 1p m = .
i،,1Gدر اين صورت به ازاي هر      i n≤ بـه عـلاوه   .  است ip زير گروهي از مرتبه    امل ش ≥

) با مرتبهGهر زير گروه از )1 ii n p≤ 1ip در يك زير گروه با مرتبه>   . نرمال است+

 2-8نتيجه

 )قضيه اول سيلو  (7-8قضيه
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١٦٣ 

pچون. كنيم  ثابت مي  i مطلب را با استقرا روي     :اثبات G     ،طبق قـضيه كـشي ، G   شـامل 
1iپس قـضيه بـراي    .  است p و لذا شامل زير گروهي از مرتبه       pعنصري از مرتبه    برقـرار   =

) بـا مرتبـه    H شـامل زيـر گـروه      Gاست حـال فـرض كنيـد       )1 ii n p≤ در ايـن   .  باشـد  >
]صورت ]:p G H داريم 2 و 1 نتيحه و با توجه :  

  

  و

( )[ ] [ ]( )/ : : 0.1
p p

G GN H H N H H G H= ≡ ≡<  

)بنابراين )/Gp N H Hو دوباره بنابر قضيه كشي ( )/GN H Hشامل زير گروهي از مرتبه p 
1 شكلفرض كنيد اين زير گروه به. است /H Hباشد كه در آن ( )1 GH H N H≤ حال . ≥
)چون )� GH N Hلذا ،� 1 H H .1بالاخره

1 1 / i iH H H H p p p += = =.  

 

    
زير گروه ماكزيمال −p يكPگوييم اگرG اززير گروه سيلو−pرا G از گروهPزير گروه

Pيعني، اگر( باشد Gاز H G≤ H باشد، آنگاهGزير گروه از−p يكH، كه≥ P= 
Hيا G=(  

 

v دهد كه اگر قضيه اول سيلو نشان مي:  تذكرnG p m=و ( ), 1p m  −p، آنگاه=
  .  هستندnpهاي از مرتبه  همان زيرگروه" دقيقاGهاي سيلوي زير گروه

2چون.  را در نظر بگيريد4A  گروه متناوب   :6مثال
4 2 .3A   زيـر گـروه سـيلوهاي   -2، لذا=

4Aــه ــيلوهاي -3 و4از مرتبـ ــروه سـ ــر گـ ــه4A زيـ ــي 3 از مرتبـ ــند  مـ ــابراين . باشـ بنـ

4-8تعريف

( )[ ] [ ]

( )[ ]
: : 0,

: 1,

p p

G

G

N H H G H

N H H

≡ ≡

>
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١٦٤ 

{id,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}P ــيلو از-2يـــــك= ــروه ســـ ــر گـــ  4A زيـــ
1و {id,(1 2 3), (1 3 2)}Q =،2 {id,(1 2 4),(1 4 2)}Q  4A   زيــر گــروه ســيلو  -3دو=

   .باشند مي
  

  :دهيم قرار مي. باشد عددي اول pفرض كنيد: 7مثال

]1 | , , 0 .
0 pG
a b

a b a
a−

=
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪∈ ≠⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

  

)شود كه به آساني مشاهده مي 1)p pG   :فرض كنيد. =−

]
1

| .
0 1 pP
b
b=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ∈⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
  

Pصورت در اين p= .از طرفي چون( , 1) 1p p − زير گروه سيلو −pيكP، لذا =
  .استGاز

  
ر گـروه سـيلو      زي ـ −p هـم يـك    P از −1xPx زير گروه سيلو باشد، هر مزدوج      −p يك Pاگر

 بدست آورد،   Pتوان از   زير گروه سيلو را مي    −pقضيه دوم سيلو حاكي اين است كه هر       . است
  .زير گروه سيلو مزدوج هستند−pيعني هر دو

  

 باشد آنگاه Gزير گروه سيلو از−p هرP وGزيرگروه از گروه متناهي−p يكHاگر 
xنصرع G∈  1چنان موجود است كهH xPx−≤ .ويژه هر دوبp−زير گروه سيلويG 

  .مزدوجند
} فرض كنيد :اثبات }X xP x G=  با انتقال چپ عمل X روي Hدر اين صورت  . ∋

  ،1 كند و بنابر لم مي

)قضيه دوم سيلو   (8-8قضيه
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[ ]0 : .
p

X X G P≡ =  
]اما  : ]|p G P/0≠ ، بنابراين 0X0 مانند نصري و لذا عxP X∈اما                  .  موجود است

         , h H∀ ∈1h H x hxP P−∀ ∈ ⇔ = ،0xP X hxP xP∈ ⇔ =  
1 1x Hx P H xPx− −⇔ ≤ ⇔ ≤  

1H زير گروه سيلو باشد، آنگاه −p نيز يكHاگر P xPx−= 1H و لذا = xPx−=.   
 

اين قضيه در . دهد هاي سيلو به ما مي گروهزير−pقضيه سوم سيلو اطلاعاتي در مورد تعداد
  .هاي متناهي از اهميت زيادي برخوردار است  گروهبندي رده

زيرگروه −pتعداد.  عددي اول باشدpيك گروه متناهي وG فرض كنيد:نمادگذاري
  .دهيم  نمايش ميpn را باGسيلوهاي

  
1دراين صورت .  يك گروه متناهي باشدGفرض كنيد 

p
pn pn و≡ G.  

هاي   عبارت است از تعداد مزدوجGهاي سيلو گروهزير−p طبق قضيه دوم سيلو تعداد:اثبات
) اما اين عدد برابرPيكي از آنها مثلا  ): GG N P⎡ ⎤⎣ حال . كند  را عاد ميG كه الزاما است، ⎦

 با عمل Pدر اين صورت .  باشدGهاي سيلو زيرگروه−p مجموعه همه Xفرض كنيد 
  : داريم.كند  عمل ميXتزويج روي

( )1
0 ( ) GQ X xQx Q x P P N Q−∈ ⇔ = ∀ ∈ ≤⇔  

)هاي سيلوي  زير گروه−p اند و لذاGهاي سيلوي زيرگروه−pهر دوQ وPاما )GN Q 
)باشند و بنابرقضيه دوم سيلو در مي )GN Qاما چون .  مزدوج اند( )� GQ N Q نتيجه ،

Pشود كه  مي Q= 0، يعني { }X P=خواهيم داشت1 و لذا طبق لم :  

0 1,
p

pn X X= ≡ =  

 )قضيه سوم سيلو  (9-8قضيه
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  .و بنابراين اثبات كامل است
   

  
  

  
  

عنوان مثال اگر مرتبـه       به. اربردهايي از قضاياي سيلو خواهيم پرداخت     در اين بخش به ارائه ك     
تواننـد ثمـر      گروه فقط چند عامل داشته باشد قضاياي سيلو براي تعيين سـاختار گـروه مـي               

  .باشد يكي ديگر از كاربردهاي قضاياي سيلو پاسخ به سؤال زير مي. بخش باشند
  .»ست ا هاي معيني گروهي ساده موجود آيا از مرتبه« 

  
هاي مهم نظرية اعداد را اثبات  توان به آساني يكي از قضيه به كمك قضيه سوم سيلو مي

  :نمود
  

  :دراين صورت.  يك گروه متناهي باشدpفرض كنيد 
( 1)! 1.

p
p − ≡−  

  :توان بررسي كرد كه  به آساني مي:اثبات
»Pيكp−زير گروه سيلو ازpSاست اگر و فقط اگر دوري بطول  pمانند pSσ  چنان ∋

Pباشد كه  σ=< >«.  
)  چونازطرفي 1)!p   داريم، پس pS درpدور بطول−

( 1)!/( 1) ( 2)!.pn p p p= = − − =   pSهاي سيلو زير گروه−pتعداد−
)1بنابراين طبق قضيه سوم سيلو 2)!

p
p )1و در نتيجه−≡ 1)!

p
p ≡− −.  

   

 

 

 

 

 

هايي از قضاياي سيلوكاربرد8-4 

)قضيه ويلسون  (10-8قضيه
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  .  آبلي است2p از مرتبهG، هر گروهpبه ازاي هر عدد اول

)، 5  با توجه به قضيه:اثبات ) { }C G e≠ .يا :اين دو حالت ممكن استبنابر ( )C G p= يا 
( ) 2.C G p= اگر ( ) 2C G p= آنگاه ،G آبلي است و اگر ( )C G p= ،

/آنگاه ( )G C G p= و بنابراين  / ( )G C G يك گروه دوري است و لذا Gآبلي است .  
   

كنيم كه گروه  يادآوري مي. ساده خواهيم پرداخت غير هاي  حال به شناسايي برخي از گروه
Gرا ساده گوييم اگرداراي هيچ زير گروه نرمال غير بديهي نباشد .  

  

p دو عدد اول متمايزي باشند كهq وp فرض كنيد q> وGگروهي از مرتبةpqباشد  .
  :صورت دراين

)1( G،ساده نيست  
1pnچون ): 1( اثبات kp pq= pn، لذا+ q و با توجه به اينكه p q> خواهيم داشت ،

1pn چون اين زير گروه ). Pمثلا( زير گروه سيلو خواهيم داشت−pپس تنها يك . =
p−سيلو يكتا است با توجه به قضيه دوم سيلو درGنرمال خواهد بود .  

1حال اگر ): 2(
q
p≡/ 1  آنگاه با توجه بهqn kq p= 1qnشت خواهيم دا+  و لذا طبق =

G لذا ، باشد مي ) Qمثلا (زيرگروه سيلوي نرمال  −q داراي يك Gبحث قبلي  P Q≅ ×  
[و در واقع  ] ]p q pqG ≅ ×   . دوري استGيعني، ≅

  
، pq ةرگـروه از مرتب ـ   هدر حالـت كلـي      .  سـاده نيـست    15هيچ گروهي از مرتبـه       :8مثال  

q,جاييكه p باشند، ساده نيست ) نه لزوماً متمايز(  دو عدد اول.  

11-8قضيه

 12-8قضيه
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2p از مرتبه G دوعدد اول متمايز باشند، آنگاه هر گروهq وpاگر  qساده نيست .  

1pn برهان خلف، فرض كنيد :اثبات 1qn و< 1pnبا توجه به . < kp q=  خواهيم +
1داشت kp q+ p، لذا = q< .از طرف ديگرqn p= 2  يا

qn p= .اگرqn p= آنگاه
q p< 2بنابراين. تناقض است كه

qn p= .چون هر دو زيرگروه متمايز از مرتبهq تنها در 
) شامل  Gباشند، لذا  هماني مشترك مينصر ع )1qn q . باشد  ميqمتمايز از مرتبه نصر ع−

)  داراي Gبنابراين )2 2 21p q p q p− − اما در اين .  نيستندqباشد كه از مرتبه  مينصرع=
 زير −p بايد تنها يك Gلذا  ندارد، qي از مرتبه نصر زير گروه سيلو ع−pصورت، چون هر

  .است  مرتبه  داشته باشد كه تناقض2pگروه  سيلو از
  

  

  . ساده  نيستpqr از مرتبه Gل متمايز باشند، آنگاه هر گروه  سه عدد اوr وq  وp اگر

p بدون اينكه از كليت كاسته شود فرض كنيد        :اثبات q r> ) برهان خلف   ( فرض كنيد   . <
1pn 1qn و< 1rn و< ــون. < pnچ qrو p q r> ــذا < pn ل qr= .ــور qnهمينط pr .

qچون   r> لذا ،qn p≥ .   بالاخره چونrn pq   لذا ،rn q≥ .        با توجـه بـه اينكـهG   شـامل 
( )1pn p ) و p متمايز از مرتبه   نصرع− )1qn q ) و q متمايز ازمرتبه    نصر ع − )1rn r  نصرع−

   خواهد بود، لذاrمتمايز از مرتبه 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1 .
p q rG pqr n p n q n r

qr p p q q r

= ≥ + − + − + −

≥ + − + − + −
  

)رو از اين )( )0 1 1p q≥ −   . كه تناقض است، −
               

 13-8قضيه

 14-8قضيه
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  . ساده نيست48 هيچ گروهي از مرتبه :9مثال
2ح هست كه  واض:حل 1n 2 يا= 3n 2اگر. = 1n د رغير . كه مسئله حل است، =
 دو تا از آنها K وHفرض كنيد .  خواهد بود16 داراي سه زير گروه از مرتبه Gصورت  اين

∩صورت  در اين. باشند 8H K ∩ ، چرا كه اگر= 4H K 64HK آنگاه ≥  كه غير ≤
H∩از طرفي . ممكن است Kدر Hو K و بنابراين ) 2بخاطر داشتن انديس(  نرمال است
( )∪ ∩GH K N H K⊆ و لذا مرتبه ( )∩GN H K48 و مقسوم عليه16  بزرگتر اكيد از 

)بنابراين .باشد مي )∩GG N H K=يعني ،∩H Kدر Gنرمال است .  
  

اي طولاني و سخت توسط فيت  در نهايت اين بخش را با حدس مشهور برنسايد كه در مقاله
  .رسانيم  مي اثبات گرديد به پايان1963و تامپسون در سال 

  

  
  .هر گروه ساده متناهي از مرتبه غير اول  بايستي از مرتبه زوج باشد

  
  

  
  

. فرض كنيد كه بخواهيم رئوس يك مربع را با دو رنـگ سـفيد و سـياه رنـگ آميـزي كنـيم                      
42بديهي است كه جمعا      زيرا كه هر رأس    . س وجود دارد   صورت براي رنگ آميزي رئو     =16

 مـثلا . باشـند  ها يكـسان مـي   اما بعضي از اين رنگ آميزي. تواند به هر يك ازدو رنگ باشد       مي
 كه رأس دوم آن سـياه و         مربعي  با    و رئوس باقيمانده سفيد      رأس اول سياه   كه در آن  مربعي  

 

 

 

 

 

   شمارش مدارها8-5 

 )قضيه مرتبه فرد(15-8قضيه
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ل زيـر چهـار رنـگ     شك. دنباش مي يسانيك داراي رنگ آميزي  سفيد  است،  آن بقية  رئوس  
  .دهد آميزي يكسان از مربع را نشان مي

  
فـرض  . آيـد    آميزي جديـدي بدسـت نمـي       ، رنگ توجه داشته باشيد كه با حركت صلب مربع       

4Gكنيد   D= مربع و   حركت  گروه X   ـ    42 مجموعه  ع باشـد فـرض      رنگ آميزي مختلف مرب
صورت دو رنگ آميزي يكسانند اگر و فقـط     در اين  . عمل كند  X بطور طبيعي روي     Gكنيد  

ناظر با يـك رنـگ    متG تحت  Xعبارت ديگر هر مدار       به. اگر در يك مدار قرار داشته باشند      
( قـضيه زيـر     . دهنـد   هاي متفاوت را نـشان مـي        آميزي است و مدارهاي متفاوت رنگ آميزي      

باشـد كـه       مـي   مجموعه يك   ابزاري براي تعيين مدارهاي عمل يك گروه بر         ) قضيه برنسايد   
  .داراي كاربردهايي در تركيبيات است

  

 تعداد مدارهاي متمايز عمل tاگر.  عمل كندXر مجموعه  بGفرض كنيد گروه متناهي 
   :آنگاه  باشد

1
g

g G

t X
G ∈

= ∑  

} فرض كنيد :اثبات }( , ) , ,N g x g G x X gx x= ∈ ∈ gبراي هر. = G∈،gXوج با   ز
  بنابراين. وجود داردgمولفه اول

.g
g G

N X
∈

=∑  

xاز طرف ديگر براي هر X∈،xGزوج با مولفه دوم xپس، وجود دارد   

)قضيه برنسايد   (16-8قضيه
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.x
x X

N G
∈

= ∑  

  اينبنابر
1 .x

x X x X x X

G
N G G

x x∈ ∈ ∈

= = =∑ ∑ ∑  

1اما  
x

 يـك   O اگـر  رو ازاين. هايي كه در يك مدار قرار دارند مقدار ثابتي است         x براي تمام    

1مدار باشد داريم 
1.

x O x∈

1  بنابراين ∑=

x X

t
x∈

= N پس ،∑ G t=يعني ،  

1 .g
g G

N
t X

G G ∈

= = =   G تعداد مدارهاي ∑

    
  

 مسائل مربوط به  حلتوان قضيه برنسايد را در دهند كه چگونه مي هاي زير نشان مي مثال
  .شمردن بكار برد

خواهيم ببينـيم كـه بـه چنـد        مي. گرديم  بتداي بخش برمي   به مثال مطرح شده در ا      :10مثال
و رنگ سفيد و سياه رنگ آميزي كرد، با اين شرط كـه             توان رئوس يك مربع را با د        طريق مي 

  .يك رنگ را بتوان براي اضلاع مختلف بكار برد
4G فرض كنيد:حل D= كنيم كه يادآوري مي.  مربع باشدحركت گروه  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }4 1 , 1 3 , 2 4 , 1 4 3 2 , 1 2 3 4 , 1 2 3 4 , 1 4 2 3 , 1 3 2 4D =  
G      يعني مجموعه   ( بطور طبيعي روي رئوس مربع{ }1, 2, 3,  Xفرض كنيد  . كند  عمل مي ) 4

 تعداد رنـگ آميـزي      .هاي رنگ آميزي شده بدون توجه به تمايز آنها باشد           مجموعه همه مربع  
اكنـون قـضية برنـسايد را بـراي     . شد  برابر ميX  رويGيز با تعداد مدارهاي عمل   هاي متما 

  :بريم يافتن تعداد اين مدارها بكار مي

gX را براي تمامي g G∈كنيم  محاسبه مي:  
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١٧٢ 

)1() ( )1 16X X=   .دهد ها را تغيير نمي  ، چرا كه جايگشت هماني رنگ آميزي=
)2( ( )1 2 3 4 2X )، چرا كه جايگشت     = دارد،    دو رنگ آميـزي را ثابـت نگـه مـي           4 3 2 1(

  .يكي اينكه همه رئوس سفيد و ديگر اينكه همه رئوس سياه باشند
)3          (                                        ( )1 2 3 4 2X =  
)4(( )( )

2
1 3 2 4 2 4X =   .  بايد هم رنگ باشند4  و2  وهمچنين 3 و1، چرا كه رئوس =

)5(                                                ( )( )1 2 3 4 4X =  
)6                                                (( )( )1 4 2 3 4X =  
)7(( )

3
1 3 2 8X =  بايد همرنگ باشند و دو رأس ديگر هر رنگي 3 و1، چرا كه رئوس =

  .توانند باشند مي
)8                                                    ( ( )2 4 8X =  

  :و طبق قضيه برنسايد داريم

( )4 1 2 2 2 2 3 31
2 2 2 2 2 2 2 2 6,

8
t= = + + + + + + +    تعداد مدارها=

  .ايز خواهيم داشت رنگ آميزي متم6يعني 
  

توان اضلاع يك مثلث متساوي الاضلاع را با چهار رنگ، رنگ   به چند طريق مي:11مثال
  .آميزي كرد، با اين شرط كه يك رنگ را بتوان براي اضلاع مختلف بكار برد

42وضوح   ه ب :حل  بـا  تـوان  هـا را مـي    رنگ آميزي وجـود دارد، زيـرا هـر يـك از ضـلع              =64
فـرض  .  رنـگ آميـزي باشـد      64 مجموعـه ايـن    Xفرض كنيد   .   رنگ آميزي كرد    ،چهاررنگ

3Gكنيد S=    مثلث باشد، كـه بطـور طبيعـي روي مجموعـه رئـوس مثلـث                 حركت  گروه  )
}مجموعه }1, 2,   . كند يعمل م ) 3
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١٧٣ 

)توان ملاحظه نمود كه  به آساني مي )1 64X =،( ) ( )1 2 3 1 2 3 4X X=                و=
 ( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 3 16X X X= =   رو ازاين. =

( )
1

64 4 4 16 16 16 20.
6

= + + + + +   تعداد مدارها=

  .م مثلث رنگ آميزي شده متمايز داري20بنابراين
  
  
  
  
  

  
  

Peter)سيلو Ludvig Mejdell Sylow) در كريستياناي نـروژ متولـد شـد        1832در دسامبر .
وي بلافاصله بعد از فارغ التحصيلي از دانشگاه كريـستيانا، شـروع بـه تـدريس در دبيرسـتان                   

.  به عنوان كادر موقت بـه دانـشگاه كريـستيانا راه يافـت             1862سيلو در سال  . كريستيانا نمود 
 بـه   1902همچنـين در سـال    . سيلو همراه با سوفزلي ويرايشي جديد از كارهاي آبل ارائه داد          

ها    گروه سيلو بخاطر كارهايش در نظرية    . اندكمك الينگ هلست تناظرهاي آبل را به چاپ رس        
 كشي نشان داد كه هر گروه متنـاهي داراي زيرگروهـي از             1845در سال :  شده است  شناخته

 10 در يك مقالـه      1872سيلو در سال    . كند  مرتبه عددي اول است كه مرتبه گروه را عاد مي         
باشـند    لو معـروف مـي    اين مطالب كه به نام قـضاياي سـي        . اي اين مطلب را تعميم داد       صفحه

 در 1918سـيلو در سـپتامبر   . هـاي متنـاهي دارنـد       كاربردهايي بسيار اساسي در ساختار گروه     
  .گذشت

  
  
  

 

 

 

 

 

توضيح تاريخي 
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١٧٤ 

  
  

  :ر براي هر يك از حالات زيxG وgX مطلوب است.1
)a( { }1, 2, 3X =،( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 1 2 , 1 3 , 2 3 , 1 2 3 , 1 3 2idG =  
)b({ }1, 2, 3, 4, 4, 5, 6X =، 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }, 1 2 , 3 4 5 , 3 5 4 , 1 2 3 4 5 , 1 2 3 5 4idG =  
ــد.2 ــرض كني 4G ف A=ــد ــرض كني ــد،   G و ف ــودش عمــل كن ــزويج روي خ ــا عمــل ت  ب

6يعني 1( , )g h ghg−.  
)a (نصركلاس هم ارزي هر عGرا مشخص كنيد ،  
)b ( نصر هر عثابت سازگروهGرا بيابيد .  

  .بيابيد هاي زير را اي هر يك ازگروه هاي تزويج و معادله رده  رده.3
)a (4S         )       b( 4D            )       c (]9)                          d (Q  

  . ساده نيست200 ،160 ،96 ،56  ،12،28نشان دهيد هر گروه از مرتبة  .4
ــال اســت  Gفــرض كنيــد. 5 ــاهي باشــد كــه در آن هــر زيزگــروه ســيلو نرم . گروهــي متن

  .باشد هاي سيلويش مي ضرب مستقيم زيرگروه حاصلGصورت دراين
  . دوري است665و455 ،77،255 نشان دهيد هر گروه از مرتبة .6
7.) a ( فرض كنيدG     2 گروهي از مرتبه 2p q       باشد كـه در آن p و q        دو عـدد اول متمـايز و 

2 1|q p .2 و /− 1|p q سه جفت از اعداد اولي كه داراي چنـين         . آبلي است G  نشان دهيد   /−
  .خاصيتي باشند مثال بزنيد

)b (فرض كنيدG 2 گروهي از مرتبهp q باشد كه در آن pو q دو عدد اول متمايز و 
2 1|q p p|1 و/− q   . استآبليGنشان دهيد. /−

 

 

 

 

 

تمرينها 
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١٧٥ 

8.) a  (2هر گروه از مرتبة 2p qكه در آن ,p q،دو عدد اولند، ساده نيست   
)b( هر گروه از مرتبةnp qكه در آن ,p q1 دو عدد اولند وn   .، ساده نيست≤
. زيرگروه سيلوي آن نرمال باشد−pگروهي متناهي باشد كه هرG فرض كنيد.9

) باشد، آنگاهGزيرگروه سيلوي−pيكPاگر ) ( )C P C G≤ .  
10.) a (فرض كنيدGروي مجموعة غيرتهي Xنشان دهيد اين عمل  يك .  عمل كند
:ريختيهم XG Sϕ     را القاء خواهد كرد،→

)b(  اگر گروهGي باشد، آنگاه اي با انديس متناه  داراي زير گروه سرهG شامل يك زير 
  .اي با انديس متناهي است گروه نرمال سره

) و عددي اولpفرض كنيد. 11 1)p pG =  داراي زيرگروه نرمالي از Gثابت كنيد . +
1pياpمرتبة   .است+

p| عدد اولي است كهpيك گروه متناهي وG فرض كنيد.12 Gو  H G� .نشان دهيد:  
)a (براي هرp−سيلويزيرگروه Pاز G،P H∩يك p−زيرگروه سيلويHبرعكس،  . است

 چنان موجود G ازPزيرگروه سيلوي−pباشد، آنگاهHزيرگروه سيلوي از−p يك0Pاگر
0Pاست كه P H= ∩.  

) b (براي هرp−زيرگروه سيلويP ازG،/PH Hيك p−زيرگروه سيلوي/G Hاست .
G/زيرگروه سيلو از−pبرعكس، هر Hصورت ه ب/PH Hاينجا است، كه در P 

  . استGزيرگروه سيلوي−pيك
  .اند  را بيابيد و نشان دهيد كه همه آنها مزدوج4Sزير گروه سيلوهاي−3 تمام .13
14.) a (4فرض كنيدn    است،nS تنها زيرگروه نرمال غير بديهيnAنشان دهيد. ≠

)b (44نشان دهيدS A′ 4 و= {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}A ′ 5n و اگر= ≥ ،
nnSآنگاه A′ nnA و= A′ =،  

)c( 4خودريختي نشان دهيد هرS داخلي استخودريختي يك ،  
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١٧٦ 

)d (گروهي مانندG3 وجود ندارد بطوريكهG S′ 4G يا≅ S′ ≅.  
p بزرگترين عدد اولي باشد كهp متناهي ساده غير آبلي وG فرض كنيد .15 G.  

)a (اگرH G< آنگاه ،[ ]:G H p≥.  
)b (اگرXيك رده تزويجي از G1 باشد كهX X، آنگاه < p≥.  

�Hگروه متناهي باشد،−p يك G اگر.16 Gو  { }H e≠ آنگاه ،( )∩ { }H C G e≠.  
p كوچكترين عـدد اولـي باشـد كـه    p يك گروه متناهي باشد وG فرض كنيد .17 G .  اگـر

�N Gو N p= ثابت كنيد ،( )N C G≤.  
توان شش وجه يك مكعب را از يك تا شش نقطه، نقطه   طريق متمايز مي به چند.18

  .يك تاس بدست آيد گذاري كرد تا 
هاي متفـاوت     هاي چوبي هم اندازه را بايد با رنگ         براي ساختن اسباب بازي، وجوه مكعب      .19

  .توانيم بسازيم مايز مي رنگ در اختيارمان باشد، چند مكعب مت8اگر. رنگ آميزي كنيم
 يك ملكول بنزن از شش اتم كربن و شش اتم هيدروژن مطابق شكل زير تشكيل .20
  .شود مي

)a(                          از تعويض يك يا چند اتم هيـدروژن بـا يـك اتـم كلـر در ملكـول بنـزن، چنـد تركيـب
  ،آيد شيميايي متمايز به وجود مي

)b (        3از تعويض سه اتم هيدروژن با تركيبCH            در ملكـول بنـزن، چنـد تركيـب شـيميايي 
 .آيد متمايز به دست مي
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1m عـددي فـرد و    n باشـد كـه    2mn گروهي از مرتبـة    G فرض كنيد  . 1  داراي Gاگـر . ≤

  . استnي از مرتبة نرمال داراي زيرگروهG، آنگاه باشد2m از مرتبةعنصري
 زير گروه - 2هرگاه .  است فرد عدديn باشد كه2mn گروهي از مرتبةG فرض كنيد.2

  .استn داراي زيرگروه مشخصه از مرتبةG دوري باشد، آنگاه Gسيلوي
داراي حـداكثر  n،Gيك گروه متناهي باشد بطوريكه براي هر عدد طبيعـي       Gفرض كنيد . 3
  .ثابت كنيد  دوري است.  باشدn از مرتبة نصرع
4. )a ( 2فرض كنيدn   در nصورت هر زيرگروه بـا انـديس       در اين . ي باشد  يك عدد طبيع   <
nA1،  باnA    است،يكريخت −
)b (ض كنيد فرG   160 سـاده وغيـر آبلـي باشـد كـه          ، گروهي متنـاهيG  نـشان دهيـد   . ≥
5G A≅.  
H � يك گروه متناهي و    G اگر .5 G وPيكp−    زيرگـروه سـيلو ازG  نـشان دهيـد    ، باشـد 

( )GG HN P=. 
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فصل 9  

 ها حلقه 

   

  
:خوانيد در اين فصل مي  

 
  ها و خواص اساسي تعريف 9-1
  هاي خارج قسمتي ها و حلقه آل ايده 9-2
  هاي حلقه ريختيهم 9-3
  
  
 
  

 
  

. هايي سر و كار داشتيم كه در آنها يك عمل دوتايي تعريف شده بود تا اينجا با مجموعه 
هايي  دهند كه بايد مطالعه مجموعه  نشان مي^ و_،\،[هاي د مجموعههايي مشهو مثال

فصل حاضر به  .كه در آنها دو عمل دوتايي تعريف شده است از اهميت زيادي برخوردار باشد
  . هاي مجردي كه در آنها دو عمل دوتايي وجود دارد، اختصاص دارد ها، دستگاه همطالعه حلق

 
 

 

 

 

 

 

 مقدمه 
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١٨٠ 

 

  

) شوند كه به صورت جمع و ضرب نوشته مي( همراه با دو عمل دوتايي Rمجموعه ناتهي
  . است اگر شرايط زير برقرار باشند حلقه يك

)1(( ),R    يك گروه آبلي باشد، +
Rcبه ازاي هر): پذيري  شركتقانون) (2(    a وb و∋

( ) ( ),ab c a bc=  
Rc به ازاي هر):پذيري  توزيعقانون(  )3(   a وb و∋

))  پذيري چپ توزيع( ) ,a b c ab ac+ = +  
)) پذيري راست توزيع( ) .a b c ac bc+ = +  

  
b گوييم اگر براي هر جابجايي راRحلقه R∈و aداشته باشيم :  

.ab ba=  
  .  گوييم  ناجابجايي جابجايي نباشد آنراRاگر

  
1R گوييم اگر عنصريكدار را Rحلقه R∈ چنان موجود باشد كه براي هر a R∈،    

1 1 .R Ra a a= =  
  

هايي   همراه با جمع و ضرب معمولي اعداد حلقه^ و\، _، [ هر يك از :1مثال 
 . باشند جابجايي و يكدار مي

  
  . اي جابجايي و يكدار است  حلقه[n،nي هر عدد طبيعي برا:2مثال 

  

 

 

 

 

 

 ها و خواص اساسي  تعريف9-1 

1-9تعريف

2-9تعريف

3-9تعريف
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 روي x)مجهول( متغير بر حسباي چندجمله يك ):ها اي حلقه چندجمله ( 3 مثال
   : است عبارتي به صورت جمع صوري زيرRحلقه

( )
0 1 ,nnf x a a x a x= + + +"  

0nكه در آن ia،0 و≤ i n≤ ) ضرايب موسوم بهRصري ازا، عن≥ )f xباشند  مي .  
] را باRها روي اي مجموعه همه چندجمله ]R xدهيم، به عبارت ديگر   نشان مي  

{ }{ }0 1[ ] 0 , .n
n iR x a a x a x n a R= + + + ∈ ∪ ∈" `  

)اگر )
0 1

m
mg x b b x b x= + + باشد، آنگاه R روي xمتغير از اي  نيز يك چندجمله"+

)گوييم )f xو ( )g xنويسيم  مساويند و مي( ) ( )f x g x= اگر ضرايب آنها نظير به نظير 
   به عبارت ديگر ،مساوي باشند

( ) ( )m n f x g x= ⇔ , و براي هر = 0i ia b i n= ≤ ≤  

  : شوند به صورت زير تعريف ميها مطابق قوانين معمولي  اي جمع و ضرب چندجمله
)اگر )f x و ( )g xالذكر باشند اي فوق دو چندجمله،  

( ) ( )

( ) ( )

2
0 0 1 1 2 2

0 0 0 01 1
1

( ) ( ) ( ) ,

( ) ,
n m

k
k

k

f x g x a b a b x a b x

f x g x a b a b a b x c x
+

=

+ = + + + + + +

= + + + = ∑

"

"
  

0جاييكه 01 1k k k kc a b a b a b−= + + توان استفاده كرد و نشان داد  از اين تعاريف مي. "+
]كه ]R xيك حلقه است كه جابجايي و يكدار بودن آن مشروط به جابجايي و يكدار بودن R 

  .است
   

مجموعه .  يك حلقه باشدR فرض كنيد):هاي ماتريسي حلقه( 4 مثال
nهاي ماتريس n× روي حلقه Rيعني ،( )Mn Rهاي  همراه با جمع و ضرب ماتريس  
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١٨٢ 

n n×اگر.  يك حلقه استRاي يكدار باشد  حلقه( )Mn R{0} اگر. نيز چنين استR ≠      
2nآنگاه براي ) حلقه≤ )Mn Rاي ناجابجايي است  حلقه .  

  

2 هرگاه :5مثال  1, , ,nR R R…ضرب  اي روي حاصل هاي مولفه  حلقه باشند، با تعريف عمل
1 يعني،دكارتي آنها 2 nR R R× ×   : ورتص هب، "×

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

, , , , , , , , , ,

, , , . , , , , , , .

n n n n

n n n n

r r r s s s r s r s r s

r r r s s s r s r s r s

+ = + + +

=

… … …

… … …
  

2هاي ضرب مستقيم حلقه حاصلآيد كه  اي به دست مي حلقه 1, , ,nR R R… ناميده 
 جابجايي باشد، و اين حلقه يكدار iRاين حلقه جابجايي است اگر و فقط اگر هر. شود مي

 يكدار باشد و يك آنiRاست اگر و فقط اگر هر
1 2

(1 ,1 , ,1 )
nR R R…باشد  مي.  

  
)روي.  يك مجموعه غيرتهي باشدX فرض كنيد:6مثال  )Map ,R X=  اعمال جمع و \

  : كنيم ضرب را چنين تعريف مي
f,به ازاي هر g R∈ و به ازاي هر x X∈   

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

,

.

f g x f x g x

fg x f x g x

+ = +

=
  

  است ،θصفر اين حلقه تابع صفر،. اي جابجايي است  حلقهRشود كه به راحتي مشاهده مي
xكه به ازاي هر X∈به صورت ( ) 0xθ f هرشود و به ازاي  تعريف مي= R∈ ،معكوسf 

)تابع ) fقرينه(نسبت به عمل جمع  )f−باشد كه به ازاي هر  ميx X∈ به 
)صورت )( ) ( )( )f x f x− =   .شود  تعريف مي−

  
) فرض كنيد):حلقه صفر( 7مثال  ),G  G يك عمل ضرب روي. يك گروه آبلي باشد+

  : كنيم تعريف ميصورت زير  هب

www.mathematic87.blogfa.com



ها  حلقه   

 

١٨٣ 

a,به ازاي هر b G∈، 0ab گونه  هايي كه اين  حلقه. يك حلقه استGدر اين صورت. =
هايي هميشه موجودند اما چندان  چنين حلقه. شود  ناميده ميصفر حلقهشوند  ساخته مي
  .باشند جالب نمي

   
) فرض كنيد  :8مثال  ) { }0 1 2 3 ia a i a j a k a= = + + + ∈H H\ \  

0نصردر اين مجموعه دو ع 1 2 3a a i a j a k+ + 0 و+ 1 2 3b b i b j b k+ + م  را مساوي گويي+
iاگر و فقط اگر ia b=0,1,2 براي, 3i )جمع و ضرب روي . = )H  را چنين تعريف \

  :كنيم مي

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 01 2 3 1 2 3

0 0 1 1 2 2 3 3 ,

a a i a j a k b b i b j b k

a b a b i a b j a b k

+ + + + + + + =

+ + + + + + +
  

  و
( )( )
( ) ( )
( ) ( )

0 01 2 3 1 2 3

0 0 0 01 1 2 2 3 3 1 1 2 3 3 2

0 0 0 02 2 3 1 1 3 3 3 1 2 2 1 .

a a i a j a k b b i b j b k

a b a b a b a b a b a b a b a b i

a b a b a b a b j a b a b a b a b k

+ + + + + + =

− − − + + + − +

+ + − + + + −

  

)در اين صورت )H  اين حلقه را حلقه.  فوق يك حلقه است همراه با جمع و ضرب\
  .هاي زير برقراراند توان بررسي كرد كه فرمول به راحتي مي. نامند  ميچهارگاني حقيقي

2 2 2 1

, ,

i j k ijk

ki j ik jk i kj ij k ji

= = = = −

= = − = = − = = −
  

 متوالي در جهت نصرضرب هر دو ع حاصل. ها را به خاطر سپرد توان اين فرمول به سادگي مي
 متوالي در جهت خلاف نصرضرب هر دو ع  و حاصلت، بعدي آنها اسنصرهاي ساعت ع قربهع

  ).شكل زير ملاحظه شود. ( بعدي استنصرهاي ساعت منفي ع عقربه
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اي يكدار   حلقهRگيريم و اگر  جمعي يك حلقه ميهماني نصر را ع0از اين پس همواره
 استفاده 1 از1R براي راحتي به جاي نماد، ابهامي نباشدكه جاي هيچ باشد در صورتي

) و همچنين−a را باaكنيم، معكوس جمعي عنصر مي )a b+ a را با− b− نمايش 
  دهيم  قرار ميnبراي هر عدد طبيعي. دهيم مي

)nبار (na a a a= + + +"  
)nبار (( ) ( ) ( ) ( )n a a a a− = − + − + + −"  
0كنيم و سرانجام تعريف مي 0a = .  

  
 در اين صورت. يك حلقه باشدRنيدفرض ك

)1( 0 0 0a a= a براي هر= R∈ ،  

)2( ( ) ( )( )a b a b ab− = − = a, براي هر− b R∈ ،  

)3 (( )( )a b ab− − a, براي هر= b R∈ ،  
)4( ( ) ( )( )na b a nb n ab= n براي هر= ∈ a, و هر[ b R∈.  

) چون):1(اثبات  )0 0 0 0 0a a a a= + = ) لذا طبق قانون حذف در گروه،+ ),R + 
0داريم 0a 0به دليل مشابه. = 0a = .  

 1-9قضيه
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)داريم) 1( با توجه به):2( ) ( )( ) ( )0 0a a a b b ab a b= = + − = +  و −
)لذا ) ( )a b ab− = )به دليل مشابه. − ) ( )a b ab− = − .  

)داريم) 2( با توجه به):3( )( ) ( ( ) )a b a b ab− − = −− = .  
0n اگر:)4( )فرض كنيد.  نتيجه حاصل است)1(، بنابر = ) ( )k ab ka b=0 كهk  در <

  اين صورت
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1 1k ab k ab ab ka b ab ka a b k a b+ = + = + = + = +  

0nو لذا طبق استقرا به ازاي هر   .  مطلب ثابت شده است<
0nحال اگر )، آنگاه > )( ) ( ) ( )na b na b n ab− = − = )و لذا− ) ( )na b n ab= . بقيه

  . باشد اثبات مشابه مي

  
  

  :شود صورت زير تعريف مي هبRحلقه  مشخصة.يك حلقه باشدRفرض كنيد
Char Min{ | 0},R n nR= ∈ =`  

nو اگر براي هر ∈ 0nRداشته باشيم` Charدهيم، قرار مي≠ 0R =.  
  

Char باشد ويك حلقة يكدارRفرض كنيد 0R n=   : صورت در اين.<
Char Min{ | 1 0}.RR n n= ∈ =`

Charn فرض كنيد :اثبات R=وMin{ | 1 0}Rm n n= ∈   :صورت در اين. `=
0mR n m⇒ = ⇒ aبراي هر≥ R∈،(1 ) ( 1 ) 0R Rma m a m a= = =1 0Rm = ⇒  

0 1 0 .RnR n m n= ⇒ = ⇒ ≤  
nبنابراين m=.  

  

4-9تعريف 

 2-9قضيه
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١٨٦ 

  . هستند0 داراي مشخصه^ و\،_،[هاي  حلقه وn داراي مشخصه[n حلقه :9مثال 
  
  

 اگر با اعمال تعريف شده ،شود  ناميده ميR از زير حلقه يكR از حلقهSزير مجموعه
 . ، خود يك حلقه باشدRدر

  

a, يك زير حلقه است، هرگاه به ازاي هرR از حلقهSزير مجموعه ناتهي b S∈ داشته 
   :باشيم

, ,a b ab a S+ − ∈ 
كـافي  . عمل جمع و ضرب بسته استدو  هر به  نسبتS با توجه به شرايط داده شده:اثبات

0 است نشان دهيم   S∈ .چونS      ي ماننـد  نـصر  ناتهي اسـت پـس عa در S   موجـود اسـت .
)  است و لذاS نيز در−aبنابراين طبق فرض )0 a a S= + − ∈ .  

  
  

a, يك زير حلقه است، هرگاه به ازاي هرR از حلقهSاتهيزير مجموعه ن b S∈ داشته 
  :باشيم

,a b ab S− ∈ 
a فـرض كنيـد    :اثبات S∈  0 پـس a a S= − 0 ولـذا  ∋ a a S− = − اكنـون فـرض    . ∋
a,كنيد b S∈ پس b S− ) ولذا ∋ )a b a b S− − = +  يك  Sبنابراين طبق آزمون اول   . ∋

  . زيرحلقه است

  

5-9تعريف

)آزمون اول زير حلقه بودن (3-9قضيه

)آزمون دوم زير حلقه بودن  (4-9قضيه
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) فرض كنيد:10مثال  ) { },i a bi a b= + ∈] )صورت در اين. [ )i]اي از  زير حلقه^ 
  . است اعداد صحيح گاوسيموسوم به حلقه

   
   مجموعه زير  R براي حلقه):هاي بالا مثلثي حلقه ماتريس (11مثال 

{ , , },
00

R R a b
a b c R

cR

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

  

)يك زير حلقه از )2M Rهاي بالا مثلثي روي  است كه به حلقه ماتريسRموسوم است  .
  .شود هاي پايين مثلثي نيز به طريق مشابه تعريف مي حلقه ماتريس

   
\→ مجموعه تمام توابع پيوسته:12مثال  ) يك زير حلقه از\ )Map ,\   . ت اس\

  
) آن مركز يك حلقه باشد، R هرگاه:13مثال  )C Rشود صورت زير تعريف مي كه به:  

rبه ازاي هر { R∈     ،( ) { |C R a R ar ra= ∈ =  
  .  استRيك زير حلقه جابجايي از

  
  

  
aنصرع گوييم  .اي يكدار باشد  حلقهRفرض كنيد R∈ اگر، دارد چپمعكوس b R∈ 

1baچنان موجود باشد كه  aطور، گوييم عنصر همين. = R∈ دارد،  راستمعكوس 
cاگر R∈ 1 چنان موجود باشد كهac aعنصر. = R∈ گوييم ) يكال(پذير  معكوس

)يا( ∗Rكه باRهاي   مجموعه همه يكال.اگر معكوس راست وچپ داشته باشد )U R( 
 گروه دهد كه موسوم به  تشكيل يك گروه ميضربشود تحت عمل  نمايش داده مي

 .  استRهاي يكال

6-9تعريف
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١٨٨ 

v عنصراگر: تذكر a R∈ كه توان نشان داد   به آساني مي پذير باشد، آنگاه معكوس
 كه توان گفت بنابراين مي .با هم برابر استaو معكوس راست معكوس چپ

aعنصر R∈1  عنصرپذير است اگر وفقط اگر معكوسa R−  چنان موجود باشد ∋
1 كه 1 1aa a a− −=   . گوييمaمعكوسرا  −1a در اين حالت عنصر. =

}:14مثال  } { }( , ) 1 , 1,1n nm m n∗ ∗= ∈ = = −] ] ].  
  

} نشان دهيد اگر:15مثال  }( ) ,i a bi a b= + ∈]  ، حلقه اعداد صحيح گاوسي باشد[
) آنگاه ) { }1, .i i∗ = ± ±]  

u فرض كنيد:حل a bi= )كالي از ي+ )i]1 باشد، چون 1uu−   لذا ، =

2 22 1 1 2| | 1 1u u uu− −= = =  

2اما 2 2| |u a b= 2، پس  يك عدد طبيعي است    + 2 2| | 1u a b= +  aبا توجه به اينكـه    . =
)هــاي ممكــن عبارتنــد از    اعــداد صــحيح هــستند، تنهــا جــواب    bو ) ( ), 1, 0a b = ± 
)يا ) ( ), 0, 1a b = )بنابراين . ± ) { }1,i i∗ = ± ±].  

  
  

1اي يكدار باشد كه  حلقهRفرض كنيد 0R حلقه  را يك Rحلقه صورت  در اين.≠
R{0} گوييم هرگاه)تقسيم (بخشي R∗ =  عنصر غير صفرش  هرعبارت ديگر  ه ب.−
  . گوييم  ميدان حلقه بخشي جابجايي را.پذير باشد معكوس

  
  .ميدان هستند)عددي اولp]) p و^،\،_:16مثال 

   
) حلقه چهارگاني حقيقي،:17مثال  )H   . يك حلقه بخشي است، \

  

7-9تعريف 
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0 فرض كنيد:حل 1 2 3X a a i a j a k= + + ) ناصفري ازنصر ع+ )H قرار . د باش\
2دهيم مي 2 2 2

0 1 2 3b a a a a= + +    و +
( )0 1 2 3( / ) ( / ) ( / ) ( / )Y a b a b i a b j a b k= − − − ∈ \H  

1XYتوان ملاحظه نمود كه به آساني مي YX= ) و لذا= )H   .  يك حلقه بخشي است\
  

  
  

2e گوييم اگرخودتوان راR از حلقهeنصرع e=. 
  

هايي ازعناصر   مثال1 و0 عناصرصورت در اين. اي يكدار باشد  حلقهR فرض كنيد :18مثال 
  عناصر. خودتوان هستند

0 11 1
,

0 0 0 1

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

)در حلقه )2M Rو ( )1, 0،( R  حلقه در0,1( R× 4همچنين. خودتوانند,  [6 در3
  . هاي ديگري از عناصر خودتوانند مثال

  
  

1n گوييم اگر به ازاي يكتوان  پوچ راR از حلقهaنصرع 0na  داشته باشيم،≤ =.  
  

) در حلقه.توان است اي پوچ  در هر حلقه0نصر ع:19مثال  )2M R عناصر   
0 0 0

,
0 0 0

r

r

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

8-9تعريف 
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 و[4 در2نصرع. توانند پوچ
1 1

1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

) در )2 2M   . ها هستند وانت پوچهاي ديگري از   مثال[
  
  

aك حلقه باشد عنصر يRفرض كنيد R∈گوييم اگر چپصفر عليه   مقسوم را يك 
0عنصر b R≠ 0ab موجود باشد به طوريكه∋ aطور، عنصر  همين.= R∈ را يك 

0گوييم اگر عنصرراست  صفر ليهع مقسوم b R≠ 0ba موجود باشد كه∋ يك . =
عليه صفر راست و هم يك   عنصري است كه هم يك مقسومه صفرليع م مقسو
  .عليه صفر چپ باشد مقسوم

  
عليه چپ  عليه صفر راست و مقسوم عليه صفر، مقسوم  مجموعه عناصر مقسوم:نمادگذاري

)ه ترتيب با بRحلقه ) ( ),rZ R Z Rو ( )Z RAشوند  نشان داده مي .  

) باشد واضح است كه دلخواه يك حلقهRاگر ) ( ) ( )rZ R Z R Z R= ∩ Aو اگر Rاي   حلقه
) جابجايي باشد، ) ( ) ( )rZ R Z R Z R= = A .  

  
R{0}فرض كنيد  :20مثال  aوانت هر عنصر پوچ. يك حلقه باشد≠ R∈عليه   يك مقسوم

0a اگرصفر است، زيرا 2n به ازاي يكصورت وضوح مسئله حل است، در غير اين ه، ب= ≥  
0na   شتخواهيم دا 1   و = 0na − 1 و لذا≠ 1 0n naa a a− −=   يك مقسومa، يعني =

  . عليه صفر است
  

1هر عنصر خودتوانR در حلقة يكدار :21مثال  0R e≠ عليه صفر است،  قسوم، يك م≠
  زيرا 

( ) ( )1 0 1 .R Re e e e− = = −  
  

10-9تعريف
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):22مثال  ) { }( ( ))= 0Z Z= H�] } و\ }6( ) 0,2, 3, 4Z =] .  
  
  

1اي يكدار باشد كه  حلقهRفرض كنيد 0R   صورت در اين .≠

)1( R  گوييم اگرحوزه را( ) { }0Z R = ،  
  . ناميم حوزه صحيح  يك را هر حوزة جابجايي )2(

  
1حلقه جابجايي و يكدار باشد كهR كنيدفرض 0R  يك حوزة صحيح Rصورت در اين. ≠

a, براي هراست اگر و فقط اگر b R∈ ،  
0.b 0 يا= 0ab a= ⇒ =  

  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
هر حلقه بخشي يك حوزه و هر ميدان يك حوزه . يك حوزه صحيح است[: 23مثال 

   .صحيح است
  
  

Rنويسيم و مي(گوييم  )ايزومورف( يكريخت  راS وRدو حلقه S≅( هرگاه تابعي ،
:يك به يك و پوشا چون R Sϕ   :  موجود باشد كه در شرايط زير صدق كند→

)1(( ) ( ) ( )a b a bϕ ϕ ϕ+ = a, براي هر+ b R∈ ،  

)2( ( ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ=براي هر ,a b R∈ .  
  .  ناميم  مياي  حلقه)ايزومورفيسم ( يكريختي را ϕتابع

   نشان دهيد كه:24مثال 

11-9تعريف
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١٩٢ 

{ , }
a b

R a b
b a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ∈⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

\  

  .  استيكريخت ^ كه بااي است حلقه

: تابع:حل Rϕ →  را با ضابطه^
a b

a bi
b a

ϕ
⎡ ⎤
⎢ ⎥ = +⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

توان   به آساني مي.كنيم  تعريف مي

   يك به يك وپوشا و حافظ عمل جمع است و ϕمشاهده نمود كه

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

                        

                        

                        ( )

a b a b aa bb ab ba

b a b a ba ab aa bb

aa bb ab ba i

a bi a b i

a b

b a

ϕ ϕ

ϕ ϕ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
′ ′ ′ ′= − + +

′ ′= + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

( ),
a b

b a

⎡ ⎤′ ′⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′−⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  .  استيكريختي يك ϕبنابراين.  حافظ ضرب نيز هستϕدهد كه نشان مي
  

اين . ترين نتايج قضيه لاگرانژ آن است كه هر گروه با مرتبه اول دوري است يكي از مهم
  . نيمرسا ها به پايان مي اي مشابه در مورد حلقه بخش را با نتيجه

  
R ي باشد كه عدد اولpاي يكدار و حلقهRفرض كنيد p= .صورت دراينpR ≅ ] .  

) در گروه طبق قضيه لاگرانژ:اثبات ),R 1R، داريم + R< در حقيقت هر عنصر غير ( =<
   :كنيم  را به صورت زير تعريف ميϕتابع اكنون .)تواند مولد باشد صفر مي

:

     1
p

R

R

m m

ϕ →]

6
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١٩٣ 

 :خواهيم داشت
1 2m m= 1 در 2 pp m m⇔ − ⇔ ]1 21 1R Rm m=1 در 2( ) ( )m m Rϕ ϕ= ⇔  

تواند اثبات  خواننده به آساني مي.  تابعي خوش تعريف و يك به يك استϕبنابراين
  .  را كامل كندϕاي بودن يكريختي حلقه

  
v فرض كنيدبراي مثال .  در قضية بالا شرط يكدار بودن حلقه لازم است:تذكرG 

 يك حلقة صفر از Gصورت در اين.  باشدpيك گروه آبلي از مرتبة عدد اول
 ). شود ملاحظه7مثال . ( يكريخت نيست[p بوده كه با حلقةpمرتبة

  

  
  

ها بر عهده دارند، در  هاي نرمال در نظريه گروه ها، تقريباً همان نقشي كه زير گروه آل ايده
هر يك از اينها موجب پيدايش ساختارهاي خارج قسمتي روي . كنند ها ايفا مي نظريه حلقه

  . شوند ها مي دسته هم
  

  .  باشدRحلقه از يك زير Iفرض كنيد 

)1(I چپ آل ايده يك Rاگر براي هراست r R∈وهر a I∈داشته باشيم  ra I∈ ،  
)2(Iراستآل ايده يك Rاگر براي هر است r R∈وهر a I∈داشته باشيم  ar I∈،  
)3(Iآل ايده يك) دوطرفه( R راست باشدآل ايده چپ و هم آل ايده يك م اگر هاست .  

I، اگر ناميم)حقيقي(سره   را Rاز حلقة I )چپ يا راست (آل ايده R≠.  

}،R در حلقه:25مثال  }آل ايده.  هستندRهايي از آل ايده R و خود0{  آل ايده  را0{
  . نامند بديهيآل ايده يا صفر

 

 

 

 

 

 هاي خارج قسمتيهها و حلقآلايده9-2 
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١٩٤ 

   
n به ازاي هر:26مثال  ∈ ]،n] است[آل ايده يك  .  

  
1اي يكدار باشد كه  حلقهR فرض كنيد:27مثال   مجموعه kCفرض كنيد. ≠0
)عناصر )Mn Rهاي غير صفر تنها در ستون  باشد كه درايهk-در اين . ام قرار دارند
) چپآل ايده يك kCصورت )Mn R طور اگر همين.  راست نيستآل ايده است ولي يكkR 

)مجموعه عناصر )Mn Rهاي غير صفر تنها روي سطر  باشد كه درايهk-در اين . ام قرار دارند
) راستآل ايده يك kRصورت )Mn R چپ نيستآل ايده است ولي  .  

  
  
  .  يك حلقه باشدRفرض كنيد 
}اگر )1( }Sλ λ ∈ Λهاي ير حلقهاي از ز  خانوادهR،آنگاه باشدSλ

λ∈Λ
   است،Rزير حلقه∩

}اگر )2( }Iλ λ ∈ Λهاي آل ايدهاي از   خانوادهRباشد، آنگاه Iλ
λ∈Λ
  . استRآل ايده يك ∩

  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
 توليـد شـده بـه وسـيله     آل ايـده و   دهـد كـه زيـر حلقـه       قضيه فوق اين امكان را به مـا مـي         

  : اي از عناصر مفروض را تعريف كنيم مجموعه
  

در اين صورت اشتراك تمام زير .  باشدRاز حلقهاي   زير مجموعهXفرض كنيد
 و آن را   ناميدهX توسطحلقه توليد شدهزير باشند را  X كه شاملRهاي حلقه

>Xبا   . هيمد  نمايش مي<
  

  

 7-9قضيه
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١٩٥ 

  

  
X يك حلقه وRفرض كنيد  R⊆.در اين صورت زير حلقه توليد شده به وسيلهX برابر 

   متناهي عناصر هاي جمع است با مجموعه همة حاصل
1 2 nx x x± …  

ix,  كه در آن X n∈ ∈ `. 
1 متناهي عناصر هاي جمع  همة حاصل مجموعه:اثبات 2 nx x x± . دهيم  نمايش ميAرا با…
Aاست لذاXاي شامل   زير حلقهXچون X⊆ . توان نشان داد  به آساني مياز طرفي
Xبنابراين .  استXاي شامل  حلقهAكه A⊆و در نتيجهX A=.  

  
  
هاي  آل ايدهدر اين صورت اشتراك تمام .  باشدRاي از حلقه  زير مجموعهXفرض كنيد 

)و آن را با  ناميده X توسط توليد شدهآل ايده را باشند Xكه شامل Rحلقه )X 
) آل ايده مولدهاي را Xعناصر. دهيم نمايش مي )Xاگر. ناميم { }1, , nX x x=  آنگاه، …

( )Xرا با ( )1,..., nx x آل ايده. ناميم  ميمتناهي مولد آل ايده   و آنراداده نمايش 
( )Xوليد شده توسط عنصرت{ }X x= توليد شده توسط  اصليآل ايده را x ناميم مي .
 و آل آن اصلي باشد  اگر هر ايدهناميم) PIRبه اختصار ( اصليآل ايدهحلقه  را Rحلقه
  يك حوزهRناميم اگر) PIDبه اختصار ( اصليآل ايدهحوزه  را Rاي مانند حلقه

  . باشدآل اصلي صحيح و حلقه ايده

v حلقه:تذكر Rرا متناهي مولد گوييم اگر Rمتناهي مولد آل ايدهه عنوان يك  ب 
 .باشد
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١٩٦ 

 داشته X توليد شده توسط مجموعه مفروضآل ايدهغالباً مفيد است كه توصيفي دروني از 
  . دهيم  اكنون چنين توصيفي را ارائه مي.باشيم

  
x يك حلقه وRفرض كنيد  R∈و X R⊆ . در اين صورت  

)1(
1

( ) { , , , , , }
m

i i i i
i

x rx xs nx r xs r s r s R m n
=

= + + + ∈ ∈ ∈∑ ` ] ،  

 يكدار باشد، آنگاهR اگر)2(
1

( ) { , , }
m

i i i i
i

x r xs r s R m
=

= ∈ ∈∑ ` ،  

) اگر)3( )x C R∈آنگاه ،{ }( ) ,x rx nx r R n= + ∈ ∈ ] ،  

)4({ }Rx rx r R= } و∋ }xR xr r R=  R چپ و راستآل ايده به ترتيب ∋
xاي يكدار باشد، آنگاه  حلقهRاگر). ند نباشxكه ممكن است شامل(باشند  مي Rx∈ ،

x xR∈  
)اي يكدار و  حلقهR اگر)5( )x C R∈آنگاه ،( )Rx x xR= = ،  

)اي يكدار و  حلقهR اگر)6( )X C R⊆ آنگاه ،  

( )
1

{ , , }.
m

i i i i
i

X r x r R x X m
=

= ∈ ∈ ∈∑ `  

  ان دهيد كه   نش):1(اثبات 

1
{ , , , , , }

m

i i i i
i

I rx xs nx r xs r s r s R m n
=

= + + + ∈ ∈ ∈∑ ` ]  

x است كهRي ازآل ايده I∈ . ديگرآل ايدهبه علاوه هر Rكه شامل x ،شامل باشد I 
) لذا وخواهد بود )I x=.  

  شود به آساني از مطالب زير نتيجه مي :)2(
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١٩٧ 

( )

1 ,

1 ,

1 ( 1 ) .

R

R

R R

rx rx

xs xs

nx n x n x

=

=

= =

  

  .شود بقيه اثبات به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي

   
2فرض كنيد 1, , ,nI I I…هاي غير تهي از حلقه  زير مجموعهRكنيم ريف ميتع.  باشند:  

{ }1 2 1 2  .n n iI I I a a a a I+ + + = + + + ∈" "  
  :كنيم  باشند، تعريف ميR دو زير مجموعه غير تهي ازJ وIاگر

{ }1 1 , , .n n i iIJ a b a b a I b J n= + + ∈ ∈ ∈" `  
}اگر }I a=به جاي IJمنويسي  ميaJ .طور اگر همين{ }J b= به جاي 
IJنويسيم ميIb .توجه داشته باشيم كه اگرJ) ياI (جمع بسته باشد آنگاهنسبت به عمل   

{ }( ) { }   .Ib ab a I aJ ab b J= ∈ = ∈  
1در حالت كلي 2 nI I I…1هاي متناهي بـه صـورت   جمع  را مجموعه تمام حاصل 2 na a a…، 

,ia I n∈ ∈ ــي ،` ــف م ــيم   تعري ــر  . كن ــه ازاي ه ــه ب ــاص ك ــت خ i،1در حال i n≤ ≤ ،
iI I=،1 2 nI I I…را با nIدهيم  نمايش مي .  

  

2فرض كنيد  1, , , , , ,nK J I I I I… هايي از حلقه آل ايدهRدر اين صورت .  باشند  

)1( 1 2 1 2,n nI I I I I I+ + +…    ،باشند  ميRهايي از آل ايده "

)2( ( ) ( ) ( ) ( ) ,IJ K I JK I J K I J K= + + = + +،  

 )3( ( )1 2 1 2n nJ I I I JI JI JI+ + + = + + +" "،  

 .( )1 2 1 2n nI I I K I K I K I K+ + + = + + +" "  

 9-9قضيه
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١٩٨ 

  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
  . دهيم هاي خارج قسمتي تعميم مي  به حلقههاي خارج قسمتي را اينك مفهوم گروه

  
  . در اين صورت شرايط زير معادلند. باشدR يك زير گروه جمعي حلقهIفرض كنيد 
) عمل ضرب)1( )( )a I b I ab I+ + = R/ روي+ Iخوش تعريف است ،   
)2( I ي از حلقهآل ايدهRاست .  

r فرض كنيد:)2 (⇐ )1 (اثبات R∈و a I∈ . داريم)1(در اين صورت با توجه به    
( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 .ra I r I a I r I I r I I I+ = + + = + + = + = + =  

raدهد كه يجه مياين نت I⊆،پس rI I⊆ .،به طور مشابهIr I⊆ .  

aفرض كنيد:)1 (⇐ )2( I a I′+ = b و+ I b I′+ = در اين صورت  . +
x,عناصر y I∈ موجودند كهانچن a a x′= b و+ b y′=  در نتيجه. +

( )( ) .ab a x b y a b a y xb xy′ ′ ′ ′ ′ ′= + + = + + +  
abبنابراين  a b I′ ′− ab و لذا∋ I a b I′ ′+ =   .آيد بدست مي) 1( بدين ترتيب قسمت .+

  
  

گروه خارج قسمتي  صورت دراين. باشدRي از حلقهآل ايدهI فرض كنيد
R/جمعي Iعمل ضرب همراه با ( )( )a I b I ab I+ + = . يك حلقه است+

R/جابجايي يا يكدار باشد،Rاگر Iنين استچ نيز.  
پذيري   در مورد قانون شركت.  عمل ضرب خوش تعريف است، با توجه به لم قبل:اثبات
  : داريم

 1-9لم
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( )( )( )( ) ( )( )

( )

( )

( )( )

( ) ( )( )( )

                             

                             

                             

                             . 

a I b I c I ab I c I

ab c I

a bc I

a I bc I

a I b I c I

+ + + = + +

= +

= +

= + +

= + + +

  

اي جابجايي باشد   حلقهRاگر. كنيم پذيري را به خواننده واگذار مي اثبات قانون توزيع
R/وضوح به Iنيز جابجايي است و اگر Rاي يكدار باشد، آنگاه  حلقه/R I نيز يكدار است و 

1Rيك آن I+باشد  مي .  

  
  

a, اگر و فقط اگر براي هروييم گاول را R از حلقهP سرةآل ايده b R∈ ،  
.b P∈يا  aRb P a P⊆ ⇒ ∈  

)Spect را با نمادRهاي اول حلقة آل ايده مجموعة  )Rدهيم نمايش مي.  

  
 اول است اگر و فقط R ازP سرةآل ايده.  باشد و يكدار يك حلقه جابجاييRفرض كنيد 

a,اگر براي هر b R∈ ،  
.b P∈يا ab P a P∈ ⇒ ∈  

  
  .شوند هاي اول به صورت زير شناسايي مي آل ايدههاي جابجايي  در نظريه حلقه

  
R/ اول است و اگر و فقط اگرR از حلقه جابجايي و يكدارPآل ايده  P يك حوزه 

Pچون.  باشدRي از حلقه اولآل ايده P فرض كنيد:اثبات R≠ ،1 0P P+ ≠ + .
)فرض كنيد )( )a P b P P+ + abبنابراين. = P P+ abلذا و = P∈ .چونP آل ايده 

16-9تعريف
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٢٠٠ 

aباشد، بنابرنتيجه فوق  ميRر حلقه جابجايياولي د P∈يا b P∈ .يعنيa P P+ = 
bيا P P+ R/بنابراين. = Pبه عكس، اگر. باشد  يك حوزه صحيح مي /R P يك حوزه 

1صحيح باشد، آنگاه 0P P+ ≠ P و لذا + R≠. حال اگرab P∈آنگاه ab P P+ = 
)و لذا )( )a P b P P+ + aرو  ازاين. = P P+ bا ي= P P+ aدر نتيجه. = P∈ 

bيا P∈و بنابر نتيجه فوق Pاول است  .  

  
  

 Iآل ايدهبه ازاي هر   هرگاهمويي گ ماكزيمالآل ايده را يك R از حلقهM سرةآل ايده 
M  كهRاز I R⊆y ،داشته باشيمI R=. هاي ماكزيمال حلقة آل ايده مجموعةR را 

)Maxبا نماد )Rدهيم نمايش مي.  
  

 در يك حلقه جابجايي و يكدار آل ايدهاكنون شرطي لازم و كافي براي ماكزيمال بودن يك 
  . دهيم ارائه مي

  
 صورت در اين.  باشدRي ازآلايدهMو يكدار يك حلقه جابجايي وR فرض كنيد

Mماكزيمال است اگر و فقط اگر/R Mيك ميدان باشد .  
 در . باشدR حلقة ماكزيمال ازآل ايده يكM فرض كنيد:اثبات

1صورت اين 0M M+ ≠ a       فرض كنيد. + M+عنصر غير صفري از/R Mباشد .
aصورت نيدرا M∈/و با توجه به ماكزيمال بودن M  داريمRa M R+ = .

1رو ازاين ra m= m, كه در آن + M r R∈    :داريمحال . ∋
( )( )1 ,M ra m M ra M r M a M+ = + + = + = + +  

rيعني M+ معكوسa M+در نتيجهباشد و  مي /R Mيك ميدان است  .  
R/ فرض كنيد،برعكس M1صورت ن در اي. يك ميدان باشد 0M M+ ≠ و +

Mلذا R≠.   فرض كنيدحالI ي ازآل ايدهR باشد كه M I R⊆y .بنابراين 

17-9تعريف 
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٢٠١ 

a I∈چنان موجود است كهa M∈/ .چونa M+حلقةاز عنصر غير صفري /R Mاست ،
b/عنصرپس  M R M+ ) چنان موجود است كه∋ )( ) 1a M b M M+ + = رو  ازاين. +

mعنصري مانند M∈ 1موجود است كهاي  گونه  به ab m= 1  در نتيجه.+ I∈، 
Iيعني R= .  

  

)آل ايده :28مثال  )آل ايده ماكزيمال است، ولي [ در حلقه3(   ماكزيمال نيست زيرا4(
( ) ( )4 2⊆ ⊆ ].  

   

  .آيد  بدست مي13 و12آساني از قضيه   نتيجة زير به
  
  صورت در اين.  باشد يك حلقه جابجايي و يكدارRفرض كنيد 

Max( ) Spect( ).R R⊆  
 
v باشد، زيرا كه عكس قضيه فوق برقرار نمي) : 1(  تذكر{  اول آل ايده يك 0{

 .  است در صورتيكه ماكزيمال نيست[حلقه
  .ه كنيدظ را ملاح14  نتيجه بالا تمرينحالت كليتربراي  )2      (

  
  . باشد هاي ماكزيمال مي آل ايدهقضيه زير مبين وجود 

  
 ماكزيمال آل ايده در يك R سره ازآل ايده هر گاه يك حلقه متناهي مولد باشد، آنRاگر 

  .قرار دارد
,...,1 فرض كنيد :اثبات nR a a=<   . دهيم قرار مي.  باشدRاي از  سرهآل ايده I و<

}J اي از  سرهآل ايدهRاست { ,J I JΩ = ⊆  

13-9قضيه
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٢٠٢ 

I غير تهي است، زيراΩوضوح به ∈ Ω .1حال زنجير صعودي 2 3J J J⊆ ⊆  از "⊇
دهيم  مينشان. گيريم  را در نظر ميΩعناصر

1
i

i
J J

∞

=
= ∈ Ω∪ . براي اين منظور فرض كنيد

,a b J∈وr R∈ .هاي در اين صورت انديسi و jكه ،i j≥ ، چنان موجودند
j,كه ib J a J∈ ia و لذا∋ b J J− ∈ , همچنين⊇  ira ar J J∈  يك J در نتيجه.⊇
برعكس، فرض .  استRاي از  سرهآل ايده Jحال بايد نشان دهيم كه.  استRآل ايده
Jكنيم R= . 1در اين صورت براي هر k n≤ آل ايده ≥

k
J Aالذكر موجود   از زنجير فوق

است كه
kka J∈ A. اگر{ } 1

max
n

k k=
=A A1، آنگاه,..., nR a a J=< >⊆ A كه تناقض ،

Iكنيم كه بالاخره توجه مي. است J⊆ . بنابراينJرو ازاين. يك كران بالا از زنجير است 
)  Mيعني (Ω ماكزيمالنصروضوح ع هب.  استMماكزيمالنصر  داراي عΩطبق لم زرن،

  . ماكزيمال مطلوب استآل ايدههمان  

  
   .بريم هاي ساده به پايان مي  معرفي  حلقهبا اين بخش را

  
0R گوييم اگر ساده راRحلقه يكدار  } برابر باشند باRهاي آل ايده و تنها ≠   .R و0{
  

  .  هر حلقه بخشي يك حلقه ساده است:29مثال 
  

  
  . ساده است اگر و فقط اگر يك ميدان باشدRحلقه جابجايي و يكدار 

  و يك حلقه جابجاييRبرعكس، اگر. ر ميدان يك حلقه ساده است واضح است كه ه:اثبات
0  ويكدار ساده باشد a R≠ 0Ra آنگاه∋ aزيرا (≠ Ra∈( از ساده بودن و لذاR نتيجه 

Raشود مي R= .1بنابراين Ra∈در نتيجه وaدرRلذا.  يكال استRيك ميدان است .  
  

18-9تعريف
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٢٠٣ 

  
  

. عي است بين دو گروه كه حافظ عمل گروه باشد تابريختيها، يك هم در مطالعه نظريه گروه
.  بين دو حلقه تابعي است كه حافظ عمل جمع و ضرب باشدريختيبه طور مشابه، يك هم

هاي  ريختي در مورد هم6ها را به موازات مطالب فصل  هاي حلقه ريختيبحث در مورد هم
  . بريم ها پيش مي گروه

  
  . دو حلقه باشندS وR فرض كنيد

: تابع R Sϕ  b وaاي ناميم اگر براي هر حلقه )همومورفيسم ( همريختي  را يك→
  : Rدر
)1( ( ) ( ) ( )a b a bϕ ϕ ϕ+ = +،  
)2 (( ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ=.  

:همريختي R Sϕ  يك به يك ϕاگر گوييم، اي حلقه  )مونومورفيسم(تكريختي  را →
  .باشد

:همريختي  R Sϕ   . پوشا باشدϕاگر گوييم، اي حلقه )مورفيسم اپي ( بروريختيرا →
  اگر يك تكريختي،)نشيند  ميS درRو يا(  است   قابل نشاندنS درRگوييم

: R Sϕ   .باشد يكريخت Sاي از  با زيرحلقهR به عبارت ديگر. موجود باشد→
:  همريختي:يادآوري R Sϕ يك به يك و ϕاست، اگر  )ايزومورفيسم(يك يكريختي →
  .پوشا باشد

  
: باشد، نگاشت طبيعيRي از حلقهآل ايده I اگر :30مثال  /R R Iγ  كه با ضابطه →

( )a a Iγ =   . است اي  حلقهبروريختي يك ،شود تعريف مي +
  

 

 

 

 

 

 هاي حلقهريختيهم   3- 9 
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٢٠٤ 

: يك عدد طبيعي باشد، نگاشتn فرض كنيد:31مثال  nϕ →]  كه با [
)طهضاب )a aϕ   .اي است بروريختي حلقه يك ،شود  تعريف مي=

  
) تابع:32مثال  )2: Mϕ →^   .يك تكريختي است  زير با تعريف\

( )
a b

a bi
b a

ϕ
⎡ ⎤
⎢ ⎥+ = ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

  
  

2 هرگاه:33مثال  1, , ,nR R R…شندبا بروريختي مي  زير حلقه باشند، توابع تصويري.  

( )
1 2

1 2

:

      , , ,

ni i

n i

R R R R

a a a a

π × × × →…

… 6
  

  
  
:فرض كنيد  R Sϕ aاي باشد و حلقهريختيم يك ه→ R∈ .  

)1(( )0 0ϕ =) ϕكند  جمع را حفظ مينصر هماني، ع( ،  

)2(( ) ( )a aϕ ϕ− = −) ϕكند ، قرينه را حفظ مي(،    

)3(( ) ( )na n aϕ ϕ=براي هر n ∈ ] ،  

)4(( ) ( )n na aϕ ϕ={0} براي هرn ∈ ∪`،   

a اگر)5( R∗∈،( ) ( )n na aϕ ϕ=ر براي هn ∈ ]. 
هـاي جمعـي آبلـي        هايي از گـروه     ريختياي، هم   هاي حلقه   ريختي با توجه به اينكه هم     :اثبات

اثبـات دو قـسمت آخـر بـه عنـوان           .  سه خاصيت حفظ كنندگي اول واضح هـستند         هستند،
   .شود  تمرين به خواننده واگذار مي

  

15-9قضيه
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٢٠٥ 

  

  
:فرض كنيد  R Sϕ ) نشان دهيد.اي باشد حلقهبروريختي يك→ )1 1R Sϕ = .  

) فرض كنيد:اثبات )1R eϕ sاگر . = S∈دلخواهي باشد، آنگاه به ازاي يكنصر ع r R∈ ،
)داريم )r sϕ    رو از اين).  پوشا استϕچون (=

( ) ( ) ( ) ( )1 1R Rse r r r sϕ ϕ ϕ ϕ= = = =  
esبه همين ترتيب s= .1بنابراينSe = .  

  
  . د كه شرط پوشا بودن در قضيه فوق الزامي استنده هاي زير نشان مي مثال

  
: اگر:34مثال  R Sϕ rبه ازاي هر:  چنين تعريف شود→ R∈،( ) 0rϕ  يك ϕ، آنگاه=

 عنصر هماني ضربي ϕ .ناميم  صفر ميريختيرا همريختي اين هم. اي است  حلقهريختيهم
  . كند را حفظ نمي

  

: تابع:35مثال  R R Rϕ → ) با ضابطه× ) ( ), 0r rϕ كه تكريختي است  يك =
0Rاگر ≠،ϕكند  هماني ضربي را حفظ نمينصر ع .  

  
  

:فرض كنيد  R Sϕ  ϕهسته   تصوير ورتدر اين صو. اي باشد  حلقهريختي يك هم→
    :عبارتند از

( ) ( ){ }Im ,R a a Rϕ ϕ ϕ= = =  ϕتصوير∋
( ){ }=Ker 0 .a R aϕ ϕ= ∈   ϕهسته =

18-9قضيه
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:اگر  R Sϕ   آنگاه،اي باشد حلقهريختي يك هم→
)1(Imϕاي از  زير حلقهSاست ،   
)2(Kerϕي ازآلايدهRاست . 

:اي  حلقهريختي هر هم):1(اثبات  R Sϕ بنابراين .  جمعي نيز هستريختي، يك هم→
به علاوه، .  هستندS وRهايي از  به ترتيب زير گروهϕهسته تصوير و 

)تساوي ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ=دهد كه  نشان ميImϕتحت عمل ضرب نيز بسته است  .  
aاگر:)2( R∈ وKerk ϕ∈آنگاه ، ( ) ( ) ( ) ( )0 0ak a k aϕ ϕ ϕ ϕ= =   و در نتيجه=

Kerak ϕ∈  .توان نشان داد كه  به طور مشابه ميKerka ϕ∈ . بنابراينKerϕ 
  .استRي از آل ايده

   

  
:اي حلقهريختي هم R Sϕ } يك به يك است اگر و فقط اگر→ }Ker 0ϕ =.  
  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
بـا  . كنـيم   ها را مطـرح مـي        حلقه يكريختيترين قضاياي اين بخش، يعني قضاياي         اينك، مهم 

ها است، اثبات اين قـضايا را بـه         گروه يكريختياين قضايا مشابه قضاياي     توجه به اينكه اثبات     
  .كنيم خواننده واگذار مي

  
:فرض كنيد R Sϕ KerKاگر. اي باشد  حلقهريختي يك هم→ ϕ=آنگاه ،ϕ 
  :كند اي زير را القاء مي  حلقهيكريختي

( )

: / Im

    

R K

a K a

ϕ ϕ

ϕ

→

+ 6
  

17-9قضيه
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  در اين صورت . باشندR از حلقهآلايده درJ وIفرض كنيد 

( )
.

I JJ
I J I

+≅
∩

  

  
I به قسمي كه،  باشندR از حلقهآل ايده دو J وIفرض كنيد  J⊆ . در اين

J/صورت I ي ازآل ايده/R Iباشد و   مي  

.
R RI
J JI

≅  

  
 كه Rهاي آلايده بين يك دوسوييدر اين صورت. باشدRي از حلقهآلايدهIفرض كنيد 

R/هاي آل ايده هستند و مجموعه Iشامل Iبه صورت ،/J J I↔اين رو از. ، وجود دارد 
R/ درآل ايدههر  I به صورت /J Iكه در آن،باشد مي J ي ازآل ايدهR است به قسمي 
Iكه J⊆ .  

  
]نشان دهيد.  يك حلقه باشدR فرض كنيد:36مثال  ]/R x x R< >≅.  
: تابع:حل [ ]R x Rϕ ) با ضابطه→ )0 01

n
na a x a x aϕ + + +  مسلماً يك …=

Ker چون.بروريختي است xϕ =< ]يكريختي طبق قضيه اول پس، < ]/R x x R< >≅ .  
  

/نشان دهيد.  يك حلقه باشدRد فرض كني:37مثال  0R R< >≅ .  
: تابع:حل R Rϕ ) با ضابطه→ )a aϕ  . يك به يك و پوشا است)  هماني ريختيهم (=
/ طبق قضيه اول رو ازاين 0R R< >≅ .  

  

 )يكريختيقضيه دوم(19-9قضيه
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  . نشان دهيد.  باشدRي از حلقهآل ايده Iفرض كنيد :38مثال 

( ) ( )M /M M ( / ).n n nR I R I≅  
: طبيعيريختي هم:حل /R R Iγ   : كند  زير را القاء ميريختي، هم→

( )

( )
: M M ( / )

( )

n n

ij ij ij

R R I

a a a I

γ

γ λ

→

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

) پوشا بوده وγبديهي است كه )Ker Mn Iγ  نتيجه يكريختي قضيه اول  طبقبنابراين. =
  . مطلوب برقرار است

  
  :صورت در اين.  باشدRي از حلقهآل ايده I فرض كنيد :39مثال 

[ ]/ [ ] ( / )[ ]R x I x R I x≅  
Rاي   حلقهريختيشود كه هر هم مطلب از آنجا نتيجه مي اين :حل S→ريختييك هم 
]اي حلقه ] [ ]R x S x→كند  را القاء مي .  

  
  
R/ ماكزيمال است اگر و فقط اگر حلقه خارج قسمتيR از حلقهMآل ايده  M ساده 
R/ ماكزيمال است اگر و فقط اگر حلقه خارج قسمتيMآل ايده :اثباتا M تنها داراي دو 

R/ و0آل ايده M ن برقراري اين شرط به معني ساده بودن چو). طبق قضيه تناظر( باشد
R/حلقه Mاثبات قضيه كامل است، لذا است  .  

  
  

  

22-9قضيه
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  صورتدر اين. دو حلقه غير صفر باشندS وRفرض كنيد

) 1( Kآلي از  ايدهR S×است اگر و فقط اگر K I J=  به ترتيب JوI، كه ×
  ، هستندS وRهايي از آل ايده

R درMهاي ماكزيمال آل  ايده)2( S×باشند  به يكي از دو شكل زير مي :  
M)الف( I S=    است، Rآل ماكزيمالي از  ايدهI، كه×
M )ب( R J=  . استSآل ماكزيمالي ازايدهJ، كه×

 به صورت در اين.  باشندS وRهايي از آل ايده به ترتيب JوIفرض كنيد  ):1(اثبات 
Iوحوض J× ي ازآل ايدهR S×برعكس، فرض كنيد.  استK ازآل ايده يك R S×باشد  .

  :كنيم تعريف مي
( ){ } ( ){ }, 0 , 0,I a R a K J b S b K= ∈ ∈ = ∈ ∈  

كافي است نشان .  استSي ازآل ايده J وRي ازآل ايده Iتوان مشاهده نمود كه به آساني مي
Kدهيم I J= ) اگر× ),r s K∈آنگاه ،( ) ( )( ), 0 , 1, 0r r s K= ∈ 

)و ) ( )( )0, , 0,1s r s K= rرو ازاين. ∋ I∈و s J∈و در نتيجه ( ),r s I J∈ × .
Kيعني I J⊆ )از طرف ديگر، اگر. × ),a b I J∈ × 
)آنگاه ) ( ) ( ), , 0 0,a b a b K K K= + ∈ + K بنابراين. ⊇ I J= ×.  

R ماكزيمالي از حلقهآل ايده M فرض كنيد:)2( S× 1( باشد، طبق(،M I J=  I، كه×
   تابعاما . باشند  ميS وRهايي از آل ايده به ترتيب Jو

( ) ( )

: / /

     , ,

R S R I S J

r s r I s J

ϕ × → ×

+ +6
    

Kerبابروريختي  يك  I J Mϕ = ×  در Mآل ايدهبا توجه به قضيه تناظر، . اشدب  مي=
R S×ماكزيمال است اگر و فقط اگر( ) / /R S R I S Jϕ × = اما .  ساده باشد×
 حلقه فقط و فقط در صورتي ساده است كه يكي از آنها صفر و ديگري ساده وضرب د حاصل

 2-9گزاره
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٢١٠ 

/بنابراين حلقه. باشد /R I S J×ساده است اگر و فقط اگر J S=و Iدر R ماكزيمال 
Iباشد و يا R=و Jدر Sشود اثبات مي )2(بدين ترتيب قسمت .  ماكزيمال باشد.   

  
v اولآل ايده بطريق مشابه ميتوان نشان داد كه :تذكر Pاز R S× به يكي از دو 

  :شكل زير است
)1(P I S=    است، R اولي ازآل ايده I، كه×
)2( P R J=   . استS اولي ازآل ايده J، كه×

  
a, و Rي از حلقه  آل  ايده Iفرض كنيد   b R∈ .گوييمa و b   به پيمانـه I      و( همنـشت انـد 

Iنويسيم مي
a b≡(اگر a b I− ∈. 

  
,1فرض كنيد  ,nI I… هايي از حلقه آل ايدهRباشند كه براي هر i، 2

iR I R+  و =
iبراي هر j≠،i jI I R+   :صورت در اين. =

( )( ) 1,2,...,ik
i k

R I I k n
≠

= + =∩  

1 چون:اثبات 2I I R+ 1 و= 3I I R+ =  ،  

( )( ) ( )2 2
1 2 1 3 1 1 3 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3R I I I I I I I I I I I I I I I I I= + + = + + + ⊆ + ⊆ + ∩

  
2با توجه به اينكه

1R I R= + ،  
( )( ) ( )2

1 1 1 2 3 1 2 3R I R I I I I I I I R= + ⊆ + + ∩ = + ∩ ⊆  
)بنابراين )1 2 3R I I I= +   به طور استقرايي فرض كنيد. ∩

21-9تعريف 
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( )1 2 3 1 .kR I I I I −= + ∩ ∩ ∩…  
) صورت در اين )( )( ) ( )2

1 2 1 1 2 31k k kR I I I I I I I I I−= + ∩ ∩ + ⊆ + ∩ ∩ ∩… …  

)و در نتيجه )2
1 1 2 kR R I I I I= + ⊆ + ∩ 1بنابراين. …∩

1
( )i
i

R I I
≠

= + با . ∩

  توان نشان داد كه  استدلالي مشابه مي
( )( ) 1,2,..., .ik

i k
R I I k n

≠
= + =∩  

 

  

  
ــد  ــرض كني ,1ف ,nI I…ــده ــهآلاي ــايي از حلق ــر  Rه ــراي ه ــه ب ــه طوريك ــند ب  ،i باش

2
iR I R+ i و براي هر   = j≠،i jI I R+ ,...,1اگر. = nb b R∈   آنگاه عنـصر ،r R∈ 

  چنان موجود است كه
( )1,2, ,iI

ir b i n≡ = …  
1 براي هر با توجه به لم فوق :اثبات k n≤ kصرانع، ≥ ka I∈وk i

i k
r I

≠
∈   چنان∩

kكهموجودند  k kb a r=    رو ازاين. +
( ), 0k iI I

k k kr b r i k≡ ≡ ≠  
1دهيم  قرار ميحال 2 nr r r r= + + i،iدر اين صورت براي هر. …+ iI I

i ib r b≡ در نهايت . ≡
sاگر R∈و iI

is b≡) براي هرi(آنگاه ،iIr s≡و لذا ir s I−  و در نتيجه∋
1

n

i
i

r s I
=

− ∈ ∩، 

 به پيمانهsوrيعني 
1

n

i
i
I

=
  . شت انده همن∩

  

 )قضيه باقيمانده چيني(23-9قضيه
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,1فرض  ,nm m…1 اگر. اعدادي طبيعي باشند كه دو به دو نسبت به هم اولند, ,nb b… 

   دستگاه ، آنگاهاعدادي صحيح باشند
1

2

1

2

n

m

m

m
n

x b

x b

x b

⎧⎪ ≡⎪⎪⎪⎪⎪ ≡⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≡⎪⎪⎪⎩

#
  

1اي جواب است واين جواب به پيمانهدار 2... nm m m m=يكتا است .  

)اگر :اثبات )i iI m= ،آنگاه( )

1

n

i
i
I m

=
)رابطه. ∩= , ) 1i jm m   كند  ايجاب مي=

i jI I+ =   . آيد ميحال مطلب با توجه به قضيه فوق به دست . [

  
  
,1فرض كنيد  ,nI I… هايي از حلقه آل ايدهR زير موجود تكريختي باشند در اين صورت 

  است 
1 1: /( ) / / .n nR I I R I R Iϕ ∩ ∩ → × ×… "  

 فرض كنيد:اثبات
1

n

i
i

I I
=

=    :كنيم  را چنين تعريف ميϕ تابع∩

( )
1

1

: / / /

     , ,

n

n

R I R I R I

r I r I r I

ϕ → × ×

+ + +

"

6 …
  

 4-9نتيجه

 )قضيه باقيمانده چيني در نظريه اعداد (3-9نتيجه
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 پوشـا   ϕدهيم  حال با استفاده از شرايط داده شده نشان مي        . استتكريختي   يك   ϕبه وضوح 
)فــرض كنيــد. اســت )1 1 1, , / /n n nb I b I R I R I+ + ∈ × ×… ــا توجــه بــه قــضيه . " ب

rي مانندنصرباقيمانده چيني ع R∈چنان است كه براي هر i، iI

ir b≡ لذا ،   
( ) ( ) ( )1 1 1, , , , .n n nr I r I r I b I b Iϕ + = + + = + +… …  

  . پوشا استϕبنابراين

  
  
  

  
  

  : توان در دو شاخه زير جستجو كرد منابع اوليه نظريه حلقه را مي
قضيه اساسي ( صحيح به عوامل اول  تلاش براي تعميم قضيه تجزيه اعداد:نظريه اعداد) 1 (

هاي جمع و   شده كه خود تحت عمل صحيح گاوسي، موجب پيدايش مجموعه اعداد )حساب
  . ضرب بسته است

شوند ما را با جمع  ها تعيين مي اي  مطالعه سطوح فضايي كه توسط چندجمله:هندسه) 2 (
  . سازند هاي چند متغيره درگير مي اي و ضرب چندجمله

ديويد هيلبرت . هايي سرو كار داريم كه خاصيت جابجايي دارند حالت ما با ضربد رهر دو 
)1862 1831(كيند دحلقه را ابداع نمود و ريچارد د) −1943 مطالعه تجريدي ) −1916

ح خاصي هاي صحي ها به مطالعه حوزه آل ايدهكز روي ركيند با تمدد. اين سيستم را آغاز كرد
ضربي  ي به صورت يكتا به حاصلآل ايدهكه در آنها هر ) كينددهاي د موسوم به حوزه(پرداخت 

ها،  ها، گروه اي در نظريه حلقه كيند كارهاي بسيار ارزندهدد. شود هاي اول تجزيه مي آل ايدهاز 
  . تاميده اسن  " جبر مجرد"  را كاشفكينددموريس كلاين د. ها انجام داده است و ميدان

1805(، ويليام رون هاميلتون 1843ها قبل، در سال لازم به ذكر است كه سال 1865− (
اي شامل اعداد مختلط كه خود يك حلقه  هاي خود را معرفي نمود، يعني مجموعه كواترنيون

 

 

 

 

 

 توضيح تاريخي 
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٢١٤ 

ر بود بتواند از آنها در فيزيك ها اميدوا وي با گسترش حسابان به كواترنيون. ناجابجايي است
  . استفاده كند

  
  

  
  
aنشان دهيد كه. اي يكدار باشد  حلقهR فرض كنيد.1 b b a+ = هاي ديگر   از اصل+

  . آيد حلقه به دست مي
2.) a(حلقه Rگوييم اگر براي هرلي بو را x R∈2 داشته باشيمx x= . نشان دهيد كه

  ،هر حلقه بولي يك حلقه جابجايي است
)b (فرض كنيد Rثابت كنيد اگر به ازاي هر. اي يكدار باشد  حلقه,x y R∈ داشته

2يمباش 2 2( )xy x y=آنگاه ،Rبا ارائة مثالي نشان دهيد كه شرط يكدار . جابجايي است 
  بودن لازم است،

)c ( فرض كنيدRاي يكدار باشد بطوريكه براي هر  حلقه,x y R∈2داريم 2( ) ( )xy yx= .
2 از رابطةRاگر در 0x 0x نتيجه شود=   . جابجايي استR، آنگاه=

a,اي يكدار باشد و  حلقهR فرض كنيد.3 b R∈. 1ن دهيد كه اگر نشاab ba+ = 
3aو a=،2آنگاه. 1a =   
a,اي يكدار باشد و  حلقهR فرض كنيد.4 b R∈ .1نشان دهيد ab+ يكال است اگر و فقط 

1اگر  ba+يكال باشد .  
  .  كنيد مشخصه يك حوزه صحيح يا صفر است يا عددي اول ثابت. 5
:اي يكدار و  حلقهRفرض كنيد.  6 R Sϕ اگر . اي غير صفر باشد  حلقهريختي يك هم→

( ) { }0Z S 1)، آنگاه= )Rϕة يك حلقS است .  
) يك ميدان وF فرض كنيد.7 ), MnA B F∈ .اگرA B AB+ ABآنگاه ،= BA= .  

 

 

 

 

 

تمرينها 
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R{0}فرض كنيد .8 )هي و جابجايي باشد كه  يك حلقه متنا≠ ) { }0Z R نشان . =
  . يك ميدان استRدهيد

aيك حلقه يكدار وR فرض كنيد.9 R∈نشان . بيش از يك معكوس راست باشد ي بانصر ع
  .اراي بينهايت معكوس راست است دaدهيد

  .  عددي اول باشدp فرض كنيد.10
)a (2نشان دهيد هر حلقه يكدار از مرتبهpجابجايي است ،   
)b (2هاي هايي ناجابجايي از مرتبه حلقهp3 وp مثال بزنيد .  

11. e R∈ گوييم اگر براي هر) راست( را هماني چپa R∈ داشته 
)باشيم ) ae a ea a=    :نشان دهيد. =

)a (ني چپ ممكن است هماني راست نباشد،يك هما   
)b (اگرRچپ يكتاي باشد، آنگاه همانينصر داراي ع eهماني راست نيز هست  .  
  12 .)a (فرض كنيدRنشان دهيد.  يك حلقه يكدار باشدR يك حلقه بخشي است اگر و 

  د، سره چپ نباشآل ايدهداراي Rفقط اگر 
)b (اگرR2 سره چپ نيست ، نشان دهيد ياآل ايدهاي باشد كه داراي   حلقه 0R  R يا=

 . يك حلقه بخشي است
  .باشند ميPIDهاي زير  كداميك از حلقه.13

)a( ]،  
)b( [ ]x].  

2Rاي جابجايي باشد كه  حلقهR فرض كنيد.14 R=) ،درحالت خاصRيكدار باشد  ( .
  نشان دهيد

Max( ) Spect( ).R R⊆  
  : نشان دهيد شرايط زير معادلند. باشدRاي از حلقه آل سره  ايدهP فرض كنيد15

)a(Pآل اول حلقه  يك ايدهR ،است  
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٢١٦ 

)b(آل  براي هردو ايده ,B Aاز Rاگر ،AB P⊆آنگاه A P⊆يا B P⊆.  
  : نشان دهيد شرايط زير معادلند.  باشدRاي از حلقه يكدار  سرهآل ايده Pفرض كنيد .16

)a( P حلقه اولآل ايده يك R ،است  
)b(براي هر ,a b R∈اگر ،( )( )a b P⊆آنگاه a P∈ياb P∈ ،  
)c(براي هر ,a b R∈اگر ،aRb P⊆آنگاه a P∈ياb P∈،  
)d( چپآل ايده براي هردو ,B Aاز Rاگر ،AB P⊆آنگاه A P⊆يا B P⊆،  
)e(راستآل ايدهي هردو  برا ,B A از Rاگر ،AB P⊆آنگاه A P⊆يا B P⊆.  

2 دلخواه وآل ايده يك I فرض كنيد.17 1,..., ,nP P P هاي اولي از حلقه جابجايي آل ايدهR 
   اگر. باشند

1

n

i
i

I P
=

⊆ i،1 به ازاي يك نشان دهيد،∪ i n≤ ≤، iI P⊆ .  

Fفرض كنيد.18 R⊆كهFيك ميدان نامتناهي وRفرض .  يك حلقه جابجايي و يكداراست
…كنيد 1, , ,nI I I هايي از  آل ايدهR باشد كه∪ 1

n
ii

I I=⊆ .1نشان دهيد j n≤  چنان≥
jIموجود است I⊆ .  

)آل ايدهنشان دهيد هر .  يك حلقه يكدار باشدR فرض كنيد.19 )Mn Rبه شكل ( )Mn I 
اي ساده   حلقهRگردر حالت خاص ا.  حلقه استآل ايده يك Iاست كه در آن

)باشد، )Mn Rنيز ساده است  .  
20.) a (فرض كنيدRيك حلقه جابجايي و يكدار باشد  .
)اگر ) ( )

0
[ ]

n
i

i
i

f x a x Z R x
=

= b،  ثابت كنيد كه يك عنصر∑∋ R∈است  چنان موجود 

0كه 1 0nba ba ba= = = ="،  
)b (نشان دهيد كه اگرRها اي  يك حوزه باشد، حلقه چندجمله[ ]R xنيز يك حوزه است .  

  . يك حلقه جابجايي و يكدار باشدR فرض كنيد.21
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) a( اگرa R∈1توان باشد، آنگاه  پوچ a+از اينجا نتيجه بگيريد كه اگر .پذير است  معكوس 
a R∈توان و  پوچu R∈پذير باشد، آنگاه  معكوسu a+پذير است  معكوس،  

)b(ــصر )  عن )

0
[ ]

n
i

i
i

f x a x R x
=

= ــوس∑∋ ــر     معك ــط اگ ــر و فق ــت اگ ــذير اس  R در0aپ

2پذير و معكوس 1,..., ,na a aتوان  عناصر پوچRباشند  .  
  :دهيم قرار مي.  يك حلقه باشدRفرض كنيد.  22

{ }2
0 1 2[[ ]] , .n

n iR x a a x a x a x a R= + + + + ∈" "  
)a (نشان دهيد[[ ]]R xنسبت به اعمال زير يك حلقه است .  

( )
0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ,

( )( ) ,

i i i
i i i i

i i i

i i i
i i i

i i i

a x b x a b x

a x b x c x

∞ ∞ ∞

= = =
∞ ∞ ∞

= = =

+ = +

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

 جاييكه
0

n

n i n i
i

c a b −
=

=∑.  

)b( اگرRيك حوزه صحيح باشد، آنگاه [[ ]]R x ،نيز حوزه صحيح است   
)c(( )

0

i
i

i
f x a x

∞

=
]] در∑= ]]R x0پذير است اگر و فقط اگر  معكوسaدر Rپذير   معكوس

  . باشد
23  .)a (اول ماكزيمال است،آل ايدهدار هر نشان دهيد در حلقه بولي يك    

)b (فرض كنيدRيكدار باشد به طوريكه براي هر جابجايي واي  حلقه x R∈ عدد ،
)طبيعي ) 1n x )  چنان موجود باشد كه< )n xx x= . اولآل ايدهنشان دهيد هر R يك 

  . ماكزيمال استآل هايد
ميدان  را يك Fميدان  . مشابه با مفهوم زيرحلقه قابل تعريف استزير ميدانمفهوم  .24
Fزير ميدان. ، باشدF گوييم اگر داراي تنها يك زير ميدان يعنياول  را يك F از′

F گوييم اگرزيرميدان اول   . يك ميدان اول باشد′
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)a(اگر Fيك ميدان و { }Fα ϕ ∈ Λهاي اي از زير ميدان  خانوادهF ، باشد 
   ، استFيز زير ميداني از ن∩Fαα∈Λآنگاه

)b(هر ميدان Fباشد، ل زير ميدان اول يكتايي مي شام  
)c(اگر Char 0F    است،يكريخت _ باF، آنگاه زير ميدان اول=
)d(ر اگpو   عددي است اولCharF p=آنگاه زير ميدان اول ،Fبا p] استيكريخت  .  
 

  
  
R[0,1]فرض كنيد  .1 C= آل ايدهنشان دهيد .  باشد[0,1]بازة حلقة توابع پيوسته رويM 
} چنان موجود باشد كه∋a[0,1] ماكزيمال است اگر وفقط اگرRاز | ( ) 0}M f R f a= ∈ =.  
eاگر. باشدRوعة عناصر خودتوان حلقه يكدارمجم E فرض كنيد.2  R∈و eE E⊆ 
Eeو E⊆آنگاه ،( )e C R∈ .  

2نشان دهيد يا.  باشدRرا يكدةحلقچپ مينيمالي ازي آل ايده Iفرض كنيد .3 0I = 
Iيا Re= 2، كهe e=.   
  . يك حلقه باشدRفرض كنيد. 4
)a (اگر براي هرa R∈،3a a= آنگاه ،Rاي جابجايي است، حلقه  
)b (اگر براي هرa R∈،4a a= آنگاه ،Rاي جابجايي است، حلقه  
)c(2 فرض كنيدn aاگر براي هر. ≤ R∈،na a= آنگاه ،Rاي جابجايي است حلقه.  

a گوييم اگر براي هر فون نيومن منظمراRحلقة .5 R∈داشته باشيمa aRa∈ . نشان
M فون نيومن منظم است اگر وفقط اگرRدهيد )(n Rفون نيومن منظم باشد .   
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 ها حلقهتجزيه در  

   

  
:خوانيد در اين فصل مي  

 
  ها اي  حلقه چند جمله10-1
  هاي اقليدسي  حوزه10-2
  كسرها  ميدان10-3
   تجزية يكتاحوزة 10-4
  ناپذيري هاي تحويل  آزمون10-5
  
  
  

 
 

 ناپذير  تحويلهاي ملادر اين فصل به تجزية عناصر يك حلقة جابجايي و يكدار به ع
اي مانند قضية اساسي   قضيه،هايي را كه در آنها پردازيم، همچنين حلقه مي) ناپذير تجزيه(

   .دهيم حساب برقرار است، مورد مطالعه قرار مي
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  .باشد  نمايانگر يك حلقة جابجايي و يكدار ميRدر سراسر اين فصل 
پردازيم وسپس خـواص اساسـي ايـن          ها مي  اي  در اين بخش به تعريف دقيق حلقة چند جمله         

   .دهيم حلقه را مورد بررسي قرار مي
  

  قرار مي دهيم
0ها غير صفر باشند،naفقط تعداد متناهي از.{ 1 2( ) {( , , , ) | nP R a a a a R= ∈…  

  .هاي زير برقرارند صورت گزاره ندر اي
)1( ( )P Rهمراه با اعمال زير يك حلقه است.  

0 0 0 01 2 1 2 1 1 2 2

0 0 0 0 0 0 0 01 2 1 2 1 1 2 1 1 2

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , , )( , , , ) ( , , , ).

a a a b b b a b a b a b

a a a b b b a b a b a b a b a b a b

+ = + + +

= + + +

… … …

… … …
 

  .نگاشت زير يك تكريختي است) 2(

0 0

: ( )

   ( , 0, 0, )

R P R

a a

ϕ →

6 …
  

: اگر)3( (0,1, 0, )x = )صوير يكريخت آن يعني را با تRو حلقة … )Rϕ ،يكي بگيريم 
  آنگاه

0 1( ) { | , 0}.n
n iP R a a x a x a R n= + + + ∈ ≥"  

  .شود عهدة خواننده واگذار مي عنوان تمرين به  به:اثبات
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)حلقة  )P R  روياي ها حلقة چند جملهرا Rماد گوييم  و با ن[ ]Rx دهـيم   نمايش مـي. 

 فرض كنيد
( )

0 1 [ ].n
nf x a a x a x R x= + + + ∈"  

0naاگر ≠،na ضريب پيشروي را( )f xخوانيم و گوييم  مي( )f x درجه ازn است و 
) نويسيم مي )deg .f x n=  

1naاگر )، آنگاه= )f xناميم  ميتكيناي   را يك چند جمله.  

  .كنيم  تعريف مي∞−اي صفر را براي راحتي درجة چند جمله
  

)اگر.  صحيح باشدحوزة يك Rفرض كنيد ),  ( ) [ ]f x g x R x∈آنگاه ،  
deg ( ) ( ) deg ( ) deg ( ).f x g x f x g x= +  

) اگر:اثبات )f xيا ( )g xحال فرض . وضوح  برقرار است ه حكم ب،اي صفر باشند  چند جمله
 كنيد

 
( )

( )

0 1

0 1

,

,

n
n
m

m

f x a a x a x

g x b b x b x

= + + +

= + + +

"

"
 

 
0naه در آنك 0maو≠   صورت دراين. ≠

 
( )

0 0 0 01 1( ) ( ) .n m
n mf x g x a b a b a b x a b x += + + + +" 

0n پس صحيح است، حوزة Rچون ma b    و در نتيجه≠
deg ( ) ( ) deg ( ) deg ( ).f x g x m n f x g x= + = +  

  

1-10تعريف
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٢٢٤ 

  

  

]صورتدراين. صحيح باشدحوزة يكRفرض كنيد ]R x صحيح استحوزة نيز يك .  

) فرض كنيد:اثبات ),  ( ) [ ]f x g x R x∈و ( ) ( ) 0f x g x در . =
degصورت اين ( ) ( )f x g x = deg  در نتيجه و∞− ( ) deg ( )f x g x+ =  رو ازاين. ∞−

( ) 0f x )يا = ) 0g x ] بنابراين. = ]R xيك حوزة صحيح است .  

  
  

)فرض كنيد  ),  ( ) [ ]f x g x R x∈ ، كه ضريب پيشروي( )g xدر اين صورت .  يكال است
) يكتاي   هاي اي چند جمله ),  ( ) [ ]q x r x R x∈وجود دارند كه   

deg ( ) deg ( )r x g x< ) و ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x= +

    فرض كنيد):وجود( اثبات
{ }( ) ( ) ( ) | ( ) [ ] .S f x g x h x h x R x= − ∈  

Sوضوح هب ≠ )، زيرا∅ )f x S∈.0 اگر S∈اي ، آنگاه چند جمله( ) ( )h x R x∈  وجود دارد
  بطوريكه

( ) ( ) ( ) 0f x g x h x− ) لذاو = ) ( ) ( )f x g x h x= .در نتيجه( ) ( )q x h x= و( ) 0r x در  =
0حال فرض كنيد. كند شرايط قضيه صدق مي S∉.در اين صورت عناصر S  از درجة نامنفي

) داراي عنصري با كوچكترين درجه مانند Sترتيبي بوده و لذا طبق اصل خوش )r x خواهد
)بنابراين. بود ) [ ]q x R x∈ چنان موجود است كه  

( ) ( ) ( ) ( ),r x f x g x q x= −  
deg)فرض خلف(  فرض كنيدحال ( ) deg ( )r x g x≥ .اگر  

 1-10نتيجه
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( )

( )

0 1

0 1

,

,

n
n
m

m

g x a a x a x

r x b b x b x

= + + +

= + + +

"

"
  

,0كه در آن  0n ma b≠ m، آنگاه با توجه به اينكه ≠ n≥خواهيم داشت:  
( ) : ( ) ( / ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( / ) ( )

                                         = ( ) ( )( ( ) ( / ) ) .

m n m n
m n m n

m n
m n

x r x b a x g x f x g x h x b a x g x

f x g x h x b a x S

α − −

−

= − = − −

− − ∈
  

degاما ( ) deg ( )x r xα )خاب، كه متناقض با انت> )r x رو ازاين. استdeg ( ) deg ( )r x g x< ،
  .همانگونه كه لازم بود

   فرض كنيد ):يكتايي(
deg ( ) deg ( )r x g x<، ( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x= +   

1deg ( ) deg ( )r x g x<، 1 1( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x= +  
1در اين صورت 1( ) ( ) ( )( ( ) ( ))r x r x g x q x q x− = )چون ضريب پيشروي . − )g x ،يكال است 

  داريم

1 1deg( ( ) ( )) deg( ( ) ( )) deg ( ) 0.q x q x r x r x g x− = − − <   
)1degرو ازاين ( ) ( ))q x q x− = )1  لذاو ∞− ) ( ) 0q x q x−   در نتيجهو =

1( ) ( ) 0r x r x− )1بدين ترتيب. = ) ( )q x q x=1  و( ) ( )r x r x=.  

  
   

)فرض كنيد.  باشدS جابجايي و يكداراي از حلقة زيرحلقهRفرض كنيد ) [ ]f x R x∈ .
uعنصر S∈اي از چند جمله ريشه  را يك( )

0 1 [ ]n
nf x a a x a x R x= + + + ∈" 

  گوييم، اگر
( )

0 1: 0.n
nf u a a u a u= + + + ="  
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) صحيححوزةيك Rفرض كنيد ) [ ]f x R x∈و a R∈ .صورت در اين  
( ) 0f a =⇔( )x a−عاملي از( )f xباشد .  

)اثبات ) فرض كنيد:⇐( ) 0f a  چند) الگوريتم تقسيم (طبق قضيه قبل. =
)هاي اي جمله ), ( ) [ ]q x r x R x∈كه اند اي موجود گونه ه ب( ) ( ) ( ) ( )f x x a q x r x= − + 

degو ( ) 0r x )بنابراين .= )r x b R= ) از طرفي چون.∋ ) 0r a 0b، پس = در  نتيجه . =
( ) ( ) ( )f x x a q x= −.  

( )حال فرض كنيد: ⇒( )x a−عاملي از( )f xاي صورت چند جمله در اين. د باش( )q x چنان 
)موجود است كه ) ( ) ( )f x x a q x= )بنابراين . − ) 0f a =.   

  
  

ــد ــرض كنيــ ــك Rفــ ــوزةيــ ــحيححــ ) صــ ) [ ]f x R x∈ و deg ( ) 0f x n= در . ≤
)صورت ناي )f xداراي حداكثرnريشة متمايز در Rاست .  

0nاگر. بريم كار مي  بهn استقرا روي:اثبات )، آنگاه = ) 0f x c= )و لذا≠ )f xاي در   ريشه
R0حال فرض كنيد. نداردn )اگر. < )f xدراي  ريشه هيچ R نداشته باشد، مطلب اثبات 

)پس فرض كنيد . شده است )f xاي مانند  داراي ريشهaدرRبا توجه به نتيجة قبل .  باشد
)اي چند جمله ) [ ]q x R x∈اي موجود است كه گونه ه ب( ) ( ) ( )f x x a q x= اگر . −
b R∈اي از ريشه( )f xبجز a باشد، آنگاه   

( ) ( ) ( ) 0.f b b a q b= − =  

2-10نتيجه
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٢٢٧ 

0bبنابراين با توجه به اينكه a− )، خواهيم داشت≠ ) 0q b )اي از ريشهb، يعني = )q x 
)بنابر فرض استقرا طرفي  از .باشد مي )q x1 حداكثردارايn .  استR ريشة متمايز در−

)شود كه بنابراين نتيجه مي )f xحداكثرداراي nريشة متمايز در Rاست  .  

  

ا بدون اثبات بيان خواهيم كرد، ركه آن، ميدان اعداد مختلط، ^هاي يكي از مهمترين ويژگي
  .برقراري قضية زير است

  

]اي ناثابت از جمله هر چند ]x^است^اي درداراي ريشه .  
هـاي   هاي معـروف  درگيـر تكنيـك        همة اثبات . اثبات اين قضيه، برخلاف نامش، جبري نيست      

 منبع زير   222توان صفحة      براي ديدن اثباتي از اين قضيه مي       .باشند  آناليزي يا توپولوژيكي مي   
  .را ملاحظه نمود

 و فنـي  انتـشارات علمـي     . ترجمـة عـالم زاده، علـي اكبـر        . اليز رياضي ن اصول آ  .رودين، والتر 
)1362.(  

 بـه پايـان     R روي حلقـة   )مجهـول  (متغيـره nهاي   اي  اين بخش را با معرفي حلقة چند جمله       
  .رسانيم مي

   

  .شود  زير تعريف ميبه استقرا به صورتRمتغيره رويnهاي اي ة چندجملهحلق
1 1 1[ , , ] ( [ , , ])[ ].n nnR x x R x x x−=… …  

 

 

  .دهيم  را كه در آنها الگوريتم تقسيم برقرار است، مورد مطالعة قرار ميهايي در اين فصل حلقه
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را يك  R.اعداد صحيح نامنفي باشد مجموعة`0 يك حلقه باشند وRفرض كنيد 

:0 ناميم اگر تابعي مانند)ERبه اختصار (حلقة اقليدسي {0}Rυ − →  چنان `
  موجود باشد كه

a, به ازاي هر)1( b R∈، 0قسمي كه  بهab ≠،( ) ( )a abυ υ≤،  
a,  به ازاي هر)2( b R∈0قسمي كه ، بهb q, ، عناصر≠ r R∈ وجود داشته باشند ،
aكه، طوري به bq r= 0r، كه در اين تساوي+ ) يا= ) ( )r bυ υ<.  

 صحيح باشد را حوزةيك حلقة اقليدسي كه يك . نامند  ميRدر اقليدسي  را تابعυتابع
  .ناميم) EDبه اختصار(  حوزة اقليدسييك

اقليدسي، كارآمد بودن الگوريتم اقليدس، براي يافتن هاي  ها به حلقه گذاري اين حلقه دليل نام
  ).13تمرين(باشد عليه مشترك دو عنصر، مي بزرگترين مقسوم

) با F ميدان:1مثال  ) 1xυ    .يك حوزة اقليدسي است=

  

) با [ حلقة:2مثال  )n nυ    .يك حوزة اقليدسي است=

  

]صورت  دراين.  يك ميدان باشدFفرض كنيد: 3مثال  ]F x با ( ( )) deg ( )f x f xυ يك =
  .حوزة اقليدسي است

  

] حلقة اعداد صحيح گاوسي، :4مثال  ]i] ،ليدسي استيك حوزة اق.  

  :كنيم  تعريف مي:حل

4-10تعريف
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0
2 2 2

: [ ] {0}

( ) | | .

i

a bi a bi a b

υ

υ

− →

+ = + = +

] `
  

zفرض كنيد a bi= + ،w c di= 0w، كه + ]، عناصري از≠ ]i]صورت   دراين. باشند
( ) 1wυ   و در نتيجه≤

2 2 2( ) ( ) ( ) | | | | | | ( ).z z w z w zw zwυ υ υ υ≤ = = =  
z و wعنوان عناصري از را به( ) { | , }i p qi p q= + ∈_ مشاهده . گيريم  در نظر مي_
  كنيم كه مي

1
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

( ) =       

       =( ) ( ) =( ) ( ),      

c di ac bd bd adzw a bi
c d c d c d

m s m t i m m i s ti

− − + −= + +
+ + +

+ + + + + +
  

1جا اعداد صحيح  كه در اين 2,m mو اعداد گوياي ,s tشوند كه  اي انتخاب مي گونه  به
1/2,  t 1/2s ≤   بنابراين. ≥

1
1 2( ) ( ) ,z zw w m m i w s ti w qw r−= = + + + = +  

1يكــهيجا 2q m m i= ) و+ )r s ti w= ]درqw وzچــون. + ]i]ــد، پــس ــرار دارن  نيــز r ق
]در ]i]0اگر .  استr   باشد، آنگاه≠

2 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(1/ 4 1/ 4) (1/2) ( ) ( ).r w s ti w s t w w wυ υ υ υ υ υ υ= + ≤ + ≤ + = <
]ايم كه  بدين ترتيب نشان داده ]i]يك حوزة اقليدسي است .  

  
  

ERعبارت ديگر به. آل اصلي است رحلقة اقليدسي يك حلقة ايده ه)1( PIR⇒،  

EDعبارت ديگر به. آل اصلي است ايدهحوزة  اقليدسي يك حوزةهر ) 2( PID⇒.  
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٢٣٠ 

. آل اصلي است يك ايدهIدهيم  نشان مي.  باشدR ناصفري از حلقةI فرض كنيد):1(اثبات 
  :دهيم قرار مي

{ ( ) | 0, }.S x x x Iυ= ≠ ∈  
)فرض كنيد )aυكنيم ادعا مي.  عنصر مينيمال باشد( )I a= .وضوح  هب( )a I⊆ . حال فرض

0يدكن b I≠ q,در اين صورت عناصر .∋ r R∈چنان موجودند كه b aq r=  در اين  و+
0rتساوي ) يا= ) ( )r aυ υ< .مينيمال بودنبا توجه به ( )aυ و اينكه r b aq I= − ∈ ،
)رابطة ) ( )r aυ υ<0 برفرار نمي باشد ولذاr )و= )b aq a= )يعني. ∋ )I a= همانگونه ،

  .كه خواسته شده بود
  . شود نتيجه مي) 1( به آساني از ):2(

  
  

  
  

  .در اين بخش، طرز ساخت اعداد گويا از طريق اعداد صحيح را تعميم خواهيم داد
  

\ صحيح باشد و حوزة يكRفرض كنيد {0}S R=. در اين صورت رابطه زير يك رابطه
Rهم ارزي روي S×است   

( , ) ( , ) .r s r s rs sr′ ′ ′ ′⇔ =∼

  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
)كلاس هم ارزي. صحيح باشدحوزة  يك R فرض كنيد:نمادگذاري ),r s R S∈  را ×

r/با sدهيم  نمايش داده و قرار مي:  
{ / , }.F r s r R s S= ∈ ∈  

 

 

 

 

 

كسرها   ميدان10-3 
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\ صحيح باشد وحوزة يكRفرض كنيد {0}S R=.در اين صورتF همراه با اعمال

  . جمع و ضرب زير يك ميدان است
/ / ( )/ ,

( / )( / ) ( / ).

r s r s rs sr ss

r s r s rr ss

′ ′ ′ ′ ′+ = +

′ ′ ′ ′=
 

1يدفرض كن. دهيم كه عمل جمع خوش تعريف است  نشان مي:اثبات 1/ /r s r s= 
1و 1/ /r s r s′ ′ ′  صورت  دراين.  =′

1 1

1 1

,

.

rs sr

r s s r

=

′ ′ ′ ′=
  

1sبا ضرب معادله اول در s′   :  و جمع آنها داريم1ss و معادله دوم در′

1 1 1 1 1 1( ) ( ) .rs sr s s r s s r ss′ ′ ′ ′ ′ ′+ = +  
1بنابراين 1 1 1 1( )/ ( )/rs r s ss r s r s s s′ ′ ′ ′ ′ ′+ = به . يعني عمل جمع خوش تعريف است. +

sبراي هر. توان ديد كه عمل ضرب نيز خوش تعريف است طريق مشابه مي S∈ 
/0عنصر 0/1s / و F عنصر هماني جمعي= 1/1s s  Fمل ضرب عنصر هماني ع=
r/فرض كنيد. شود  نتيجه ميRوضوح از جابجايي بودن  ه بFجابجايي بودن . است s عنصر 

0r باشد، در اين صورتFغير صفري از r، لذا ≠ S∈ .بنابراين/s r F∈ 
)و / )( / ) 1r s s r r/يعني . = sتكميل بقية اثبات بعنوان تمرين به  .پذير است معكوس

   .شود خواننده واگذار مي

  

  

\ صحيح باشد وحوزة يك Rاگر  {0}S R=،Fميدان كسرهاي را Rنامند  مي.  
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   . است_، دقيقاً ميدان اعداد گوياي[ ميدان كسرهاي حلقة اعداد صحيح:5مثال

  

هاي  اي ميدان كسرهاي حلقة چند جمله. صحيح باشدحوزة  يك R فرض كنيد:6مثال
[ ]R x را با( )R x مجهول( متغير  ازتوابع گويانمايش داده و آنرا ميدان(xروي حلقة R 

  در حقيقت. ناميم
( ) { ( )/ ( ) | ( ), ( ) [ ], 0}.R x f x g x f x g x R x g= ∈ ≠  

]1هاي  اي در حالت كلي ميدان كسرهاي حلقة چند جمله , , ]nR x x… را با
1( , , )nR x x… 1)هاي مجهول( متغيرهاي ازتوابع گويانمايش داده و آنرا ميدان, , nx x… 

  در حقيقت.  ناميمRلقةروي ح

1 1 1 1( , , ) { ( , , )/ ( , , ) | ( ), ( ) [ , , ], 0}.n n n nR x x f x x g x x f x g x R x x g= ∈ ≠… … … …  

  
  

\ صحيح باشد وحوزة يك Rفرض كنيد {0}S R= .صورت نگاشت در اين: R Fϕ → 
)با ضابطه ) /1r rϕ صحيح قابل نشاندن حوزة به عبارت ديگر هر . ست يك تكريختي ا=

 .در ميدان كسرهاي خود است
  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات
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1nكند كه هر عدد طبيعي قضية اساسي حساب بيان مي صورت يكتايي به  هتوان ب  را مي<
توان براي حلقة اعداد  مشابة اين قضيه را به آساني مي. ضرب اعداد اول تجزيه كرد صلحا

اي مشابه با قضية  كنيم كه قضيه هايي را بررسي مي در اين بخش حلقه. ، تعميم داد[صحيح،
  .اساسي حساب در آنها برقرار است

  
a, فرض كنيد)1( b R∈ .اگرx R∈طوريكه  وجود داشته باشد بهax b=گوييم ،a  عاد

a|نويسيم  و ميbكند  مي b،  
cعنصر غير يكال و غير صفر) 2( R∈گوييم، اگر) ناپذير تجزيه (ناپذير  تحويل را  

 aيكال ياbيكال  c ab= ⇒  
pعنصر غير يكال و غير صفر) 3( R∈ گوييم، اگراول  را  

 |p aيا |p b |p ab ⇒  
aگوييم و با نماد) وابسته (شريكرا R از حلقةb وaدوعنصر ) 4( b∼ نمايش 

uدهيم، اگر عنصر يكال مي R∈چنان باشد كه a bu=.  

v اما . باشد ناپذير مشابه با تعريف عدد اول براي اعداد صحيح مي تعريف تحويل: تذكر
، براي اين مفهوم در نظر گرفته )تجزيه ناپذير(ناپذير  مرسوم است كه نام تحويل

 .شود

  
   رابطة شريك بودن يك رابطة هم ارزي است، )1( 

a,راگ) 2 ( b R∈ شريك باشند، آنگاه ( ) ( )a b= . هرگاهR صحيح باشد، حوزةيك 
 .وارون اين مطلب نيز درست است

   .شود عنوان تمرين به عهدة خواننده واگذار مي  به:اثبات
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٢٣٤ 

  

  
 صورتدر اين. صحيح باشدحوزةكيRفرض كنيد 

  ناپذير است،  تحويلR هر عنصر اول)1(
pآل اصلي باشد و  ايده حوزةيكRهرگاه ) 2( R∈آنگاه ،  

pاول است اگر و فقط اگرpناپذير باشد  تحويل.  
  

   .شود عنوان تمرين به عهدة خواننده واگذار مي  به:اثبات
  

v ناپذير   تحويليعني يك عنصر. گزارة بالا برقرار نمي باشد) 1(عكس قسمت : تذكر
  .) ملاحظه شود9تمرين( باشد  اول نميلزوماً 

  
   ناميم  هرگاه)UFDبه اختصار(  جزية يكتا تحوزة را يكR صحيححوزة

a هر عنصر غير صفر و غير يكال)وجود تجزيه)  (1( R∈ را بتوان 
1صورت به 2 na a a a= . باشند ميRناپذيري از ها عناصر تحويلia نوشت كه در آن …
aعبارت ديگر به R∈ناپذير تجزيه كرد ضربي از عوامل تحويل صورت حاصل  را بتوان به.  
1 اگر )يكتايي تجزيه )  (2( 2 1 2n ma b b b c c c= =… ، ناپذيرنـد   ها تحويل icها و ib، كه …

nآنگاه  m= وicگذاري كرد كه هر  را بتوان طوري تجديد شمارهibوicشريك باشند . 

   

. كند هايش صدق مي آل  روي ايده)زنجير صعوديشرط (ACC در شرط Rحلقة گوييم
به عبارت ديگر اگر . هايش ايستا باشد آل اگر هر زنجير صعودي از ايده

1 2 3I I I⊆ ⊆ k باشد، آنگاه Rهاي آل  يك زنجير صعودي از ايده"⊇ ∈ چنان  `
1موجود باشد كه 2k k kI I I+ += = =…. 

2-10گزاره

7-10تعريف 

8-10تعريف

www.mathematic87.blogfa.com



ها   حلقهتجزيه در  

 

٢٣٥ 

  

  

  .  معادلندRشرايط زير روي حلقة 
)1( R در شرط ACCكند،  هايش صدق مي آل  روي ايده  
  صر ماكزيمال است،  داراي عنRهاي آل  هر خانواده غير تهي از ايده)2(

 . متناهي مولد استRآل   هر ايده)3(
 باشد كه داراي Rهاي آل  يك خانواده غير تهي از ايدهΩ فرض كنيد ):1(⇒)2( اثبات

1Iاگر. عنصر ماكزيمال نيست ∈ Ω،چون آنگاه Ω ،پس داراي عنصر ماكزيمال نيست 
2I ∈ Ω1چنان موجود است كه 2I I .دوباره چونΩداراي عنصر ماكزيمال نيست ، 

3Iپس ∈ Ω1چنان موجود است كه 2 3I I I . با ادامه اين روند زنجير صعودي ناايستاي
  . خواهيم داشت رازير

1 2 3 .tI I I I" "  

   و باشدRآلي از  ايدهI فرض كنيد):2(⇒)3(
}.Jمتناهي مولد حلقة آل  يك  ايده Rو J I⊆ { |JΩ =  

(0)چون ∈ Ωلذا ،Ω ≠ فرض . داراي عنصر ماكزيمال استΩبنابراين طبق فرض. ∅
xاگر.  باشدΩعنصر ماكزيمالJكنيد I∈آنگاه ،( )J x+ ∈ Ω و لذا با توجه به ماكزيمال 
)اشت خواهيم دJبودن )J x J+ x بنابراين. = J∈و در نتيجهJ I= .رو ازاينI متناهي 

  .مولد است
1 فرض كنيد):3(⇒)1( 2 3I I I⊆ ⊆ قرار .  باشدRهاي آل  يك زنجير صعودي از ايده"⊇

دهيم مي
1
k

k
I I

∞

=
=  متناهي مولد است لذا Iچون.  استRآل  يك ايدهIوضوح هب. ∪

)عناصر )1
ii ki n x I≤ ≤ 1 دند كهاي موجو گونه  به∋ 2( , , , )nI x x x=  فرض كنيد. …
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٢٣٦ 

( )1
ii ki n x I≤ ≤ }اگر. ∋ } 1max n

i ik k ، آنگاه با توجه به صعودي بودن زنجير خواهيم ==
kIداشت، I⊆ و لذا   

1 2 .k k kI I I I+ += = = ="  

  

  

PIDعبارت ديگربه. يكتاست تجزية حوزةآل اصلي يك ايدهحوزةهر  UFD⇒.  
  .آل اصلي باشد ايدهحوزة  يك R فرض كنيد:اثبات

 باشد كه نتوان آنها Rمجموعة عناصر غير صفر و غير يكال ازS فرض كنيد):وجود تجزيه (
Sاگر. ناپذير نوشت ضرب تعداد متناهي از عناصر تحويل صورت حاصل ه برا = ، مسئله حل ∅

Sحال فرض كنيد . است ≠   :دهيم قرار مي. ∅
{( ) | }.x x SΩ = ∈  

Ω ≠ S، چون∅ ≠ ) داراي عنصر ماكزيمالي مانندΩ قضية قبلين طبقبنابرا. ∅ )a خواهد
aچون. بود S∈لذا ،aرو  ناپذير نبوده و ازاين  تحويلa bc=كه در اينجا ،,b c غير يكال
)اگر. باشند مي ) ( )a b=آنگاه عنصر يكال ،u R∈ چنان موجود است كه a bu= .

bcرو ازاين bu=و در نتيجه c u=بنابراين. ، كه تناقض است( ) ( )a b .طريق مشابه  هب
)توان نشان داد كه مي ) ( )a c .درنتيجه با توجه به ماكزيمال بودنa S∈داريم ،,b c S∉ .

1ناپذير لذا عناصر تحويل 2, , , mb b b…  1و 2, , , mc c c…1چنان موجودند كه 2 mb b b b=  و …
1 2 nc c c c=   بنابراين. …

1 2 1 2 .m na bc b b b c c c= = … …  
ناپـذير نوشـت، كـه        ضرب تعداد متناهي از عناصـر تحويـل         صورت حاصل  ه ب توان  را مي  aيعني

Sرو ازاين.  استaمتناقض با انتخاب =   . است شده اثباتبدين ترتيب وجود تجزيه و ∅
1حال فرض كنيد): يكتايي تجزيه  ( 2 1 2n ma b b b c c c= =… ها icها وib، كه…

1صورت دراين. ناپذيرند تحويل 1 2| mb c c c… .گذاري مجدد با شمارهic در صورت لزوم(ها(  ،
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٢٣٧ 

1توان فرض كرد مي 1|b c .1از آنجا كهb1 وc1ناپذير هستند،   تحويلb1 وc ،بايد شريك باشند 
1يعني 1 1c b u= 1كهuيكالي ازR1بنابراين با توجه به ناصفر بودن.  استb خواهيم داشت   

2 3 1 2 3( ) .n mb b b u c c c=… …  
  رسيم با ادامة اين روند به تساوي زير مي

1 11 .n mnu u c c+= … …  
mشود كه ناپذيرند،  نتيجه مي ها تحويلicجون  n=در صورت (گذاري مجدد   و با شماره
  .بدين ترتيب  يكتايي تجزيه اثبات شده است . استicشريك i،ibبراي هر) لزوم

  

  . خلاصه شود، كه بخاطر سپردن آن آسان است،صورت زير توان به  را مي10 و5هاي  قضيه

.ED PID UFD⇒ ⇒  

   

1فرض كنيد 2, , , na a a R∈… .عنصرd R∈عناصرركعليه مشت  بزرگترين مقسوم را  
1 2, , , na a a… 1 گوييم و با نماد 2( , , , )nd a a a=   دهيم، اگر نمايش مي…

|،i به ازاي هر)1( id a،  

)2( | ic aبه ازاي هر iنتيجه دهد |c d. 
  

1عناصر 2, , , na a a…از حلقة Rعليه   بزرگترين مقسوم1گوييم اگر نسبت به هم اول  را
1مشترك عناصر 2, , , na a a…باشد. 
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٢٣٨ 

v همچنين بزرگترين . جود نيستعليه مشترك هميشه مو  بزرگترين مقسوم:تذكر
عليه  توان نشان داد كه مقسوم  مي اما.عليه مشترك ممكن است يكتا نباشد مقسوم

  ).12تمرين(مشترك در حد شريك بودن يكتاست 

عليه مشترك   بزرگترين مقسومآل اصلي  حلقة ايدهدهد كه در يك گزارة زير نشان مي
  حوزة حلقةده كه نشان دهد در يك از خواننده خواسته ش8در تمرين . موجود است

  . عليه مشترك موجود است بزرگترين مقسومتجزية يكتا نيز 
  

,1 فرض كنيد , na a R∈….  

,1  اگر)1( , nr r R∈…1و 1 n nd r a r a= +   ، آنگاه"+

1 1( ) ( ) ( ) ( , , ).n na a a d a a= + + ⇔ =" …  

آل اصلي باشد، آنگاه بزرگترين مقسوم عليه مشترك   يك حلقة ايدهR اگر)2(
1عناصر 2, , , na a a…1صورت  موجود بوده و به 1 n nd r a r a= + ir، كه"+ R∈، 
ا

:)1(اثبات  ( )1وضوح  به⇐( ) ( ) ( )nd a a⊆ + 1 حال فرض كنيد."+ 1 n ns a s a+ +" 
)1 عنصر دلخواهي از ) ( )na a+ |اينكه صورت با توجه به  در اين.باشد"+ id a خواهيم ،

1داشت 1| n nd s a s a+"1  و لذا 1 ( )n ns a s a d+ + ∈".  
: ( |ح وضو   به⇒( id aبه ازاي هر ،i .حال فرض كنيد| ic aبه ازاي هر i .صورت با  در اين

1توجه به اينكه 1 n nd r a r a= + c|، داريم"+ d .1 يف طبق تعربنابراين( , , )nd a a= ….  

dآل اصلي باشد، پس عنصر  يك حلقة ايدهR چون):2( R∈اي موجود است كه گونه  به 
1( ) ( ) ( )nd a a= + )1 ،)1(روطبق قسمت  از اين. "+ , , )nd a a= ….  
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0 فرض كنيد 1( ) [ ]n
nf x a a x a x R x= + + + ) كه با f محتواي."∋ )C f نمايش

1عليه مشترك ضرايب شود، بزرگترين مقسوم داده مي 2, , , na a a…شود   تعريف مي .
1 عبارت ديگر به 2( ) ( , , , )nC f a a a∼ ) گوييم اگراوليه را f اي چند جمله .… ) 1C f ∼.  

)لازم به ذكر است كه )C fباشد عليه مشترك يكتا نمي  يكتا نيست، زيرا بزرگترين مقسوم .
 خود fاند و هر شريك از يك محتواي عليه مشترك الزاماً شريك ولي هر دو بزرگترين مقسوم

)پس.  استfيك محتوا براي )C fيكتا استال در حد يك .  
  

  

)فرض كنيد ) [ ]f x R x∈و a R∈ .صورت در اين  

)1صورت هتوان ب  را ميfاي   چند جمله)1( )f C f f= 1 نوشت كهfاي   يك چند جمله
  .اوليه است

)2 (( ) ( )C af aC f∼. 
  شود عنوان تمرين به عهدة خواننده واگذار مي  به:اثبات

  

  

, تجزية يكتا باشد وحوزةيك Rفرض كنيد [ ]f g R x∈ .
)صورت دراين ) ( ) ( )C fg C f C g∼ .بخصوص، اگر,f gاي اوليه باشند،   دو چند جمله
   .اي اوليه است  نيز يك چندجملهfgآنگاه

)1 فرض كنيد:اثبات )f C f f=1 و( )g C g g= 1 ، كهf1 وgصورت در اين. اند اوليه  
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٢٤٠ 

1 1 1 1( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( )C fg C C f f C g g C f C g C f g= ∼  

1رو كافي است ثابت شود كه ازاين 1f gاگر.  اوليه است
=

=∑1
0

m
i

i
i

f a xو  
=

=∑1
0

n
j

j
i

g b x، آنگاه 
+

=
= ∑1 1

0

m n
k

k
k

f g c x، كه
+ =

= ∑ i jk
i j k

c a b .1هرگاه 1f g اوليه نباشد، آنگاه يك عنصر 

p∋ناپذير مانند تحويل Rهست بطوريكه | kp cبه ازاي هر k .1چون( )C fاست،ال يك يك  
|p 1( )C f در نتيجه، كوچكترين عدد صحيح مانند ،s هست  بطوريكه| ip aبه ازاي هر i ،
<i sو|p sa .طور، كوچكترين عدد صحيح همينtموجود است بطوريكه| jp bبراي  هر j ، 
<j tو|p tb .از طرفي  

0 01 1 1 1| .ss t s t t s ts t s tp c a b a b a b a b a b+ + +− + + −= + + + + + +" "  
|رو از اين s tp a b .ناپذير در چون هر عنصر تحويلR ،اول است | sp a يا| tp b، كه يك تناقض
1بنابراين. است 1f gاوليه است .  

  

  

هاي  اي  چندجملهg وf بوده وF ميدان كسرهاي تجزية يكتا با حوزةيكRفرض كنيد
]اوليه در ]R xصورت در اين.  باشند  

fو gدر [ ]R xاند   شريك⇔fو gدر[ ]F xشريك باشند .  

:اثبات (   .وضوح برقرار است هب ⇐(
⇒: ( ]درg وf فرض كنيد( ]F xالصورت عنصر يك در اين.  شريك باشند∈ [ ]u F x چنان 

f=موجود است كه gu .اماuازال بايد يك يك F باشد ولذا = /u a bكه∈,a b R 
≠و 0b .بنابراين=bf agبودنال و در نتيجه با توجه به يك ( )C fو ( )C gدر R خواهيم ،

  .داشت
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( ) ( ) ( ) ( ) .b bC f C bf C ag aC g a=∼ ∼ ∼ ∼  
v∋ي چون البنابراين، به ازاي يك R،a bv=لذا و bf ag bvg= f=در نتيجه. = vg و 

] در g وfلذا ]R xاند شريك.   

  

  

غير  اي هجملچند يك f بوده وF تجزية يكتا با ميدان كسرهاي حوزةيكRفرض كنيد
]ثابت در ]R xصورت در اين.  باشد  
fدر [ ]R xناپذير است   تحويل⇔fدر [ ]F xناپذير و در  تحويل [ ]R xاوليه باشد   

)⇒ثباتا f= اگر:( ghكه در آن ، ∈, [ ]g h R xآنگاه چون ،fدر [ ]F xناپذير است،   تحويل
]بايد در ) gمثلاً (hياgيكي از  ]F xرو ازاين.  يكال باشد( )g x اي ثابت  هجملچندبايد يك

gباشد و لذا R∈  .چونfاوليه است و ( ) ( ) ( )C f C gh gC h=   و درRبايد درg، پس ∽
]نتيجه در ]R xبنابراين.  باشدال يكfدر [ ]R xناپذير است  تحويل.  

⇐( ] درfفرض كنيد: ( ]R x1چون. ناپذير است  تحويل( )f C f f=1 كهf ،اوليه است 
( )C fبايد در[ ]R xو در نتيجه در Rبنابراين.  باشدال يكfحال فرض كنيد .  اوليه است

] درfكه) فرض خلف( ]F xرو ازاين. ناپذير نباشد  تحويل=f ghكه∈, [ ]g h F x 
deg≤و 1f، ≥deg 1g .فرض كنيد= 1( / )g a b gو = 1( / )h c d h1∋ ،كه 1, [ ]g h R x 

,∋ و اند اوليه , ,a b c d R .صورت در اين= 1 1( / )gh ac bd g hو در نتيجه = 1 1bdgh acg h . با
1توجه به اوليه بودن 1g hداريم ،   

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .bd bdC f C bdf C bdgh C acg h acC g h ac= =∼ ∼ ∼ ∼  
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٢٤٢ 

1وfدهد  اند، كه نتيجه مي  شريكRدرac و bdرو ازاين 1g hدر [ ]R xدر . باشند  مي  شريك
] درfنتيجه ]R xبنابراين . باشد ناپذيرنيست، كه تناقض مي  تحويلfدر [ ]F xناپذير   تحويل
  .است

  

  .اينك براي اثبات قضية اصلي اين بخش آماده هستيم
  

  
] تجزية يكتا باشد، آنگاهحوزةيك Rاگر ]R x تجزية يكتااستحوزة نيز يك .  

) فرض كنيد):وجود تجزيه(اثبات  )f xغير صفر وغير يكال از نصر يك ع [ ]R xباشد .
degاگر ( ) 0f x فرض . يكتا است تجزية حوزةR، مسئله حل است، زيرا =

degكنيد ( ) 0f x )اي چند جمله.  باشدR ميدان كسرهاي حلقةF و< )f xعنوان   را به
]عنصري از ]F xچون.  در نظر بگيريد[ ]F xتوان فرض كرد  تجزية يكتا است، ميحوزة 

= …1( ) ( ) ( )mf x p x p x كه ،ipرها د[ ]F x فرض كنيد .ناپذيرند تحويل( ) ( ) ( )f x C f f x′= 
) و ) ( / ) ( )i i i ip x a b q x= كه ،,i ia b R∈ هاي اي  چند جملهو ∈( ) [ ]iq x R x  
)و ) [ ]f x R x′   صورت دراين.  اند اوليه∋

1( ) ( ) ( / ) ( ) ( ),mC f f x a b q x q x′ = …  
1جاييكه ma a a= 1و… mb b b= u∋، عنصر يكال4و گزاره 1بنابراين طبق لم. … R چنان 

) كهموجود است )bC f u a= .رو از اين  

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),m mbf x aq x q x bC f uq x q x= =… …  
  و در نتيجه

1( ) ( ( ) ) ( ) ( ).mf x C f u q x q x= …  

 11-10قضيه
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٢٤٣ 

) چون هر )ip xدر [ ]F xناپذير است، لذا  تحويل( )iq xضرب ، كه عبارت است از حاصل( )ip x 
]، نيز درFدر يكالي از ]F xچون .ناپذير است  تحويل( )iq xدر [ ]R x لذا طبق   است، اوليه

) ،3لم )iq xدر [ ]R x از طرفي چون . باشد ناپذيرمي تحويل( )C f u  ازاليك يك يا R است يا 
)ايم كه   تجزيه كرد، لذا نشان دادهRضربي از تحويل ناپذيرهايي  توان آنرا به حاصل مي )f x 

]ناپذيرها در  ضربي ازتحويل به  صورت حاصل توان را  مي ]R xنوشت .  

   فرض كنيد):يكتايي تجزيه(اثبات 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),m n r sf x a a p x p x b b q x q x= =… … … …  
i,جاييكه ia b ناپذير از عناصري تحويلRو ( ), ( )i ip x q xناپذير از درجة مثبت  ل عناصري تحوي

]از ]R xباشند  مي.  
)با توجه به اوليه بودن     ), ( )i ip x q x ) يكتا بودن  حوزه تجزية و  ) 3طبق لم [ ]F x،=n s    و  بعد 

)هر) در صورت لزوم  (از شماره گذاري مجدد      )ip x    يـك شـريك( )iq x  در  [ ]F x از  .باشـد   مـي
)كند كه هـر      ايجاب مي  2رو لم     اين )ip x    يـك شـريك( )iq x  در  [ ]R x بنـابراين عنـصر   . اسـت
iu∋اليك Rچنان موجود است كه =( ) ( )i i iq x u p x .خواهيم داشتبنابراين :  

=… … …1 2 1 1 2( )m n ra a a u u b b b  
m= تجزية يكتا است، پسحوزةيك Rچون  r در صورت ( و  بعد از شماره گذاري مجدد
]ودر نتيجه در(R درibيك شريك iaهر) لزوم ]R x( بدين ترتيب اثبات قضيه كامل . باشد مي
  .است

  

 

 
  

 

 

 

 

 

ناپذيريلهاي تحوي  آزمون10-5 
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٢٤٤ 

]_در اين بخش سه محك مهم در مورد تحويل ناپذير بودن عناصر ]xشود  مطرح مي.  
  

 فرض كنيد. باشدR صحيححوزةآل اول از  يك ايدهPفرض كنيد

0 1( ) [ ]n
nf x a a x a x R x= + + + 1nدر اينجا ("∋ 0اگر ). ≤ 1 1, , , na a a P− ∈… 

naو P∉2و
0a P∉آنگاه ،( )f xدر[ ]R xناپذير است تحويل.  

  صورت در اين. پذير باشد  تحويلfفرض كنيد) برهان خلف (:اثبات

0 01 1( ) ( )( ),m k
m kf x b b x b x c c x c x= + + + + + +" "  

i,كه ib c R∈و , 1m k 0چون. ≤ 0 0b c a P= ∈،2
0a P∉پس ،P فقط شامل يكي از 

0عناصر 0,b c0فرض كنيد. باشد  ميb P∈0وc P∉. چونn m ka b c=و na P∉ ،
mbپس P∉ .فرض كنيدiكوچكترين عدد صحيح مثبتي باشد كه ib P∉ . در
iصورت اين m n≤    و>

0 01 1( ).i i iia b c b c b c−= + + +"  
ia اما P∈،01 1 iib c b c P− + + 0ib، پس "∋ c P∈ .چونPآل اول است،   يك ايده
ibلذا P∈0 ياc P∈گيريم كه بنابراين نتيجه مي. ، كه تناقض استf در[ ]R xناپذير  تحويل

  .است

  

  .آيد  محك آيزنشتاين بدست مينتيجة زير به آساني از
  

=فرض كنيد + + + ∈0 1) [ ]( n
nx a a x a x xf .فرض كنيدpيك عدد اولي باشد كه 

| ip aبراي هر ≤ ≤ −0 1i n2 و
0|p a/و | np a/ .صورت در اينfدر ][ ]xو _[ ]x 

 .ناپذير است تحويل

)محك آيزنشتاين (12-10قضيه
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٢٤٥ 

(3 :7مثال 2(x xf = ][ در− ]xو _[ ]xناپذير است  تحويل.  

  
  

فرض كنيد .  باشدR ميدان كسرهايF تجزية يكتا وحوزةيك Rفرض كنيد 
0 1( ) [ ]n

nf x a a x a x R x= + + + r/∋اگر. "∋ s Fاي از  ريشهfباشد كه در آن r 
r|0 نسبت بهم اولند، آنگاهsو aو | ns a.  

0 داريم:اثبات 1( / ) ( / ) ( / ) 0n
nf r s a a r s a r s= + + + خواهيم  nsبا ضرب در. "=

  :داشت
1 1

0 1 1 0.n n n n
nna s a rs a r s a r− −

−+ + + + ="  

1بنابراين 1
0 1( )n n n

n na r s a s a r− −
−= − − |رو از اين. "− n

ns a r .چون=( , ) 1r s ،
|پس ns a .همين ترتيب،  به− −= − − −"1 1

0 1( )n n n
na s r a s a r 0درنتيجه و|r a.  

  

)3  فرض كنيد:8مثال ) 8 6 1f x x x= −  براي  توان از محك آيزنشتاين  نميدر اين مورد. −
)ناپذير بودن تحويل )f xروي_[ ]xاگرهرحال  ه ب.رد استفاده ك( )f xروي_[ ]xپذير  حويل ت

)باشد، آنگاه )f x بايد داراي يك عامل درجة يك و در نتيجه داراي يك ريشه در_[ ]xباشد .
 با توجه به قضية قبل اين ريشه بايد عنصري از مجموعة

{ 1, (1/2), (1/ 4), (1/ 8)}A = ± ± ±  يك از   هيچكه   باشد، كه يك تناقض است، چون±
)ريشةAعناصر )f xبنابراين.  نيست( )f xروي _[ ]xناپذير است  تحويل.  

  
]اي در ناپذيري يك چند جمله قضيه زير محك ديگري براي تحويل ]x]دهد  ارائه مي.  

  

13-10قضيه
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٢٤٦ 

  

  
=فرض كنيد + + + ∈" ]0 1( ) [ ]n

nf x a a x a x xو pاولي باشد كه عدد اول | np a/ .
ض كنيدفر

0 1
( ) [ ]n

n pf x a a x a x x= + + + ∈" ، كه در آن[
i
aتصوير ia تحت 

→همريختي طبيعي pصورت اگر  در اين. باشد  ميf در] [ ]p xباشد، ناپذير تحويل 
]درfآنگاه  ]x] و _[ ]xناپذير است تحويل  نيز.  
]ردf كهست ثابت كنيمكافي ا، 3با توجه لم  :اثبات ]x]فرض كنيد. تحويل ناپذير استf 

]ر د ]x] هاي اي صورت چندجمله در اين . نباشد تحويل ناپذير( ),  ( ) [ ]g x h x x∈ اي  گونه  به[
)موجودند كه  ) ( ) ( )f x g x h x= وdeg ( ) deg ( )g x f x< و deg ( ) deg ( )h x f x< . به

)شود كه آساني ملاحظه مي ) ( ) ( )f x g x h x=  وdeg ( ) deg ( )f x f x= . داريمحال   
deg ( ) deg ( ) deg ( ) deg ( )g x g x f x f x≤ < = ، 
deg ( ) deg ( ) deg ( ) deg ( )h x h x f x f x≤ < = ، 

[درfناپذير بودن لكه تناقض با  تحوي [ ]p x است.   

  

5 فرض كنيد:9مثال 2( ) 1 [ ]f x x x x= + + ∈ توان از دو محك  قبل  در اين مورد نمي. [
)ناپذير بودن براي تحويل )f xروي_[ ]xكنيدفرض.  استفاده كرد  

5 2
2( ) 1 1 1 [ ]f x x x x= + + ∈   صورت  اين در.[

(0)چون )1( 0f (1) و ≠ 0f )، پس ≠ )f x2داراي عامل درجة يك در[ ]x]،نيست  

]2هاي درجة دو در اي چندجمله )2( ]x]21: عبارتند ازx،21 1x + ،
21 1x x+21و 1 1x x+ 21x،21هاي اي  چندجمله)1(با توجه به قسمت . + 1x + ،
21 1x x+ كدام عاملي از هيچ( )f x2در[ ]x] انجام عمليات  نمي باشند و همچنين با

21توان نشان داد كه تقسيم مي 1 1x x+ )ي از نيز عامل+ )f x 2در[ ]x] نمي باشد.  

14-10قضيه
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) بنابراين )f x 2در[ ]x]گيريم پس نتيجه مي. ناپذير است  تحويل( )f xروي _[ ]x 
  .ناپذير است تحويل

  
  

  
  

عنوان  ايشان به. ر برنسويك آلمان بدنيا آمدد1777آوريل30كارل فريدريش گاوس در
در سن سه . معروف است، داني كه تاكنون پا به عرصة هستي گذاشته است بزرگترين رياضي

گاوس در سن پانزده . هاي تجارت پدرش شد سالگي وي قادر به يافتن اشتباهاتي از كتاب
ضلعي منتظم بوسيلة -17سالگي وارد كالج شد و قبل از سن بيست سالگي قادر به ترسيم 

از دانشگاه هلمستد Ph. Dموفق به كسب مدرك1799گاوس در سال. كش و پرگار شد خط
 اثبات كاملي از قضية اساسي جبر، كه بيان  براي اولين بارنامة دكتراي خود وي در پايان. شد
ضرب عوامل خطي روي اعداد مختلط  قيقي به حاصلاي با ضرايب ح  چندجملهكند كه هر مي

گاوس .  استفاده نمود−1بجايiايشان براي اولين بار از نماد. شود، ارائه داد تجزيه مي
 كتاب معروفش 1801سپس توجه خود را معطوف نظرية اعداد نمود و در اين زمينه درسال

سخن مشهور زير از ايشان . را به چاپ رساندDisquisitioncs Arithmeticaeتحت عنوان
  :است

  »رياضيات ملكة علوم است و نظرية اعداد ملكة رياضيات«
آيزنشتاين، ريمان، : اند جمله گاوس شاگردان زيادي به جامعة رياضي تحويل داده كه از آن

 سالگي در گوتينگن 78در سن 1855 فورية 23رانجام گاوس در س. كومر، ديريكله و ددكيند
  .درگذشت
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٢٤٨ 

  
  
*ثابت كنيد.  صحيح باشدحوزة يك R فرض كنيد.1 *( [ ])R x R= .اصر  عبارت ديگر عن به

]هاي   حلقه)يكال(پذير معكوس ]R xو Rبرابرند .  

2.) a (ثابت كنيد[ ]x] آل اصلي نيست،  ايدهحوزة يك  
)b(فرض كنيد R دناپذير مانن يك عنصر تحويلحوزة صحيحي باشد كه دارايcثابت .  است

]كنيد ]R xآل اصلي نيست  يك حوزة ايده.  

3. )a (اگرRثابت كنيد، يك حوزة صحيح باشد [ , ]R x yآل اصلي نيست،  ايده يك حوزة  
)b(اي مانند  حلقهR آل اصلي نباشد حوزة ايده مثال بزنيد كه حوزة تجزية يكتا بوده ولي. 

)نشان دهيد .  باشد يك حلقة جابجايي و يكدارRفرض كنيد .4 [ ])[ ] ( [ ])[ ]R x y R y x≅ .
] عبارت ديگر  به , ] [ , ]R x y R y x≅.  

توان در يك  حلقة جابجـايي          را مي  Rنشان دهيد .  يك حلقة جابجايي باشد    R فرض كنيد  .5
  . ويكدار نشاند

 .ت اسF  يكريخت باFنشان دهيد ميدان كسرهاي.  يك ميدان باشدFفرض كنيد. 6

  .دن دو حوزة صحيح غير يكريخت مثال بزنيد كه ميدان كسرهايشان يكريخت باش.7

8 .)a (فرض كنيدR 1 تجزية يكتا وحوزةيك 2,a a R∈ .1فرض كنيد
1 1

n
na p pα α= " 

1و
2 1

n
na p pβ β= عليه  نشان دهيد بزرگترين مقسوم. ناپذيرند ها تحويلip،  كه در آن"

   برابر است با2aو1aمشترك 
1 1min{ , } min{ , }

1 .n n
np pα β α β"  

 

 

 

 

 

تمرينها 
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)b(   قسمت)a (را برايnعنصر بيان واثبات كنيد .  

]اگر .9 3 ] { 3 | , }a b a b− = + − ∈] 2، آنگاه[ [ 3]∈ ناپذير بوده ولي اول   تحويل[−
  .باشد نمي

10. )a (  فرض كنيدp     عنصر ناصفري از حوزة صحيح Rنشان دهيد.  باشدp   يـك عنـصر اول 
)است اگر و فقط اگر )pآل اول باشد،  يك ايده  

)b(فرض كنيد aعنصر ناصفري از حوزة صحيح Rنشان دهيد.  باشدaيك عنصر تحويل  
)ناپذير است اگر و فقط اگر  )a هاي اصلي سرة  آل  همة ايدهدر مجموعةR،ماكزيمال باشد   

)c ( فرض كنيدF    يك ميـدان و ( ) [ ]f x F x∈ .   نـشان دهيـد( ( ))f x   آل ماكزيمـال     يـك ايـده
]ازحلقة ]F xاست اگر و فقط اگر ( )f xناپذير باشد  يك عنصر تحويل.  

نشان دهيد تنها .  باشدR عنصر غير صفري ازa تجزية يكتا وحوزةيك R فرض كنيد .11 
)آل اصلي شامل تعداد متناهي ايده )aموجود است .  

12.) a (ــد ــرض كنيـ ــه وRفـ ــك حلقـ d يـ R∈  ــشترك ــه مـ ــسوم عليـ ــرين مقـ  بزرگتـ
1عناصر 2, , , na a a R∈… 1اگـر   .  باشدd R∈  شـريك d        1باشـد، آنگـاه  نـشان دهيـدd   نيـز 

1بزرگترين مقسوم عليه مشترك  عناصر 2, , , na a a…باشد،  مي  
)b( فرض كنيدR نشان دهيد هر دو  بزرگترين مقسوم عليه مشترك .  صحيح باشدحوزة يك

1عناصر   2, , , na a a R∈…باشند،  شريك مي  
)c(كنيد ض فر [ 3 ] { 3 | , }a b a b− = + − ∈] 4a و [ 2 و = 2 3b = + نشان . −

a,مقسوم عليه مشترك عناصردهيد بزرگترين  bباشد موجود نمي.  

ــدس (.13 ــوريتم اقلي ــد)الگ ــرض كني ــا R  ف ــة اقليدســي ب ــك حلق ــي ي ــابع اقليدس   ت
0: {0}Rυ − → a,اگر.  باشد ` b R∈ 0 وb نشان دهيد روش زير بزرگتـرين مقـسوم        ،  ≠

  فرض كنيد. آورد  را بدست ميb وa مشتركعليه
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٢٥٠ 

0 1a bq r= 1، كه در آن + 0r )1 يا= ) ( )r bυ υ<،  

1 1 2b r q r= 2، كه در آن + 0r 2 يا= 1( ) ( )r rυ υ<، 

1 2 2 3r r q r= 3، كه در آن + 0r 3 يا= 2( ) ( )r rυ υ<،  

#  
1 1 2m m m mr r q r+ + += 2، كه در آن + 0mr + 2 يا= 1( ) ( )m mr rυ υ+ +<.  

0rاگر b=   و n    1 باشد كه    صحيحي كوچكترين عدد 0nr +  بزرگتـرين مقـسوم     nrآنگاه  ،  =
  . استb وa مشتركعليه

 يك حـوزة تجزيـة يكتاسـت اگـر          Rنشان دهيد .  يك حوزة صحيح  باشد     R  فرض كنيد   .14
  وفقط اگر

  ،ناپذيرها نوشته شود ضربي از تحويل صورت حاصل ه هر عنصر  غير صفر وغير يكال ب)1(
  .ناپذيري اول باشد هر تحويل) 2(

P, فرض كنيد.15 Qصحيححوزةآل اول از   دو ايده Rطوريكه  باشند بهP Q⊆ . نشان
Pدهيد Q=. 

]هاي زير روي  اي  نشان دهيد چند جمله.16 ]xناپذيرند تحويل.  

)1( 6 5) 2 6 9 15(x x x xf = − + +           )2( 5) 2 10 5(x x xf = − +  
)3( 4 2) 4 2(x x xf = + +                      )4( 3 2) 2 1(x x x xf = + − −  
)5( 5 4 2) 5 2 5(x x x xf = + + +)             6 (3) 3 1(x x xf = − +.  

4اي   نشان دهيد چند جمله.17 3) 2 1(x x x xf = − + ] روي + ]xناپذير است تحويل.  
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 18.) a (فرض كنيدcعنصري از ميدان Fو  بوده ( ) [ ]f x F x∈ .نشان دهيد( )f x در
[ ]F xناپذيراست اگر و فقط اگر تحويل( )f x c+ در[ ]F xناپذير باشد،  تحويل  

)b(4اي   نشان دهيد چند جمله 3 2) 4 6 4 4(x x x x xf = + + + ] روي + ]xناپذير  تحويل
  .است

= وn∋اگر. 19 − − − −) ( 1)( 2) ( ) 1(x x x x nfثابت كنيد ،( )f xدر [ ]x 
  .ناپذير است تحويل

(1 وn∋فرض كنيد .20 1( nx x xf −= + + )، ثابت كنيد+ )f xدر[ ]xناپذير   تحويل
  . اول باشدn اگر و فقط اگراست

  

  
  

  نشان دهيد. شد يك ميدان باFفرض كنيد .1

1 1 1Max [ , , ] {( , , ) | }.n n n iF x x x a x a a F= − − ∈… …  

  . باشد\ ميدان كسرهايش برابربيابيد كه \ ميدان اعداد حقيقيزير حلقة سره  از يك  .2

شـامل  Rاول ناصـفر در     آل     تجزية يكتاست اگر وفقط اگـر هـر ايـده          حوزةR صحيح   حوزة .3
  .باشد آل اصلي ناصفري است كه اول مي ايده

 تجزيـة يكتـا بـوده و        حـوزة  يـك    Rاگر وفقـط اگـر    ال اصلي است       ايده حوزة يك   Rحلقة .4
 .ال اول ناصفرش ماكزيمال است هرايده

} زير حلقةRدفرض كني .5 (1 19 )/2 | , }a b i a b+ + ∈ نشان .  از اعداد مختلط باشد[
  . اقليدسي نيستحوزةآل اصلي است ولي يك   ايدهحوزة يك Rدهيد

 

 

 

 

 

 

مسائل مبارزه طلب 
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ها  تر در نظريه حلقه مباحثي پيشرفته 
   

:خوانيد در اين فصل مي  
 

  هاي بسته ضربي مجموعه 11-1
 حلقه كسرها 11-2
  ها راديكال 11-3
  مدول ها 11-4

 
 

 
 
  

در بخش اول به . دهيم تر مورد مطالعه قرار مي ها را به طور عميق در اين فصل حلقه 
هاي جابجايي  ها مخصوصاً حلقه هاي بسته ضربي، كه نقش بسيار مهمي در حلقه همجموع

 ، كه تعميم ميدان كسرها است، حلقه كسرهاةدر بخش دوم به مطالع. پردازيم دارد، مي
 مروري آخردر بخش . پردازيم ها مي در بخش سوم به بررسي راديكال .پرداختخواهيم 

اثبات اينكه هر حلقه آرتيني يك حلقه نوتري است . شتها خواهيم دا اجمالي بر نظريه مدول
  . استآخراز نتايج مهم بخش 

  

 

 

 

 

 

 مقدمه 
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  .باشدR يك زير مجموعه ناتهي ازS و  حلقه يك Rفرض كنيد 
)1( S اگر ، گوييم بسته ضربيرا   

,  .a b S ab S∈ ⇒ ∈  
)2 (Sاگر، گوييم بسته ضربي تعميم يافته را   

rبه ازاي يك  R∈،,  a b S arb S∈ ⇒ ∈.  
 
v اگر ): 1 (تذكرRيك ،يزيرمجموعة بستة ضرب  هردار باشد،  آنگاه حلقه يكيك 

 . است تعميم يافتهزيرمجموعة بستة ضربي
هاي بستة  زير مجموعه هاي جابجايي و هاي بستة ضربي در حلقه مجموعه زير): 2(

  .باشند هاي  ناجابجايي  حائز اهميت مي ضربي تعميم يافته در حلقه
  

a و حلقه يك  R فرض كنيد:1مثال  R∈ .در اين صورت { }1 2 3, , ,S a a a= …  
  .  استRاز) تعميم يافته ( يك زير مجموعه بسته ضربي

  
 يك زير مجموعه I باشد، آنگاهRاز حلقه ) راست( چپ آل ايده يك Iاگر ): 1  (2مثال 

  . استR از)تعميم يافته (بسته ضربي
تعميم  (بسته ضربي يك زير مجموعه ′R باشد، آنگاهRاي از حلقة زير حلقه ′Rاگر ): 2(

  . استR از)يافته
1باشد، آنگاهRيكدار از حلقة اي هزير حلق′Rاگر ): 3( R′+يك زير مجموعه بسته ضربي  
  .ت اسR از)تعميم يافته(

   
cSدر اين صورت .  باشدR اولي از حلقه آل ايده P فرض كنيد:3مثال  P R P= = − 

  .  استR از تعميم يافتهيك زير مجموعه بسته ضربي

 

 

 

 

 

 هاي بسته ضربي  مجموعه11-1 

1-11تعريف
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)در اين صورت. اي جابجايي باشد  حلقهR فرض كنيد:4مثال  ) ( )cS Z R R Z R= = − 

  .  استRيك زير مجموعه بسته ضربي از
  

  

 اگر.  باشدRي ازآل ايده Iو R يك مجموعه بسته ضربي ازS يك حلقه وRفرض كنيد 
I S∩ = I چنان موجود است كهPي اولي مانندآل ايده آنگاه ، ∅ P⊆و P S∩ = ∅ . 

  :هيمد قرار مي :اثبات
}.J ي از آل ايده{ ,  ,  J I J R J S R⊆ ⊆ ∩ = ∅Ω=  

≠وضوح به ∅Ω    فرض كنيد . كند  م زرن صدق مي   ل در شرايطP ماكزيمـال  نصر ع Ω  باشـد  .
بــراي ايــن منظــور فــرض    .  اول اســتآل ايــده يــك Pكــافي اســت نــشان دهــيم   

ــد )كنيـــ )( )a b P⊆،a P∈/و b P∈/ .ــون ــصر عPچـــ ــال نـــ ــتΩماكزيمـــ  اســـ
ــذا )لــــــــــ )P a+ ∈/ Ωو( )P b+ ∈/ Ω. ــه )  در نتيجــــــــــ )( )P a S+ ∩ ≠ ∅ 

)و )( )P b S+ ∩ ≠ 1بنابراين عناصر . ∅ 2,p p P∈1 و ( )a a∈ 1 و ( )b a∈  چنان موجودنـد
1كه 1 1p a s+ 2 و= 1 2p b s+  بنابراين . =

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1( )( ) ,s s s p a p b p p p b a p a b P= = + + = + + + ∈  
sيعني P S∈   .  استR اولي ازآل ايده P، كه تناقض است، لذا∩

  
 
v هاي  مجموعه ميتوان نشان داد كه قضية فوق براي زير ،  با استدلالي مشابه:تذكر

  . نيز صادق استتعميم يافتهبستة ضربي 
 به  ،هاي اول و ماكزيمال برابرند آل ايده را كه در آنها مجموعه  جابجاييهاي ل تمام حلقهاح

  . كنيم طور كامل مشخص مي

 1-11قضيه
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xاگر براي هر،  گوييممنظم−π راRحلقه جابجايي و يكدار R∈ عدد صحيح 

0n 1nچنان موجود باشد كه≤ nx Rx +∈.  

  
  :نشان دهيد.اي جابجايي و يكدار باشد حلقهRفرض كنيد

Rيك حلقهπ-اولآل ايده هر ⇔ منظم است Rماكزيمال باشد .  
 باشد Rي ازآل ايده J باشد وR اولي از حلقهآل ايده P فرض كنيد):⇐( اثبات

Pكه J R
≠
⊂ xبنابراين. ⊇ J∈چنان موجود است كه x P∈/ . با توجه به فرض عدد

,صحيح 0r R n∈ 1n چنان موجود است كه≤ nx rx )لذا. =+ )0 1nx rx P= −  و ∋
xچون P∈/1 پس rx P J− ∈ 1  ، يعني⊇ J∈ يا  J R= .  

x فرض كنيد):⇒( R∈ .دهيم قرار مي:  

{ }{ }1 0 ,  .n nS x rx n r R+= − ∈ ∪ ∈`  
0اگر.  استR يك زير مجموعه بسته ضربي ازSحبه وضو S∈كه مسئله حل است  .

0بنابراين فرض كنيد S∈/.دهيم  قرار مي{ }0I ل  اوآل ايده 1در اين صورت طبق قضيه . =
P چنان موجود است كهP ) ماكزيمالآل ايدهدر حقيقت ( S∩ = xچون. ∅ S∈ ،

Pپس Rx R+ rبنابراين عناصر. = R∈1 وp P∈1 موجودند كه 1p rx+  لذا =
1 1p rx P S= − ∈   . كه تناقض است∩

  

  

  
 

 

 

 

 

كسرها   حلقه11-2 

2-11تعريف

 2-11قضيه
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 ايـن   در سراسـر  . اختـصاص دارد  ) ميـدان كـسرها    (3-10اين بخش به تعميم مطالب بخش      
 يـك زيرمجموعـة بـستة ضـربي     S نشان دهنـدة يـك حلقـة جابجـايي و يكـدار و        Rبخش

1است بطوريكهRاز S∈.  
  
در اين صورت رابطه زير يك .  باشدR يك زير مجموعه بسته ضربي ازSفرض كنيد 

Rرابطه هم ارزي روي S×است :  
)به ازاي يك ) ( ) ( )1 1, , 0,r s r s s s r sr s S′ ′ ′ ′⇔ − = ∈∼  

  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
كلاس هم .  باشدR يك زير مجموعه بسته ضربي از S فرض كنيد:نمادگذاري

)ارزي ),r s R S∈ r/ را با× sدهيم  و قرار مي داده نمايش:  
1 { / , }.S R r s r R s S− = ∈ ∈  

  
  .  باشدR يك زير مجموعه بسته ضربي ازSفرض كنيد

)1( 1S R−ك حلقه جابجايي و يكدار استهمراه با اعمال جمع و ضرب زير ي ،   
/ / ( )/ , ( / )( / ) ( / )r s r s s r sr ss r s r s rr ss′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ = + =  

0 يك حوزه صحيح وR اگر)2( S∈/1، آنگاهS R−نيز يك حوزه صحيح است  .   
فرض . دهيم كه عمل جمع خوش تعريف است  ابتدا نشان مي):1( اثبات
1كنيد 1/ /r s r s=1 و/ /r s r s′ ′ ′ 2 طبق فرض عناصر. =′ 3,s s S∈ چنان موجودند كه  

( )2 1 1 0,s s r sr− =  
( )3 1 1 0.s s r s r′ ′ ′ ′− =  

3با ضرب معادله اول در 1s s s′ 2 و معادله دوم در′ 1s ssو جمع آنها داريم :   

 3-11قضيه

 4-11قضيه
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( ) ( )2 3 1 1 1 1 1 1 0s s s r sr s s s r s r ss⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + =⎢ ⎥⎣ ⎦  

1بنابراين 1 1 1 1( )/ ( )/rs r s ss r s r s s s′ ′ ′ ′ ′ ′+ = به . يعني عمل جمع خوش تعريف است. +
s,براي هر. توان ديد كه عمل ضرب نيز خوش تعريف است طريق مشابه مي s S′ ∈ 

/0عنصر 0/s s 1S جمعيينصر همان ع=′ R− 1/1 و / /s s s s′ ′=  عنصر هماني =
1Sعمل ضرب R−1جابجايي بودن .  استS R−وضوح از جابجايي بودن  ه بR نتيجه 

  .شود  خواننده واگذار ميعنوان تمرين به هتكميل بقية اثبات ب. شود مي
0 يك حوزه صحيح وRچون: )2( S∈/ لذا ،  

/ 0r s′ ′ 0يا= / 0r r s′ = ⇔ ) يا = / )( / ) 0 0 0r s r s rr r′ ′ ′= ⇔ = ⇔ =  

  
  

1S، باشدR از يك زير مجموعه بسته ضربيSاگر R− حلقه كسرهاي راRروي S 
   .نامند مي

 

v اگر: تذكرRوضوح  به باشد، آنگاه حوزه صحيح{ }0S R=  يك زير مجموعة−
1Fبسته ضربي است و  S R−=ميدان كسرهاي همانR 3-10بخش (خواهد بود 

 ).ملاحظه شود

  
  .  باشدR يك زير مجموعه بسته ضربي ازSفرض كنيد 

:1 نگاشت)1( R S Rϕ ) با ضابطه→− ) /1r rϕ    ،اي است  حلقهريختي يك هم=

) اگر)2( )S Z R∩ =   ، يك به يك است، )1( مطرح شده در قسمت ريختي، آنگاه هم∅

  .صحيح قابل نشاندن در ميدان كسرهاي خود استحوزة هر  )3(

3-11تعريف 

 5-11قضيه
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  ). ملاحظه شود8-10قضيه (شود تمرين به خواننده واگذار مي به عنوان :اثبات

  
1Sهاي اول آل ايدهقضيه زير  R− هاي اول آل ايده را بر حسبR به طور كامل مشخص 

  . كند مي
  

 . باشدR مجموعه بسته ضربي ازر يك زيSفرض كنيد
} باشد، آنگاهRي ازآل ايده I اگر)1( }1 / ,S I a s a I s S− = ∈ 1Sي ازآل ايده ∋ R− 

  است، 
1، آنگاهباشدRي ازآل ايده I اگر)2( 1S I S R− S اگر و فقط اگر≠− I∩ ≠ ∅،  
1Sي ازآل ايده J اگر)3( R− باشد، آنگاه ( )1 1J S Jϕ−  ϕتوجه داشته باشد كه. (=−

  ).  است5 قضيه ريختيهمان هم
)1Spect اگر)4( )Q S R−∈آنگاه ،( ) ( )1 SpectQ Rϕ− ∈،( )1 Q S Qϕ− ∩    و =

( )1 1S Q Qϕ− − =.  

)5( ( ){ }1 1Spect( ) Spect ,S R S P P R P S− −= ∈ ∩ = ∅.  
  . اند  بديهي)2( و )1( :اثبات

) بديهي است كه:)3( )1 1S J Jϕ− − )كافي است ثابت كنيمبنابراين . ⊇ )1 1J S Jϕ− −⊆ .
Jλبراي اين منظور فرض كنيد aدر اين صورت عناصر. ∋ R∈و s S∈ چنان موجودند 

a/كه sλ   داريم . =
( ) /1 ( /1)( / ) .a a s a s Jϕ = = ∈  

)رو ازاين )1a Jϕ−∈و ( ) ( )1 1/ (1/ )a s s a S Jλ ϕ ϕ− −= = ∈ .  

)خواهيم داشت) 3(و ) 2(توجه به  اب :)4( )1 Q Sϕ− ∩ = ) و∅ )1 1S Q Qϕ− − بنابراين . =
)كافي است ثابت كنيم ) ( )1 SpectQ Rϕ− )براي اين منظور فرض كنيد. ∋ )1ab Qϕ−∈ ،

 6-11قضيه
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1/لذا  ( /1)( /1)ab a b Q= 1a/ اول است لذاQچون ∋ Q∈1/ ياb Q∈ .
)بنابراين )1a Qϕ−∈يا ( )1b Qϕ−∈ .  

)1Spect فرض كنيد):5( )Q S R−∈ .دهيم قرارمي( )1P Qϕ−= . در اين صورت طبق
)خواهيم داشت) 4( )SpectP R∈ ،1Q S P−=و P S∩ =  Pحال فرض كنيد. ∅

P باشد كهR اولي ازآل ايده S∩ = 1Sدهيم نشان مي. ∅ P− 1 اولي ازآل ايدهS R−است  .
1)2(طبق  1S P S R− )1حال فرض كنيد. ≠− / )( / )a s b t S P−∈1 لذاp P∈1 وs S∈ 

1چنان موجود است كه 1/ /ab st p s= و در نتيجه s S′ چنان موجود است ∋
1كه 1( ) 0s abs p st′ − 1abs و لذا= s P′ ,  اولآل ايده يك P چون∋  P S R∩ = ∅.  

abدر نتيجه P∈ آنجا كه ازa P∈يا b P∈ .1پس/a s S P−∈1    يا/b t S P−∈ .  

  
Sاگر.  باشدR اول ازآل ايده يك P فرض كنيد:نمادگذاري R P= 1Sه حلقه، آنگا− R− 

  . دهيم  نمايش ميPRرا با
  

  . ماكزيمال باشدآل ايده گوييم اگر تنها داراي يك موضعي را Rحلقه  
  
  . يك حلقه موضعي استPRصورت  در اين. باشدR اولي از آل ايده Pفرض كنيد 

1كنيم كه    ادعا مي  :اثبات { / , }S P a s a P s S− = ∈ .  است PR ماكزيمال آل  ايده تنها   ∋
/1فـــرض كنيـــد  Pb t R S P−∈ bصـــورت در ايـــن. − P∈/و لـــذا b S R P∈ =  و −

( / )( / ) 1b t t b 1Sخارج از   نصر  ، يعني هر ع   = P−1لـذا   و    پذير اسـت،    معكوسS P−   تنهـا 
  .  استPR ماكزيمالآل ايده

  
  

4-11تعريف

 7-11قضيه
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٢٦١ 

  
  . پردازيم ها دارند مي ها كه نقش بسيار مهمي در نظريه حلقه ه معرفي راديكالدراين بخش ب

  

 I راديكـال اول   در ايـن صـورت،    .  باشـد  R يكـدار  ةاي از حلق     سره آل  ايده Iفرض كنيد  
  دهيم عبارت است از   نشان ميI  با، كه آنرا)Iراديكال پوچ(

Spect( )
    

.
RP

I P

I P
∈

⊆

= ∩  

Rدهيم  قرار ميR يكدارة براي حلق:قرار داد R=.   

  
  : در اين صورت. باشدRه جابجايي و يكداري از حلقآلايدهIفرض كنيد 

}به ازاي يك.{ , 0nI x R x I n= ∈ ∈ ≥  

I اگر :اثبات R=     حـال فـرض كنيـد     . ، به وضوح حكم برقرار استI  اي از    سـره  آل  ايـدهR 
0nفرض كنيد عدد صحيح   . باشد nx چنان باشد كه   ≤ I∈ و P اولـي از   آل  ايده R   باشـد 
Iكه P⊆ .در اين صورتnx I P∈ x و لذا⊇ P∈ يعني ،  

} .I⊆براي يك{ , 0nx R x I n∈ ∈ ≥  

xحال فرض كنيد   R∈     0 و براي هر عدد صحيحn ≥،nx I∈/ .      در ايـن صـورت مجموعـه 
{ }0nS x n= I اسـت كـه    R يك زير مجموعـه بـسته ضـربي از         ≤ S∩ =  رو ازايـن . ∅

ــده ــه   P اولآل اي ــت ك ــود اس ــان موج I چن P⊆و I S∩ = ــن، ∅ xرو ازاي P∈/ و در 
xنتيجه I∈/ . يعني  

} براي يك.{ , 0nI x R x I n⊆ ∈ ∈ ≥  

  

 

 

 

 

 

هاراديكال  11-3 

5-11عريفت

 8-11قضيه
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   در اين صورت . يك حلقه جابجايي و يكدار باشدRفرض كنيد 

Spect( )
.

P R
P

∈
}= عناصر پوچ توان  =∩ }0, 0nx R x n∈ = ≥  

) در قضيه فوق قرار دهيد:اثبات  )0I = .  

  
  

  در اين صورت .  باشندRهايي از حلقه جابجايي و يكدار آل  ايدهJ وIفرض

 ) 1 (I I I⊆ =،  

 )2 (IJ I J I J= ∩ = ∩،  

)3 (I R I R= ⇔ =،  

)4( I J I J+ = +،  

nI يك عدد طبيعي باشد، آنگاهnآل و  يك ايدهI اگر)5( I=،  
nP يك عدد طبيعي باشد، آنگاهnآل اول و  يك ايدهP اگر)6( P=.  

  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
  

a گوييم اگر براي هراولنيم  را R يكدار از حلقهIآل ايده  R∈    
.aRa I a I⊆ ⇒ ∈  

 1-11نتيجه

6-11تعريف 

 9-11قضيه
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  :در اين صورت. باشدRي از حلقه يكدارآلايدهIفرض كنيد 

I نيم اول استآل ايدهيك I I= ⇔  

  اگر ):⇒( اثبات

( )Spect
,

I P
P R

aRa I I P

⊆
∈

⊆ = = ∩  

آنگاه
( )Spect

I P
P R

a P

⊆
∈

∈ a لذا و∩ I∈.  

Iفرض كنيد) برهان خلف( ):⇐( I≠و a I I∈ 1a دهيم  قرار مي.− a= .چونI 
1r، لذا نيم اول استآل ايدهيك  R∈2 چنان موجود است كه 1 1 1a a r a R I= ∈ به . −

2rهمين ترتيب  R∈3 كه  چنان موجود است 2 2 2a a r a R I= ∈  با ادامة اين روند به  .−
1 مجموعة 2 3{ , , , }S a a a= يك زيرمجموعة بسته ضربي Sوضوح  ه ب. خواهيم رسيد…

Iاست كه  Rميم يافته ازعت S∩ = aو∅ S∈ . اولآل ايدهبنابراين P چنان موجود است 
Iكه P⊆ و P S∩ = aرو  ازاين. ∅ P∈/و در نتيجه a I∈/،كه تناقض است .  

   
  چپهاي ماكزيمال آل ايدهمجموعه . اي يكدار باشد  حلقهR فرض كنيد:نمادگذاري

 ،نمايش دادهRR را باRهاي ماكزيمال  راست حلقه آل ايده و مجموعه RL را باRحلقه
  :دهيم  ميقرار

( )
R

J R
∈

=A ∩
m L

m و ( )
R

rJ R
∈

= ∩
m R

m  

  

10-11قضيه
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  .هاي زير معادلند دراين صورت گزاره. اي يكدار باشد  حلقهRفرض كنيد

) 1( ( )x J R∈ A،  

)2(1 ax−براي هر a R∈استپذير چپ   معكوس،  

)3( ( )xR J R⊆ A،  

)4( ( )rx J R∈،  

)5(1 xb−براي هر b R∈استپذير راست   معكوس،  

)6( ( )rRx J R⊆،  

)7(1 axb−براي هر ,a b R∈استذير پ  معكوس.  

  .كنيم بق نمودار زير اثبات ميمطا قضيه را  :اثبات
                                             1                         4  
    
 3  7               6 
    
 2     5 

)فرض كنيد :)1(⇒)2(  )x J R∈ A .1گرا ax−آل ايدهپذير چپ نباشد، آنگاه   معكوس 
R∈m  L1 چنان موجود است كه ax− ⊆ m .از طرفيx ∈ m1، لذا ∈ mكه تناقض است .  

aرض كنيد ف:)2(⇒)3( R∈چنان باشد كه ( )xa J R∉ A .صورت  دراين
R∈mآل ايده  Lچنان موجود است كهxa∉m .بنابراينRxa R+ =m .رو  ازاين

 11-11قضيه
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٢٦٥ 

rعناصر R∈و m ∈mكه ند  چنان موجودrxa m a+ 1)بعبارت ديگر. = )rx a m− = .
1 معكوس چپuاگر rx−باشد، آنگاه a um= ∈m .يعنيxa∈mكه تناقض است ،.  

  . بديهي است:)3(⇒)1(
  ).4(⇒)5 (⇒)6 (⇒)4 ( با استدلالي مشابه بالا داريم

1b كافي است قرار دهيم:)7(⇒)2( =.  

1a كافي است قرار دهيم:)7(⇒)5( =.  

a, فرض كنيد:)1(⇒)7( b R∈ .صورت دراين ( )xb J R∈ A1 و لذا ( )a xb−پذير   معكوس
1)فرض كنيد. چپ است ) 1u axb− 1uبنابراين. = uaxb=  معكوس چپ uدر نتيجه. −

1از اينرو. دارد axb−پذير است معكوس.  

  . مشابه است)1( ⇒ )7( با استدلال:)4(⇒)7(

  
  

، كه آنرا Rدراين صورت، راديكال جيكوبسن . اي يكدار باشد  حلقهRفرض كنيد 
)با )J Rدهيم عبارت است از   نشان مي  

( ) ( ) ( ).rJ R J R J R= =A  

  

  

  
  

در اين بخش به طور مختصر مروري بر نظريه . باشند تعميمي از فضاي برداري ميها  مدول
  . نشان دهندة يك حلقة دلخواه استR در سراسر اين فصل.ها خواهيم داشت مدول

 

 

 

 

 

 هامدول 11-4 

)راديكال جيكوبسن( 7-11تعريف
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٢٦٦ 

 

   
   )ضرب اسكالر( همراه با ضرب Mگروه آبلي جمعي

  ( , )

R M M

r x rx

× →

6
  

x,شود اگر براي هر  ناميده مي)چپ (مدول-Rيك y M∈و هر ,r s R∈داشته باشيم : 
)1 (( )r x y rx ry+ = +،  
)2( ( )r s x rx sx+ = +،  
)3( ( ) ( )r sx rs x=.  

xيكدار و براي هرRاگر M∈1داشته باشيمx x=،Mيك R- يكاني مدول چپ 
  . شود ناميده مي

 
v تذكر: R-شود ه تعريف ميمدول راست نيز به طريق مشاب .  

) را با نمادM )راست( مدول چپ -R :نمادگذاري )R RM Mدهيم  نمايش مي.   
  

 مدول -R با تعريف ضرب زير يكM مدول چپ-Rاي جابجايي باشد هر  حلقهRاگر
  . راست نيز هست

( ) ,

M R M

x r rx

× →

6
  

 در چنين     مدول چپ و راست ضروري نيست      -R يك حلقه جابجايي باشد تمايز بين      Rاگر
 مدول، بدون اينكه چيزي در مورد چپ يا راست بودن آن            -Rگوييم  ميحالتي به طور ساده     

   .بيان كنيم

  ها  به عبارت ديگر مدول.  مدول است-F، يكF ميدان هر فضاي برداري روي:5مثال 

8-11تعريف
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٢٦٧ 

  .اند تعميمي از فضاي برداري
  

    .است) چپ و راست( مدول - Rيك Rحلقه :6ل  مثا
  

مدول يكاني است كه در آن ضرب اسكالر به صورت زير [−يك G هر گروه آبلي  :7مثال 
    .شود تعريف مي

( ), .

G G

n g ng

× →]

6
  

  
R/ گروه جمعي، آنگاهباشدR از حلقهي چپآل ايدهIاگر :8مثال  I با ضرب اسكالر زير 

  . مدول چپ است-Rيك

( )

/ /

, .

R R I R I

r x I rx I

× →

+ +6
  

  

: فرض كنيد :9مثال  R Sϕ  مدول چپ -S يك Mاگر . اي باشد  حلقهريختييك هم→
  :  مدول چپ نيز هست-Rبا ضرب اسكالر زير يكMآنگاه . باشد

( ) ( ) , .

R M M

r x r xϕ

× →

6
  

  

2 فرض كنيد :10مثال 1, , ,nM M M… ،R-گروه در اين صورت. هايي چپ باشند  مدول 
1     آبلي 2 nM M M× ×  . مدول چپ است-R ضرب اسكالر زير همراه با…×

( ) ( )1 2 1 2, , , , , , .n nr x x x rx rx rx=… …  
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 زير مدول يك M ازNزير مجموعه ناتهي.  مدول چپ باشد-Rيك Mفرض كنيد  

  . مدول چپ باشد-R، يك M همراه با اعمال تعريف شده درNشود اگر  ناميده مي
  
است اگر RM يك زير مدولN. باشدRMاي غير تهي از زير مجموعهNفرض كنيد 

  .نسبت به تفاضل و ضرب اسكالر بسته باشدNو فقط اگر 
بايستي تحت اعمال جمع و ضرب اسكالر بسته N يك زير مدول باشد، آنگاه N اگر:اثبات
در اين صورت . ه باشد نسبت به تفاضل و ضرب اسكالر بستNبر عكس، فرض كنيد . باشد
N يك زيرگروه، گروه آبلي Mباشند است و ساير قوانين به طور خود به خود برقرار مي .  

  
شود يك زير   كه به صورت زير تعريف ميIM، آنگاه باشدR ازي چپآل ايده Iاگر :11مثال 

  .    استMمدولي از

1
{ , , }.
n

i i i i
i

IM r x r I x M n
=

= ∈ ∈ ∈∑ `  

  
} فرض كنيد  :)ها اشتراك زيرمدول ( 12مثال }Nα α ∈Λهاي  اي از زير مدول  خانواده
RMدر اين صورت . باشد Nα

α∈Λ
  .  استRM زير مدولي از ∩

  
} فرض كنيد) :ها مجموع زيرمدول  (13مثال } 1

n
i i
N

=
 RMهاي اي از زيرمدول  خانواده

  :كنيم تعريف مي. باشد
1 2 1 2{ | }.n n i iN N N x x x x N+ + + = + + + ∈" "  

1وضوح هب 2 nN N N+ + }در حالت كلي، اگر.  استRMزيرمدولي از "+ }Nα α ∈Λ 
  :كنيم  باشد، تعريف ميRMهاي  اي از زير مدول خانواده

9-11تعريف
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}.′Λيك زير مجموعة متناهي ازΛباشد { | ,N x x Nα α α α
α α ′∈Λ ∈Λ

= ∈∑ ∑  

Nαتواند نشان دهد كه خواننده به آساني مي
α∈Λ
  . استRMزيرمدولي ازنيز  ∑

  
  

زير  را X هاي شامل  اشتراك تمام زير مدول. باشدRMاي از زير مجموعهXفرض كنيد 
>X ناميده و آنرا باXتوسطمدول توليد شده   راXعناصر. دهيم نمايش مي<

>X زير مدولهاي مولد }اگر. ندنام مي< }1 2, , , nX x x x=  ، آنگاه زير مدول…
X< 1 را با < 2, , , nx x x< زير مدول . مگويي مي متناهي مولد  نمايش داده و آنرا…<
x< xتوليد شده توسط عنصر< M∈ يد شده توسط تولدوريزير مدول راx 
  . ناميم مي

به عنوان يك زير مدول خودش RM را متناهي مولد گوييم اگر RM: يادداشت 
  . متناهي مولد باشد

  

RXاگر  M⊆ ،x M∈ و { }Rx rx r R=   ، آنگاه∋

)1( Rxيك زير مدول RMاست ،  

)2 ({ , }x rx nx r R n< >= + ∈ ∈ x يكاني باشد ،RMو اگر [ Rx< >=،     

)3 (
1 1

{ , , , , , }
s t

i i j j i j i j
i j

X r x n y s t x y X r R n
= =

< >= + ∈ ∈ ∈ ∈∑ ∑ ` ].  

 ، آنگاه يكاني باشدRMاگر 
1

{ , , }
s

i i i i
i

X RX r x s x X r R
=

< >= = ∈ ∈ ∈∑ `.  

} اگر)4( }Nα α ∈Λهاي  اي از زير مدول  خانوادهRMآنگاه باشد ،N Nα α
αα ∈Λ∈Λ

=< >∑ ∪.  

-11تعريف

 13- 11قضيه

www.mathematic87.blogfa.com



11فصل      

 

٢٧٠ 

  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
  
M/در اين صورت گروه آبلي .  باشدRM زير مدولي ازNفرض كنيد  N همراه با ضرب 

   مدول چپ است -Rاسكالر زير يك 

( )

/ /

, .

R M N M N

r x N rx N

× →

+ = +
 

.ناميم مي N M بر مدول خارج قسمتيرا  /M N  

فرض كنيد . دهيم كه ضرب فوق خوش تعريف است  نشان مي:اثبات
( ) ( )1 1 2 2, ,r x N r x N+ = 1بنابراين . + 2r r r= 1 و = 2x x N− لذا . ∋

( )1 1 2r x x N− 1  پس ∋ 2rx N rx N+ = 1 و يا + 1 2 2r x N r x N+ = يعني . +
  . كنيم بقيه اثبات را به عهده خواننده واگذار مي. عمل ضرب خوش تعريف است

  
  

:ابع ت R RM Nϕ  ϕمدولي گوييم هرگاه −R  )ومورفيسمهم (ريختي هم را يك→
rبه عبارت ديگر براي هر . حافظ اعمال جمع و ضرب اسكالر باشد R∈ و هر ,x y M∈ 

  : داشته باشيم 
)1( ( ) ( ) ( )x y x yϕ ϕ ϕ+ = +،  
)2( ( ) ( )rx r xϕ ϕ=.  

  
:فرض كنيد   R RM Nϕ را به ϕهسته   تصوير و. مدولي باشد- R ريختي يك هم→

  : كنيم صورت زير تعريف مي

 )هاي خارج قسمتيمدول (14-11قضيه

11-11تعريف
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٢٧١ 

( ) ( ){ }Im ,M x x Mϕ ϕ ϕ= = =   ϕتصوير∋
( ){ }=Ker 0 .x M xϕ ϕ= ∈   ϕهسته =

 RN زير مدولي ازImϕ و RM زير مدولي از Kerϕتوان تحقيق نمود كه  به آساني مي
  . باشد مي

  
: مدولي -R ريختيهم  R RM Nϕ  مدولي -R )يزومورفيسما (يكريختي  را يك→

:وقتي .  يك به يك و پوشا باشدϕگوييم، اگر R RM Nϕ  مدولي -R يكريختي →
Rنويسيم   است و مييكريخت  RN با RMباشد، گوييم RM N≅. 
:همريختي R RM Nϕ يك ϕاگر مدولي گوييم،−R )مونومورفيسم(تكريختي  را →

  .به يك باشد
:همريختي  R RM Nϕ  ϕاگر  مدولي گوييم،−R )مورفيسم اپي ( بروريختيرا →
  .پوشا باشد

ها و   و قضيه تناظر در نظريه گروهيكريختيها نيز قضايايي مشابه با قضاياي  در نظرية مدول
  :نظر مي كنيم  از اثبات آنها صرفاستدلالها به بودن كه به علت مشاحلقه ها خواهيم داشت

  

:اگر  R RM Nϕ  مدولي -R يكريختي ϕ مدولي باشد، آنگاه -R ريختي يك هم→
  كند  ميء را القارزي

/Ker Im .M ϕ ϕ≅  

  
K,فرض كنيد  Nهايي از   زير مدولRMباشند  .  

)1( /( ) ( )/N N K N K K∩ ≅ +،  

13-11تعريف

  )يريختيقضيه اول (15-11قضيه

)يكريختيقضيه دوم و سوم (16-11قضيه
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٢٧٢ 

N/  باشد، آنگاه N زير مدولي ازK اگر )2( Kاز  زير مدولي /M K است و   

.
M MK
N NK

≅  

  
K/،تناظر.  باشدRM زير مدولي از Nفرض كنيد  K N↔بين زير يي، يك دوسو 

M/هاي   هستند و زير مدولN كه شامل RMهاي مدول Nاز اين .سازد  برقرار مي 
M/ زير مدول در هررو N به صورت ،/K Nباشد كه در آن   ميK زير مدولي از 

RM است به قسمي كه N K⊆.  
  

هـايش صـدق       روي زيـر مـدول     )شرط زنجيـر صـعودي    (ACC در شرط    RMگوييم   
بـه عبـارت ديگـر اگـر     . هـايش ايـستا باشـد    اگر هر زنجير صـعودي از زيـر مـدول   . كند  مي

1 2 3N N N⊆ ⊆ k باشد، آنگـاه     RMهاي     يك زنجير صعودي از زير مدول      "⊇ ∈ ` 
1موجود باشد كه  2k k kN N N+ += = =….  

  
كند اگر هر زنجير  ايش صدق ميه  روي زير مدول)شرط زنجير نزولي(DCC در شرط RMگوييم  

1 به عبارت ديگر اگر .هايش ايستا باشد نزولي از زير مدول 2 3N N N⊇ ⊇  يك زنجير نزولي از "⊆
k باشد، آنگاه RMهاي  زير مدول ∈ 1 موجود باشد كه  ` 2k k kN N N+ += = =…  

  

  .  معادلندRMرايط زير روي ش 
)1( RM در شرط ACCكند هايش صدق مي  روي زير مدول،   
   ماكزيمال است، نصر داراي عRMهاي  هر خانواده غير تهي از زير مدول)2(
  . متناهي مولد استRM   هر زير مدول)3(

 )قضيه تناظر   (17-11قضيه

14-11تعريف 

15-11تعريف
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٢٧٣ 

 باشد كه داراي Mهاي  يك خانواده غير تهي از زير مدولΩ فرض كنيد :)1(⇒)2( اثبات
1Nفرض كنيد.  ماكزيمال نيستنصرع ∈ Ωچون ،Ωلذا ، ماكزيمال نيستنصر داراي ع 

2N ∈ Ω1چنان موجود است كه 2N N .دوباره چونΩماكزيمال نيست لذا نصر داراي ع 
3N ∈ Ω1چنان موجود است كه 2 3N N N . با ادامه اين روند زنجير صعودي ناايستاي

  .زير خواهيم داشت
1 2 3 .tN N N N" "  

خانوادة همه  Ωفرض كنيد.  باشدRM زير مدولي ازNفرض كنيد ):2(⇒)3(
(0)چون. باشدNهاي متناهي مولد زيرمدول ∈ Ωلذا ،Ω ≠  Ωبنابراين طبق فرض. ∅
xاگر.  باشدΩ ماكزيمالنصر ع0Nفرض كنيد. است ماكزيمال نصرداراي ع N∈ ،

0Nآنگاه x+ <  0Nاست و لذا با توجه به ماكزيمال بودنN متناهي مولد ازمدول يك <
0Nخواهيم داشت x N+ < 0x بنابراين. =< N∈0   ودر نتيجهN N= .رو ازاينN 

  .متناهي مولد است
1 فرض كنيد ):3(⇒)1( 2 3N N N⊆ ⊆  RMايه  يك زنجير صعودي از زير مدول"⊇

دهيم قرار مي. باشد
1
k

k
N N

∞

=
=  متناهي Nچون.  استRM يك زير مدولNوضوح هب. ∪

1  مولد است لذا 2, , , nN x x x=< )فرض كنيد. …< )1
ii ki n x N≤ ≤ ∈ .

}اگر } 1max n
i ik k kN،ا توجه به صعودي بودن زنجير خواهيم داشت، آنگاه ب== N⊆ و 

  لذا 

1 2 .k k kN N N N+ += = = ="  

 
ر  متناهي مولد است اگر وفقط اگر براي هRMتوان بررسي كرد كه  به آساني مي

}خانواده، }Nα α∈Λهاي  ، از زيرمدولRMداشته باشيم:  
,M N M Nα α

α α ′∈Λ ∈Λ
= ⇒ =∑ ∑  

www.mathematic87.blogfa.com
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٢٧٤ 

توان دوگان مفهوم   مي، ا توجه به مطلب اخير ب. استΛ يك زيرمجموعه متناهي ازΛ′كه 
  :ي مولد را مطرح ساختمتناه

  
 RM اگر براي هر خانواده،.  گوييممولد-هممتناهي  را{ }Nα α∈Λهاي  ، از زيرمدول

RMداشته باشيم  
(0) (0),N Nα α

α α ′∈Λ ∈Λ
= ⇒ =∩ ∩  

  . استΛوعه متناهي از يك زيرمجمΛ′كه در اينجا
  
 . معادلندRMشرايط زير روي 
)1( RMدر شرط DCCكند،  هايش صدق مي  روي زير مدول  
  ، مينيمال استنصر داراي عRMهاي  هر خانواده غير تهي از زير مدول)2(
  . مولد است- متناهي همRM هر خارج قسمت )3(

 Mهاي  يك خانواده غير تهي از زير مدولΩفرض كنيد ) فرض خلف( ):1(⇒)2( اثبات
1Nفرض كنيد.  مينيمال نيستنصرد كه داراي عباش ∈ Ωچون ،Ωمينيمالنصر  داراي ع 

2N لذا ،نيست ∈ Ω1چنان موجود است كه 2N N .دوباره چونΩمينيمالنصر  داراي ع 
3Nنيست لذا  ∈ Ω1چنان موجود است كه 2 3N N N . نزوليبا ادامه اين روند زنجير 

  . خواهيم داشت راناايستاي زير
1 2 3 ,tN N N N" "  

  .كه با فرض در تناقض است
M/ فرض كنيد ):2(⇒)3( Nيك خارج قسمت از Mباشد و ( / ) (0)M Nα

α∈Λ

در . ∩=

M صورت اين Nα
α∈Λ

  :دهيم قرار مي. ∩=

{ | ,  }.Mα
α ′∈Λ

′ ′= Λ ⊆Λ Λ <∞Ω ∩  

 19-11قضيه

16-11تعريف
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٢٧٥ 

Mαفرض كنيد. ال است مينيمنصرداراي ع Ωبا توجه به فرض
α ′∈Λ
. باشدΩ مينيمال نصرع ∩

Mتوان نشان داد كه مي آساني  هصورت ب در اين Nα
α ′∈Λ

در . ∩=

)نتيجه / ) (0)M Nα
α ′∈Λ

=∩.  

1  فرض كنيد):3(⇒)1( 2 3N N N⊇ ⊇  RMهاي  يك زنجير نزولي از زير مدول"⊆
دهيم قرار مي. باشد

1
k

k
N N

∞

=
= صورت  در اين.∩

1
( / ) (0)k

k
N N

∞

=
درنتيجه طبق فرض . ∩=

Aزيرمجموعة متناهي ⊆ kود است كهجاي مو گونه ه ب `
k A

N N
∈

=  نصرعkحال اگر . ∩

  : باشد، خواهيم داشتAماكزيمال
1 2 .k k kN N N N+ += = = =…  

 

  
 RM صدق كند) 19 (18 گوييم اگر در شرايط معادل قضيه )آرتيني(نوتري  را.  

 
. دهد  قضية كوهن، شرط ضعيفي براي  نوتري بودن يك مدول ارايه ميقضية معروفي بنام

. از منبع زير براي قضية كوهن مي آوريم سادهدراينجا اثباتي  
 

Naghipour, A. R. A Simple Proof of Cohen’s Theorem, Amer. Math. Monthly. 
112(9), 825-826  (2005).  

  
. باشدM ازناتهي زير مجموعة يك X ويك مدول باشد RM فرض كنيد :نماد گذاري

  :دهيم قرار مي
Ann( ) : { | 0}.X r R rX= ∈ =  

17-11تعريف
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٢٧٦ 

Ann( )X  از حلقة چپآل ايدهيك R  زيـر مجموعـة   سـاز  پوچبوده كهXاز RM   ناميـده
  .شود مي

  
  :صورت در اين. باشدRيك مدول متناهي مولد روي حلقة جابجايي و يكدارMفرض كنيد

)Spectبراي هر )R∈pزير مدول ،Mpمتناهي مولد است ⇔Mنوتري است  
)كافي است قسمت:  اثبات با .   نوتري نباشدMفرض كنيد )برهان خلف (. ثابت شود⇐(

هاي غير متناهي   باشد كه در بين زير مدولM زير مدولي ازNتوجه به لم زرن، فرض كنيد
)Annدهيم نشان مي. مولد ماكزيمال باشد / )M Np فرض كنيد  .   اول استآل ايده يك =:

ab ∈ p و a ∉ pو b ∉ p .صورت در اينN aM+باشد   يك زيرمدول متناهي مولد مي .
}1فرض كنيد }i i in am =+ A مولدي براي N aM+قرار . باشد

:دهيم مي { | }L m M am N= ∈ و M زيرمدولي ازLتوان مشاهده نمود كه  به آساني مي∋
يك زيرگروه متناهي مولد N ،Lرو با توجه به ماكزيمال بودن از اين. باشد  ميbMوNشامل
دهيم نشان مي. است

1
i

i
N Rn aL

=
= +∑

A
yفرض كنيد.  N∈ .صورت دراين  y N aM∈ + 

,1 و در نتيجه عناصر ,b b R∈A…چنان موجودند كه   

1 1 1
( ) .i i i i i i i

i i i
y b n am b n a b m

= = =
= + = +∑ ∑ ∑

A A A
  

  بنابراين
1
i i

i
a b m N
=

∈∑
A

 و لذا 
1

i
i

y Rn aL
=

∈ +∑
A

چون طرف ديگر شمول بديهي است، .  

 پس
1

i
i

N Rn aL
=

= +∑
A

 يك pشود، كه تناقض است، پس  متناهي مولد ميNاز اينجا. 
/1 كنيد فرض.  اول استآل ايده ( ) ( )tM N R x N R x N= + + + ix،كه"+ M∈. 

داريم
1
Ann( )

t

iRx N
=

+∩
i

p p ،1 و  با توجه به اول بودن= j t≤  چنان موجود است ≥

)قضيه كوهن (20-11قضيه
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٢٧٧ 

pكه = Ann( )jRx N+ . 1فرض كنيد{ }ki i j iy r x jN  مولدي براي+= Rx+با  . باشد

مشابه قبل، خواهيم داشتاستدلالي 
1

k

i j
i

N Ry x
=

= +∑ p .با توجه به M N⊆pداريم ،:  

1 1 1
.

k k k

i j i i
i i i

N Ry x Ry M Ry N N
= = =

= + ⊆ + ⊆ + ⊆∑ ∑ ∑p p  

رو  از اين
1

k

i
i

N Ry M
=

= +∑ pيك زير مدول متناهي مولد از Mبوده كه تناقض است .
  .نوتري است Mبنابراين

 
  

  راRهمچنين. باشد) آرتيني( نوتري RR گوييم اگرچپ) آرتيني(نوتري  را Rلقهح 
 نوتري  راRحلقه. شدبا) آرتيني( نوتري RRگوييم اگرراست ) آرتيني(نوتري 

  . راست باشد) آرتيني(چپ و هم نوتري ) آرتيني( نوتري م گوييم اگر ه)آرتيني(
  

 آرتيني نيست، [از طرفي.  يك حلقه نوتري است[ است لذاPID يك[ چون:14مثال 
  زيرا كه داريم 

2 32 2 2 .< > < > < > "  
  

   :دهيم قرار مي.  عددي اول باشدp فرض كنيد:15مثال 

( ) { / , 0,1,2, }.np a p a n∞ = + ∈ =] ] ] …  

( )p∞]زير گروهي از/_   . است[
A=,0,1,2 رايب   : قرار مي دهيم…

1/ { / }.G p a p a=< + >= + ∈A A
A ] ] ]  

) سرهنشان مي دهيم كه هر زير گروه )p∞]شكل ه بG Aها مي باشند  .  

18-11تعريف 
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٢٧٨ 

)اي از  سره يك زير گروهHفرض كنيد )p∞]فرض كنيد.  باشدnصحيح  بزرگترين عددي 
/1باشد كهمثبتي  np H+ /11و  [∋ np H+ + nH كنيم  ادعا مي،[/∋ G= . واضح 

nGاست H⊆ .فرض كنيدnh H G∈ aبنابراين عناصر. − ∈ i و[ ∈  چنان موجودند `
)كه ), 1a p / و= n ih a p += + )چون. [ , ) 1a p ) لذا= , ) 1n ia p +  و در نتيجه =
x,ناصرع y ∈ 1nان موجودند كه چن[ iax p y++   پس . =

1/ ( )/ ( )/n i n i n i n ip ax p y p ax p H+ + + ++ = + + = + ∈] ] ]  
/11و در نتيجه np H+ +    با توجه به زنجير صعودي  .، كه تناقض است[∋

0 1 2 ,G G G "  
( )p∞]ما با توجه به متناهي بودنا.  مدول نوتري نيست-[يكGA ،ها ( )p∞] يك  ]- 
  . آرتيني استمدول 

  
  

ولي .  لزوماً آرتيني نيستنوتريدهد كه يك مدول   مثال فوق نشان مي:يادداشت 
 حلقه آرتيني يك حلقه نوتري  هر كههاي جابجايي ثابت خواهيم كرد در مورد حلقه

 . است

  
 . در اين صورت شرايط زير معادلند. باشدF يك فضاي برداري روي ميدانVفرض كنيد 
)1( dimFV <∞،  

)2( Vبه عنوانF-،مدول نوتري است   

)3( Vبه عنوان Fمدول آرتيني است  .  
  . اند بديهي) 1(⇒)3( و)1(⇒)2(: اثبات

dimFVفرض كنيد: )3(⇒)1( و)2(⇒)1(  باشد Vاي براي  پايهBفرض كنيد. ∞=
}و } 1i ix B∞

=    :در اين صورت زنجيرهاي زير را خواهيم داشت. ⊇

21-11قضيه
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٢٧٩ 

1 1 2 1 2 3

1 2 3 2 3 3 4

, , , ,

, , , , , , , ,

x x x x x x

x x x x x x x

< > < > < >

< > < > < >

…

… … … …
  

  . ندباش تناقض مي  دربا فرضكه 

  
  
 در اين صورت. باشدRM زير مدولي ازNفرض كنيد 

/ ,  M N N باشند)آرتيني( نوتريM    است) آرتيني( نوتري ⇔

  .يني اثبات مشابه استكنيم در مورد آرت  مطلب را در مورد نوتري ثابت مي:اثبات

 (  است، لذا هر زنجير صعودي از RMيك زيرمدول Nچون هر زير مدول  :⇒(
   فرض كنيدحال .نوتري است Nيعني .  ايستاستN هاي زيرمدول

1 2 3/ / / ,M N M N M N⊆ ⊆ ⊆…  
M/هاي يك زنجير صعودي از زيرمدول Nصورت در اين.  باشد  

1 2 3 ,M M M⊆ ⊆ ⊆…  
kبنابراين طبق فرض.  استMهاي يك زنجير صعودي از زيرمدول ∈  كه  موجود است`

1 2k k kM M M+ += = 1رو  ازاين.…= 2/ / /k k kM N M N M N+ += = =…، 
M/يعني Nنوتري است .  
( 1فرض كنيد :⇐( 2 3M M M⊆ ⊆ .  باشدMهاي  يك زنجير صعودي از زير مدول…⊇
   :داريم

1 2 3

1 2 3

,

( )/ ( )/ ( )/ .

M N M N M N

M N N M N N M N N

∩ ⊆ ∩ ⊆ ∩ ⊆

+ ⊆ + ⊆ + ⊆

"

"
  

22-11قضيه
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٢٨٠ 

i,1,2 براي هرموجود است كه چنانkبا توجه به فرض عدد طبيعي = …، 
k k iM N M N+∩ = k و∩ k iM N M N++ = kكنيم ادعا مي. + k iM M فرض . =+

kكنيد ix M   در اين صورت . ∋+

, ,

.

k i k

k

k i k k k

x M N M N

x a b a M b N x a b N

x a M N M N x a M x M

+

+

∈ + = + ⇒

= + ∈ ∈ ⇒ − = ∈ ⇒

− ∈ ∩ = ∩ ⇒ − ∈ ⇒ ∈

  

  .  نوتري استMيعني

  

v لزومـاً نـوتري    ) نـوتري (توجه داشته باشيد كه زير حلقة يك حلقـه آرتينـي            : تذكر
 ،عنوان مثال هب.  نيست

 آرتيني  _عنوان يك زير حلقة    ه ب [انيمد  طوري كه مي   يك حلقة آرتيني است ولي همان     _
  . مراجعه نماييد22 به تمرين نوتريبراي مثالي در حالت . نيست

  
0IM مدولي باشد كهRM وRي از حلقهآل ايده Iفرض كنيد  = 
)Annيعني( )I M⊆(  . در اين صورت  
)1(Mساختار /R I− ،مدول چپ دارد  
  گاه باشد، آنM يك زيرمجموعه ازN اگر)2(
Nيك زير مدول RMاست ⇔Nيك زير مدول /R IMباشد .  

)3( RM نوتري )است اگر و فقط اگر) آرتيني/R IM باشد) آرتيني( نوتري.  
   :كنيم  تعريف مي):1(اثبات  

( )

/

,

R I M M

r I x rx

× →

+ =
  

 1-11لم
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٢٨١ 

فرض .  خوش تعريف استردهيم كه اين ضرب اسكال نشان مي
)كنيد ) ( )1 1 2 2, ,r I x r I x+ = 1 بنابراين+ 2 1 2,r r I x x− ∈ ) لذا= )1 2 1 0r r x− = 
1يعني 1 2 1 2 2r x r x r x=   . شود بررسي بقيه خواص به خواننده واگذار مي. =

)، داريم )1( با توجه به قسمت ):2( )rx N r I x N∈ ⇔ + اعمال جمع از طرف ديگر . ∋
R/ وRMدر IMآيد  مي به دستلذا حكم با توجه به  آزمون زير مدول بودن ،  يكسانند   
  .شود نتيجه مي) 2( به آساني از قسمت ):3(

  
  
 Rي ازآل ايدهI وR يك مدول متناهي مولد روي حلقه جابجايي و يكدارMفرض كنيد 

IMباشد كه M= .در اين صورتa I∈چنان موجود است كه ( )1 0a M− =  .  
1 فرض كنيد:اثبات 2, , , nM x x x=<   صورت  دراين. …<

1 1 11 1 12 2 1

2 2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

             

nn

nn

n n nn nn n

x IM x a x a x a x

x IM x a x a x a x

x IM x a x a x a x

∈ ⇒ = + + +

∈ ⇒ = + + +

∈ ⇒ = + + +

"

"

#

"

  

ijaكه در اينجا I∈ . حال  
( )

( )

( )

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

1 0

1 0   

1 0  

nn

nn

nn nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

⎧⎪ − − − − =⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪− + − − − =⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪− − − + − =⎪⎪⎪⎩

"

"

#

"

  

  و در نتيجه

 )لم ناكاياما  (2-11 لم
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11 12 1 1

221 22 2

1 1

1 0

01

01

n

n

nnnn n

a a a x
xa a a

xa a a

⎡ − − − ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⇒ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

"

"

# ## # # #

"

  

ijگرا n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ B و⎦ I A= ] و− ] 1i nX x ] و=× ] 10 0 n×= آنگاه ،  

( ) ( ) ( )0 adj 0 det 0 det 0BX B BX B X B M= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  
detواهيم داشت كه خBاز طرفي با توجه به بسط دترمينان 1B a= a، كه− I∈ .  

  

  .آيد  بدست مي11 نتيجه زير به آساني از لم ناكاياما و قضيه
  

 ـ  ايدهI و R يك مدول متناهي مولد روي حلقه جابجايي و يكدار         Mفرض كنيد   Rي از آل
) باشد كه  )I J R⊆وIM M= .0در اين صورتM =  .  

  
 .اي جابجايي و يكدار و آرتيني باشد حلقهRفرض كنيد 
)1( R ماكزيمال است، آل ايده داراي تعداد متناهي   
)2(( )J J R= يعني عدد طبيعي(توان است چ وپ آل ايده يكn چنان هست 

0nJكه =( . 
} نامتناهي باشد وRهاي ماكزيمال آل ايده فرض كنيد تعداد :)1 (اثبات } 1i i

∞

=
m يك 

  .نجير نزولي زير را در نظر بگيريدز.  باشدR )متمايز(هاي ماكزيمال  آل ايدهخانواده از 

1 1 2 1 2 3 .⊇ ⊇ ⊇"m m m m m m  
1فرض كنيد. باشد كنيم كه اين زنجير اكيد مي ادعا مي 2 1 2 1k k k+=" "m m m m m m m 

  در اين صورت 

23-11قضيه

 2-11نتيجه
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1 2 1 21 1k k k k+ +⊇ =" "m m m m m m m m  
1لذا i k≤ 1 موجود است كه≥ ik+ ⊇m m1، يعني ik+ =m mباشد ، كه تناقض مي .  

هاي  آل ايدهراين تعداد بناب. كه متناقض با آرتيني بودن حلقه است، باشد لذا زنجير اكيد مي
  .  بايد متناهي باشدRماكزيمال

  .گيريم  زنجير زير را در نظر مي:)2(
2 3 .J J J⊇ ⊇ ⊇"  

n، عددRباتوجه به آرتيني بودن ∈ 1nموجود است كهاي  گونه هب ` nJ J فرض . =+
nIكنيد J=. 0 اگرI   :دهيم صورت قرار مي در غير اين.  قضيه اثبات است، باشد=

{ |                     ,  0}.K R K IKΩ = ≠  
2I باتوجه به اينكه   I=، خواهيم داشت I ∈Ω ، لذاΩ  نصر عKفرض كنيد. ∅≠

0IKچون.  باشدΩ مينيمال k لذا ،≠ K∈ 0 چنان موجود است كهI k Ik< >= با . ≠
K خواهيم داشتKتوجه به مينيمال بودن k=< 0IJkاز طرفي. < Ik= ≠، 

Jلذا k K k< >= =< 0k خواهيم داشت، 2 نتيجه  و بنابر<    . كه تناقض است، =

  
  
هاي  آل ايدهاگر .  مدول باشد-R يكMبجايي و يكدار و يك حلقه جاRفرض كنيد 

2ماكزيمال 1, , ,n …m m m1 چنان موجود باشند كه 2 0nM ="m m m آنگاه ،  
M آرتيني است⇔Mنوتري است   

1nفرض كنيد. كنيم  ثابت ميn مطلب را با استقرا روي:اثبات  در اين =
1صورت 0M =mو لذا M1 يك فضاي برداري روي ميدان/R mباشد و لذا طبق   مي
2هاي ماكزيمال آل ايدهحال فرض كنيد .  حكم برقرار است1 و لم21قضيه  1, , ,n …m m m 

1چنان موجود باشد كه 2 0nM ="m m m1دهيم  قرار مي 2 1nN M−= "m m m . در
1اين صورت 2 1( / ) 0, 0nn M N N− = ="m m m m .گرحال اM باشد ) آرتيني( نوتري

24-11قضيه

ال سرهايدهيك
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M/ وNهاي ، مدولي22آنگاه طبق قضيه  N باشند و لذا طبق فرض  مي) آرتيني( نوتري
M/ وNاستقرا Nباشند و با استفاده مجدد از قضيه  مي) ترينو(هايي آرتيني   مدول

22،M شود مي) نوتري( مدولي آرتيني .  

  
  
 .، نوتري استRهر حلقه جابجايي و يكدار آرتيني 

,1هاي ماكزيمال آل ايده 23 با توجه به قضيه :اثبات ,n …m m) از) ه لزوماً متمايزنR چنان 
1موجودند كه 2 0n ="m m m1 و لذا 2 0nR ="m m m. 24 بنابراين طبق قضيه،R 

  . اي نوتري است حلقه

  
  

  
  

) اولآل ايدهثابت كنيد . اي جابجايي و يكدار باشد  حلقهR  فرض كنيد.1 )SpectP R∈ 
)چنان موجود است كه )P Z R⊆ .  

2 فرض كنيد.2 1, , ,nP P P… هاي اولي از حلقه جابجايي و يكدار آل ايدهRباشند  .
)اگر )

1

n

i
i

S R P
=

= 1S آنگاه حلقه،∩− R− ماكزيمال استآل ايده داراي تعداد متناهي  .  

.  باشدR يك زير مجموعه بسته ضربي ازS  واي جابجايي و يكدار  حلقهR   فرض كنيد.3
1S آنگاه باشد،PID يكRاگر R−نيز يك PIDاست  .  

 

 

 

 

 

ينهاتمر 

3-11نتيجه
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a را فون نيومن منظم گوييم اگر براي هرRحلقه جابجايي و يكدار) يادآوري ( . 4 R∈ 
aداشته باشيم aRa∈ . نشان دهيد شرايط زير معادلند :  

)a( R ،يك حلقه فون نيومن منظم است   
)b(Rmبراي هر ( )Max R∈mيك ميدان است ،  
)c( اول حلقهآل ايده هر R2 ماكزيمال است و از 0a 0a خواهيم داشت= =.  

ان زير را به عنوm ،Rm ماكزيمالآل ايدهبراي هر .  يك حوزه صحيح باشدRفرض كنيد. 5
  :ثابت كنيد.  در نظر بگيريدRاي از ميدان كسرهاي حلقه

( )
.

Max R
R R

∈
=∩ m

m

  

 اول مينيمال آل ايده را يك R ازP اولآل ايده.  باشدRي از حلقهآل ايده I فرض كنيد.6
I گوييم اگر Iاز P⊆ اولي مانندآل ايده و P  موجود نباشند به R از′

Iطوريكه P P′⊆ .آل ايده  اول مينيمالآل ايده{  R اول مينيمال حلقهآل ايده را 0{
   :نشان دهيد. گوييم

)a(اگر Iو P هايي از حلقه آل ايدهRباشند به طوريكه Pاول و I P⊆آنگاه ،P  شامل 
  باشد،   ميI اول مينيمال ازآل ايدهيك 

)b( سره از حلقه جابجايي و يكدارآل ايده هر R اول مينيمال داردآل ايده حداقل يك .  

  : نشان دهيد شرايط زير معادلند.  باشدRي از حلقه يكدارآل ايده Cض كنيد فر. 7
)a( C نيم اول است،آل ايده يك   
)b(براي هر a R∈اگر ،( )2a C⊆آنگاه a C∈،  
)c(براي هر a R∈اگر ، aRa C⊆آنگاه a C∈،  
)d( چپآل ايده براي هر Aاز R2  ، اگرA C⊆آنگاه A C⊆،  
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)e( راستآل ايده براي هر Aاز R2  ، اگرA C⊆آنگاه A C⊆.  

ي آل ايده Iاگر.  باشدR يك زير مجموعه بسته ضربي از حلقه جابجايي و يكدارS  فرض.8
1 باشد، آنگاهRاز 1( )S I S I− −= .  
: دو حلقة جابجايي و يكدار وS وR فرض كنيد.9 R Sϕ اي   حلقهريختي يك هم→

  : ثابت كنيد. باشد
)a(اگر I ي ازآل ايدهRباشد، آنگاه ( ) ( )I Iϕ ϕ< >⊆ < تحت چه شرايطي تساوي . <

  دهد،  رخ مي

)b(اگر J ي ازآل ايدهS1 باشد، آنگاه 1( ) ( )J Jϕ ϕ− −=.  

 آل ايده گوييم اگر تنها داراي يك  موضعيرا) نه لزوماً جابجايي (R حلقه يكدار.10
  :  شرايط زير معادلندRنشان دهيد در حلقه يكدار. ماكزيمال چپ باشد

)a( R چپ ماكزيمال است، آل ايده داراي تنها يك   
)b( R راست ماكزيمال است،آل ايده داراي تنها يك   
)c( ( )/R J R ،يك حلقه بخشي است  
)d(\R R∗ آل ايده يكR ،است   
)e( \R R∗ ،تحت عمل جمع يك گروه است   
)f(براي هر n1 اگر 2 na a a R∗+ + + i ،ia، آنگاه براي يك "∋ R∗∈،  
)g(اگر a b R∗+ a آنگاه∋ R∗∈ يا b R∗∈.  

  . اي يكدار باشد  حلقهR فرض كنيد.11
)a(نصر اگر هر ع\R R∗پوچ توان باشد آنگاه Rاي موضعي است،  حلقه  
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)b( فرض  كنيد Dيك حلقه بخشي باشد كه R D⊆ .اگر براي هرd D∗∈ داشته 
dباشيم R∈1 ياd R−   . يك حلقه موضعي استR آنگاه∋

  :نشان دهيد. اي يكدار باشد  حلقهR  فرض كنيد.12

( ) ( ){ }( / ) .R J R a J R a R∗ ∗= + ∈  
2فرض كنيد.   13 1, , ,nR R R…نشان دهيد. هايي يكدار باشند  حلقه  

1 1
( ) ( ).
n n

i i
i i
J R J R
= =

=∏ ∏  

  نشان دهيد. اي  يكدار باشد  حلقهR فرض كنيد  .14
)a( ( )( ) ( )( )M Mn nJ R J R=،  
)b(اگر eعنصر خودتواني از Rباشد، آنگاه ( Re) ( )J e eJ R e=،  
)c(اگر I ي از حلقهآل ايدهR باشد، آنگاه ( ( ) )/ ( / )J R I I J R I+  و  و تساوي فقط⊇

)دهد كه فقط وقتي رخ مي )I J R⊆.  

15.) a(اگر MيكR-،نشان دهيد هر زيرمدول سره در يك زير مدول متناهي مولد باشد 
  مدول ماكزيمال قرار دارد،

)b( اگرRآل ايده سره چپ در يك آل ايدهنشان دهيد هر ، لد باشد يك حلقة متناهي مو 
   .ماكزيمال چپ قرار دارد

   : قرار دهيم. مدول باشند-R دوN وM يك حلقه جابجايي وR فرض كنيد .16  
) مدولي باشد-Rريختيهم,{ )Hom , { :R M N M Nϕ ϕ= →  

( ) ( )End Hom , .R RM M M=  
)a( نشان دهيد( )Hom ,R M Nساختار R -مدولي دارد و ( )EndR Mاي يكدار   حلقه

  است،
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)b(1 اگر 2 1, ,N M M2 وNچهار R-مدول باشند، نشان دهيد:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

Hom , Hom , Hom , ,

Hom , Hom , Hom , .
R R R

R R R

M M N M N M N

M N N M N M N

× ≅ ×

× ≅ ×
  

: فرض كنيد. 17 R RM Mϕ   .  مدولي باشدريختي يك هم→
)a(فرض كنيد RMاگر.  باشد نوتريϕپوشا باشد، آنگاه ϕيك به يك است ،    
)b(فرض كنيد RMاگر.  آرتيني باشدϕيك به يك باشد، آنگاه ϕپوشا است  .  

18.) a(  يدفرض كن Rضربي از  ،  حاصل(0) صفر،آل ايدهنشان دهيد . اي نوتري باشد  حلقه
 ،هاي اول استآل ايده

)b( فرض كنيدR2نشان دهيد.  نوتري باشد بولي واي  حلقه 2 2R ≅ × × ×] ] " ] 
   .) مولفهnبا(

باشد R متناهي مولدي ازآل ايده Iو اي جابجايي و يكدار  حلقهR فرض كنيد .19
nIكه I= ( 2)n e عنصر خودتوان، نشان دهيد≤ I∈ چنان موجود است كه I eR=.  

  .  باشدR يك مدول متناهي مولد روي حلقه جابجايي يكدار و نوتريM فرض كنيد .20
)a(نشان دهيد  M  خارج قسمت)ريختر همتصوي (R-شكلمدولي ب R R R× × ×" 

  باشد، مي
)b(اگر Rاي نوتري   حلقه)آرتيني (باشد، آنگاهM يك  نيزR-مدول نوتري) است)آرتيني  .

  يي و يكدار بودن لازم است؟ جابجاآيا شرط
a, وچپ  يك  حلقة يكدار نوتريR فرض كنيد.21 b R∈ .نشان دهيد:  

1 1.ab ba= ⇔ =  
   فرض كنيد.22

2( )R M
⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

\ \
\

\ \
 ،1 0

R
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

\ \

_
2 و 0

R
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

_ _

]
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)a(نشان دهيد  R،يك  حلقة  نوتري است   
)b( 1R  يك حلقة نوتري)راست )  آرتيني( نوتري ، در صورتيكهچپ است) آرتيني

  باشد، نمي
)c( 2Rباشد،  يك حلقة نوتري  چپ است در صورتيكه نوتري راست نمي  
)d( 2R  يك حلقة آرتيني چپ )باشد نمي) راست.  
  

  
  
نشان .  باشدR اول مينيمالي از حلقه جابجايي و يكدارآل ايده Pفرض كنيد .1

)دهيد )P Z R⊆.   
  اول مينيماليآل ايده Pاگر. Sاي از حلقة جابجايي و يكدار زير حلقه R فرض كنيد.2
Qنان موجود است كه چS ازQ اولآل ايده، آنگاه باشدRاز R P∩ =.  
  صورت در اين.  يك حلقه جابجايي يكدار باشدRفرض كنيد .3

R آرتيني است⇔Rنوتري و.Spect( ) Max( )R R=  
 اگر.  باشدR يك مدول متناهي مولد روي حلقه جابجايي و يكدارM  فرض كنيد.4

:M Mϕ   .  استيك يكريختي ϕآنگاه مدولي باشد،-R بروريختي يك →
  .اي يكدار باشد حلقه R فرض كنيد.5
)a(  اگر Rچپ  آرتيني )راست (آنگاه ،  باشدRچپ نوتري )است)راست ،  
)b( اگرR  چپ  نوتري)آنگاه  ، باشد)راست[ ]R x است)راست(چپ  نيز نوتري ،  

 (c)اگر R باشد،  آنگاه)آرتيني( نوتري ( )nM Rنيز، براي هر ≥ 1n،  آرتيني( نوتري( 
 .است

 

 

 

 

 

مسائل مبارزه طلب 
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2 فرض كنيد .6 1, , ,nM M M… ،R-هايي چپ باشند  مدول 
1"و 2 nM M M M= × ×   .ثابت كنيداي زير را    حلقهيكريختي. ×

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

Hom , Hom , Hom ,

Hom , Hom , Hom ,
.

Hom , Hom , Hom ,

End

nR R R

nR R R

n n n nR R R

R

M M M M M M

M M M M M M

M M M M M M

M

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥≅ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

…

…

# # #

…
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12فصل  

ها  تر در نظريه گروه مباحثي پيشرفته 
  

  
:خوانيد در اين فصل مي  

 
  ها سري گروه 12-1
  پذير حلهاي  گروه 12-2
  توان پوچهاي  گروه 12-3
  ها  نمايش آزاد گروه 12-4
  ها بندي  برخي رده12-5
  
  

  
  

دهند ارايه  ر مورد ساختار گروه به ما ميها كه شناخت كاملي د در اين بخش مفهوم سري گروه 
كند كه  اين قضيه بيان مي.  هولدر است-از اهداف اصلي اين بخش اثبات قضيه ژردان. خواهد شد

به عبارت . هاي ساده به دست آورد توان با استفاده از گرادايه يكتايي از گروه هر گروه متناهي را مي
در ادامه اين بخش به . شود هاي ساده منجر مي گروههاي متناهي به مطالعه  ديگر مطالعه گروه

 به پذير حلهاي  ها به گروه گذاري اين گروه علت نام.  خواهيم پرداختپذير حلهاي  بررسي گروه
ها و  توان به ارتباط بين اين گروه گردد، كه به طور خلاصه مي  بر مي)نظريه گالوا( 2درس جبر

 

 

 

 

 

مقدمه 

www.mathematic87.blogfa.com



                                                                                                                          12صل ف
                         

 

 

٢٩٢

 به بررسي ادامهدر . باشند اشاره داشت  ميپذير حلها  اي كه توسط راديكال معادلات چندجمله
در نهايت به . ، كه عكس قضيه لاگرانژ در مورد آنها درست است، خواهيم پرداختتوان پوچهاي  گروه

  .ها اشاره خواهيم داشت بندي به دنبال آن به برخي رده ها و هبحث نمايش آزاد گرو
  
  

 

  

  
0G يك گروه وGفرض كنيد G=1 و,...,nG Gهايي از  زير گروهGاگر به ازاي هر .  باشند

i،0 1i n≤ ≤ −، 1i iG G+    زنجير، آنگاه ≥
1 1 0n nG G G G G−≤ ≤ ≤ ≤ ="  

  .نامند  ميGهاي  از زير گروهسريرا يك 
i،0 اگر براي هر)1( 1i n≤ ≤ − ،1i iG G+   آنگاه سري �

1 1 0n nG G G G G−≤ ≤ ≤ ≤ ="  
  . گوييمG براي سري زير نرمالرا يك 

i،0 اگر براي هر)2( 1i n≤ ≤ −،iG G� آنگاه سري ،  
1 1 0n nG G G G G−≤ ≤ ≤ ≤ ="  

  .  گوييمG برايسري نرمالرا يك 

  
01اگر 1n nG G G G G−≤ ≤ ≤ ≤ i/1باشـد، آنگـاهGراييك سري زير نرمال ب    "= iG G + 

( )0 1i n≤ ≤   طـول  اين سـري را    بديهي غير   هاي  امل اين سري و تعداد ع     عاملرا يك   −
  . اين سري ناميم

1-12تعريف

2-12تعريف

 

 

 

 

 

  هاري گروهس12-1 
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  . در نظر بگيريدسري زير نرمال زير نظر را . يك گروه باشدGفرض كنيد 

01 1{ } n ne G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤ ="  
i/1گوييم اگر عواملG براي)آبلي(پذير حل سري فوق را يك سري )1( iG G  آبلي +

  . باشند
i/1 گوييم اگر عواملG برايتركيبي سري فوق را يك سري )2( iG G   .  ساده باشند+
i/1گوييم اگر اين سري نرمال بوده وG براي مركزيسري فوق را يك سري  )3( iG G + 

i/1در مركز iG G   . باشد+
  

 G يك زير گروه نرمالM را نرمال ماكزيمال گوييم اگرG از گروهM زير گروه سرة):1(يادآوري 
MكهNو براي هر زير گروه  N G≤ N، داشته باشيم� M=يا N G=.  

)2:( Mيك زير گروه نرمال ماكزيمال Gاست اگر و فقط اگر /G Mساده باشد .  
  

}هر گروه متناهي }G e≠داراي يك سري تركيبي است . 
2Gمسئله براي. كنيم  ثابت ميGقضيه را با استقرا روي :اثبات حال فرض كنيد . واضح است=

2G 0Gيك زير گروه نرمال ماكزيمال از1G و< G= 1 اگر .باشد { }G e=اه ، آنگ
01{ }e G G G= ≤ 1حال فرض كنيد.  سري تركيبي مورد نظر است= { }G e≠ .01چونG G< ،

  . تركيبي زير استي داراي سر1Gلذا طبق فرض استقرا 
1 2 1{ } .n ne G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤"  

   . خواهيم داشتG به اين سري ، يك سري تركيبي براي0Gبا اضافه كردن
 

  

3-12تعريف

 1-12قضيه
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٢٩٤

  

  
  زير گروهH باشد و)nبطول (سري تركيبي يك گروهي باشد كه دارايGفرض كنيد

 )n از بطول كمتر ( داراي سري تركيبيHدر اين صورت.  باشدG ازيهيغير بد نرمال
  .باشد مي
01  فرض كنيد:اثبات 1{ } n ne G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤  n يك سري تركيبي به طول…=
iدهيم قرار مي.  باشدGبراي iH G H=   در اين صورت. ∩

01 1{ } ,n ne H H H H H−= ≤ ≤ ≤ ≤ =…  
  :كنيم تعريف مي.  استHيك سري زير نرمال براي

1 1

1 1

: / /

          
i ii i

i i

H H G G

hH hG

µ + +

+ +

→

6
  

i/1 توجه به ساده بودن با.است تكريختي يك µبه وضوح iG G و اينكه  +
1 1( / )  /i ii iH H G Gµ +   ::داريم ،�+

1( / ) { }.i iH H eµ + 1 يا= 1( / ) /i ii iH H G Gµ + +=.  
/1رو  از اين { }i iH H e+ 1 يا = 1/ /i ii iH H G G+  بنابراين با حذف بعضي جملات سري زير .≅+

  طول حال فرض كنيد.  رسيدH براي،n، با طول حداكثرتوان به يك سري تركيبي  ميHرمالن
1nG چونصورت دراين.  باشدn  دقيقاًٌ تركيبي سرياين 1nH  و−  ،اي بوده هاي ساده  گروه −
1لذا 1n nH G−   از طرف ديگر .=−

2 1 2 1 2 1/ / / .n n n n n nH H H G G G− − − − − −= ≤  
1با توجه به ساده بودن بنابراين  / nnG G−2صفر بودن  و نا 1/n nH H− خواهيم ، −

2داشت 2n nH G− 0 ،با ادامه اين روند داريم. =− 0H H G G= =  Hرو از اين . ، كه تناقض است=
  .باشد  ميn ازداراي سري تركيبي بطول كمتر

  

 2-12قضيه
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N وN يك گروه وGفرض كنيد N باشند كهG دو زير گروه نرمال′ N G/اگر. ≠′ N 

G/و N    صورت در اين.  ساده باشند′
/ /( ), / /( )G N N N N G N N N N′ ′ ′ ′≅ ∩ ≅ ∩  

Nدهيم  ابتدا نشان مي:اثبات NN Nاگر. ≠′ NN N، آنگاه=′ NN N G′ ′≤ =  و اين متناقض ≥
G/با ساده بودن N    بنابراين.  است′

.N NN G′ ⊆  
G/با توجه به ساده بودن  Nداريم G NN    يكريختيطبق قضيه دوم . =′

/ ( )/ /( ).G N NN N N N N′ ′ ′= ≅ ∩  
  . شود قسمت ديگر لم نيز به طور مشابه اثبات مي

  
  

   يك گروه و Gفرض كنيد
01 1{ } ,n ne G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  
01 1{ } ,m me N N N N G−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  

m ناميم اگرهم ارز باشند، دو سري فوق را Gدو سري زير نرمال براي n=ي و تناظر 
  . باشنديكريختمتناظر هاي  امل بطوريكه ع، ودههاي دو سري برقرار ب بين عاملدوسوئي 

  
به (كند كه ليست عوامل تركيبي هر دو سري تركيبي با هم برابر است   هولدر بيان مي-قضيه ژردان

 ).شود عبارت ديگر، هر عامل و تعداد تكرارهاي آن همواره در هر سري تركيبي ظاهر مي

  

 1-12لم

4-12تعريف 
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  فرض كنيد 
)1(                                  01 1{ } ,n ne G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  
)2(                                  01 1{ } ,m me N N N N G−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  

  . در اين صورت اين دو سري هم ارزند.  باشندGدو سري تركيبي براي گروه غير بديهي
1nمطلب براي. كنيم  ثابت ميn قضيه را با استقرا روي:اثبات 1nفرض كنيد.  بديهي است= > 

1 اگر. برقرار باشدnو حكم براي مقادير كوچكتر از 1G N=طبق فرض استقرا حكم وضوح ه ب، آنگاه 
1حال فرض كنيد. برقرار است 1G N≠.1دهيم  قرار مي 1H G N= }اگر. ∩ }H e= طبق لم ، آنگاه 

  قبل
0 01 1 1 1 1 1/ / , / / .G G N H N N N G H G≅ ≅ ≅ ≅  

1رو از اين 1,  G Nهاي سادة  زيرگروهG2التبنابراين ح. باشند ميn  اتفاق  افتاده و حكم به آساني =
}فرض كنيدحال . آيد بدست مي }H e≠و   

01{ } ,e H H H H−= ≤ ≤ ≤ =  
 تركيبي زير يهاي سر،با توجه به لم قبل).   ملاحظه شود2قضيه  (  باشدHسري تركيبي براييك 

  . موجود استGبراي 
) 3(                      0 011{ } ,e H H H H G G G−= ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ =  
) 4(                   0 011{ } .e H H H H N N G−= ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ =  

2nرو از اين.  طبق فرض استقرا هم ارزند)3(و ) 1(ها  سري = و ) 2(هاي  سري در نتيجه  و +
 بنابراين. طبق لم قبل هم ارزند) 4(و ) 3(هاي  از طرفي سري.  طبق فرض استقرا هم ارزند نيز)4(

  . هم ارزند) 2(و ) 1(هاي  سري

  

 ) هولدر–قضيه ژردان(3-12قضيه
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  .  زير را خواهيم داشتتعريف ،با توجه به قضيه فوق
  
  

) را با G گروهطول )Gكنيم  نمايش داده و به صورت زير تعريف مي:  
  

                                     
  

  
  

  
  
  

  .باشد) آبلي (پذير حل گوييم اگر داراي يك سري پذير حل  راGگروه
  

   .هاي زير معادلند ن صورت گزاره در اي. يك گروه متناهي باشدGفرض كنيد

)1( Gاستپذير حل ،  

) چنان موجود است كه n عدد صحيح مثبت)2( ) { }nG e=،  
)3( Gرتبه عددي هايي دوري از م  آن گروهها امل داراي يك سري تركيبي است كه ع

  .اولند

{ }G e= اگر   
  باشدnداراي يك سري تركيبي به طولGاگر

Gداراي سري تركيبي نباشد اگر   

4-12قضيه

6-12تعريف 

5-12تعريف

( )
0

G n=

⎧
⎪
⎨
⎪∞⎩
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01 وپـذير  حـل  يك گروه   G فرض كنيد  :)1 (⇒)2( اثبات  1{ } n ne G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤ = 
كنـيم كـه بـه ازاي         بت مـي   ثا iدراين صورت با استقرا روي    .  باشد Gبراي) آبلي (پذير حليك سري   

ــر )،iهـ )i
iG G≤ ــذا ) و لـ ) { }n

nG G e≤ ــت  ،  = ــل اسـ ــه حاصـ ــه نتيجـ ــه ازاي. كـ 0iبـ = ، 
( )0

0G G G G= ≤ )فرض كنيد. = )k
kG G≤ . فرض استقرا در اين صورت بنابر  

( ) ( )( )1
1,

k k
k kG G G G+

+
′ ′= ≤ ≤  

k/1زيرا بنابر فرض kG G )،iدر نتيجه بنابر استقرا به ازاي هر.  آبلي است+ )i
iG G≤ .  

  .  استG برايپذير حل سري زير يك سري :)2 (⇒)1(
( ) ( ) ( )1 0{ } .n ne G G G G−= ≤ ≤ ≤ =  

  .  بديهي است:)3 (⇒)1(
01فرض كنيد  :)1 (⇒)3( 1{ } n ne G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤ ) آبلي(پذير   يك سري حل=

ها از مرتبة  عاملكه در آن ،   سري تركيبي زير،2-3جه  و نتي2 قضيه با توجه به.   باشدGبراي
i/1 براي  عددي اولند، iG G   .موجود است +

1 1 1 1 1 1/ / / / .
i

ii i i i i iinG G H G H G G G+ + + + +≤ ≤ ≤ ≤  
1iبا اضافه كردن iinH H≤ 1بين  ≥ iiG G+  كه  برسيمG برايك سري تركيبيبه يتوانيم   مي،≥
  .هايي دوري از مرتبه عددي اولند  گروه ها در آن عامل

  
 
v از قضيه فوق ) 2(و ) 1(هاي  هاي نامتناهي تنها گزاره  توجه داشته باشيد كه در گروه:تذكر

  ).اين مطلب را تحقيق كنيد، با بررسي اثبات قضيه(معادلند 
  

}گروهي آبلي باشد، آنگاه چون G اگر:1مثال }G e′   . استپذير حلگروهي G، لذا =
  

  : كنيم  را مطرح ميپذير حلهاي   اينك خواص ديگري از گروه
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   ، استپذير حل، پذير حل از يك گروه ريخت هر زير گروه و هر تصوير هم)1(
G/و N باشد به طوريكه G يك زير گروه نرمال از يك گروهN اگر)2( N پذير حل 

   ، استپذير حلGهباشند، آنگا
  .  استپذير حل، پذير حلهاي  ضرب مستقيم هر تعداد متناهي از گروه  حاصل)3(

 اي موجود است nدر اين صورت.  باشدGپذير حل زير گروهي از گروه Hفرض كنيد :)1(اثبات 
)كه ) { }nG e=چون ( ) ( )n nH G⊆لذا ،( ) { }nH e=يعني H ريخت،براي تصوير هم.  استپذير حل 

G:فرض كنيد Hϕ در اين صورت به ).  استG گروهريختتصوير همH( باشد بروريختي يك →
)،iرتوان نشان داد كه براي ه آساني مي ) ( )( )i iG Hϕ  اي nلذا،  استپذير حل Gحال چون. =

)موجود است كه ) { }nG e= . در اين صورت  
( )( ) ( ){ } ,n ne G Hϕ= =  

  .  استپذير حل Hيعني
: فرض كنيد):2( /G G Nγ G/چون. طبيعي باشدريختي  هم→ N است، لذاذيرپ حل n اي 

  موجود است كه 
( ) ( )( ) { }( ) / .nnG G N Nγ = =  

)از اين رو ) Ke rnG Nγ≤  چنان موجود است kعدد) 1(طبق قسمت .  استپذير حل Nچون. =
)كه  )( ) { }kN e=و لذا ( ) ( )( )( ) ( )( ) { }

k kn k nG G N e+ = ⊆   .  استپذير حل Gبنابراين. =
G فرض كنيد):3( H K= }وضوح هب .اند پذير حل K وH كه× }  H H K Ge× ×   و=

/( { }) ( )/( { })G H e H K H e K× = × × )/ بنابراين. ≅ { })G H e× از طرفي چون.  استپذير حل 
{ }H e H× } ، لذا≅ }H e×2( طبق قسمت   درنتيجه بوده وپذير حل نيز(، G خواهد بودپذير حل . 

  .  يد آمي رياضي بدست  يا استقراساني بآه  بت كليحال

  

 5-12قضيه
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  . نقشي بسيار اساسي دارد) نظريه گالوا (2نتيجه زير در درس جبر 
  

5nبراي   . نيستپذير حل nS، گروه≤
5n براي nA اگر نشان دهيم:اثبات 5n نيز برايnS نيست، آنگاه طبق قضيه قبلپذير حل ≤ ≥ 
}پس  ، آبلي نيستnA چون. نخواهد بودپذير حل }nA e′ nاز طرفي با توجه به اينكه. ≠ nA A′ 

5nالبته( ساده است nAو n، بايد داشته باشيم)≤ nA A′  بنابراين براي .=
)هر ) { } , 1i

n nA A e i= ≠   . نيستپذير حل nA و لذا≤

  
  

  .   استپذير حل گروه متناهي، گروهي -pهر
 مسئله .كنيم  ثابت ميGقضيه را با استقرا روي.  گروه متناهي باشد-p يكG فرض كنيد:اثبات
1Gبراي 1Gحال فرض كنيد. واضح است= ≠ .( )C G از طرفي .  استپذير حل آبلي و در نتيجه

/ ( )G C G G< وطبق فرض استقرا/ ( )G C G 5قضية ) 2(قسمت  طبق  است، لذاپذير حل نيز 
،G استپذير حل گروهي  .  

  
  

G يك گروه وGفرض كنيد pq=كه pو qدر اين صورت. اعدادي اولندG پذير حل 
p اگر :اثبات q= آنگاه ،G يك p-         حـال فـرض    .  اسـت  پـذير  حـل گروه است و لذا طبق قضيه قبـل
q.كنيد p<  طبق قضية سوم سيلو    صورت  در اين Gيك زيـر گـروه      تنها رايدا p-   باشـند   سـيلو مـي .

Pچون.  اين زير گروه باشد    Pفرض كنيد  G، سپ/G P q= .  از طرفـيP   و /G P هـاي    گـروه
   .باشد  ميپذير حل G بوده و در نتيجهپذير حلهر دو لذا ،  اند ري و در نتيجه آبليدو

  

1-12نتيجه

 6-12قضيه

 7-12قضيه
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٣٠١ 

قضيه زير كه تعميم .  انجام داده استپذير حلهاي   در نظريه گروهمهميهال كارهايي بسيار 
 به علت طولاني .باشد  منسوب به وي مي،  متناهي استپذير حلهاي  قضيه سيلو براي گروه

  . دهيم رجوع ميزير  هاينظر كرده و خواننده را به كتاب بودن اثبات از آوردن اثبات صرف
  

  ).1372( انتشارات دانشگاه اصفهان .جبر.  علي اكبر، محمدي حسن آبادي.1
 
2.Hungerford, T. W. Algebra. Springer-Verlag, New York,1974.  

  

  
) باشد به طوريكهmn از مرتبهپذير حل يك گروه Gفرض كنيد ), 1m n  در اين صورت . =

)1(Gمرتبه با شامل يك زير گروه m ،است   
   مزدوجند،m با مرتبهG هر دو زير گروه از)2(
k|، كهk با مرتبهG هر زير گروه از)3( mدر يك زير گروه از ،Gرتبه با مmقرار دارد  .  

  
، كه هر گروه متناهي با مرتبه فرد يداس را با ذكر حدس طولاني مدت بر نپذير حلهاي  بحث گروه

اين نتيجه كه اثبات آن با اطلاعات كتاب حاضر ميسر نيست اولين . بريم  است به پايان ميپذير حل
  . ه اثبات رسيدتامسون ب- توسط فايت1963بار در سال 

  
  . استپذير حل ، فردمرتبةهر گروه متناهي از 

  
  

  

)هال.قضيه پ (8-12قضيه

)تامسون-قضيه فايت(9-12قضيه
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٣٠٢

  

  
  . گوييم اگر داراي سري مركزي باشدتوان پوچ  راGگروه

  .  استتوان پوچ ، هر گروه آبلي:2مثال
  

  .  استتوان پوچ ،گروه متناهي- p هر :3مثال 
)اگر.  يك گروه متناهي باشدGاستقرا روي مرتبه گروه فرض كنيد با :حل )G C G= حكم واضح ،
/در غير اين صورت. است ( )G C G يك p-است كه مرتبه آن از مرتبهگروه G تر استككوچ .

   . زير استبنابراين داراي سري مركزي
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01 1/ / / / /n nC G G C G G C G G C G G C G G C G−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  

  شود كه  به آساني مشاهده مي. است
( ) 01 1{ } n ne C G G G G G G−⊆ = ≤ ≤ ≤ ≤ =  

  .  استGيك سري مركزي براي
  

  

  . بودن يك سري مركزي، قضية زير را خواهيم داشتپذير حلبا توجه به 

  
 . استپذيرحل،توان پوچ گروه هر

  
]زير گروه.  باشندGايي از گروهه ه و زير گرK وHفرض كنيد  ],  ,  h k h H k K< ∈ ∈  را G از<

]ناميم و آنرا با  ميK وHزير گروه جابجاگر ],H Kدهيم  نمايش مي .  
  . شود اثبات لم زير آسان و به عهده خواننده واگذار مي

8-12تعريف

10-12قضيه

7-12تعريف
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  : در اين صورت.  باشندG گروههايي از   زير گروهK وHفرض كنيد

)1 ([ ] [ ], ,H K K H=،  
1H اگر)2( H≤1 وK K≤ آنگاه [ ]1 1, ,H K H K⎡ ⎤ ≤⎢ ⎥⎣ ⎦،  
H اگر)3( G آنگاه [ ],H K H≤           ،  
H اگر)4( Gو K G آنگاه [ ],H K G،  
)5( [ ],H K H≤ اگر و تنها اگر ( )GK N H≤،  
H اگر)6( K≤و H G ، آنگاه  

[ ]/ ( / ) , ,K H C G H G K H≤ ⇔ ≤  
) باشد آنگاه G گروهريختي يك همϕ اگر)7( ) ( )[ ] [ ], ,H K H Kϕ ϕ ϕ=،  
H اگر)8( K≤وAدلخواه و گروهي B A≤ آنگاه ،[ ] [ ] [ ], , ,K A H B K H A B× × = ×.  

  
  . شود لم فوق، نتيجه زير به آساني حاصل مي) 6(از قسمت 

  
  است اگر و تنها اگر سري نرمالي مانندتوان پوچGگروه 

01 1{ } n ne G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  
0داشته باشيم به طوريكه به ازاي هر 1i n≤ ≤ −،[ ] 1, i iG G G +≤ .  

  

  
   است،توان پوچ، توان پوچز يك گروه  اريخت هر زير گروه و هر تصوير هم)1(
. استتوان پوچ، وانت پوچهاي  ضرب مستقيم هر تعداد متناهي از گروه  حاصل)2(  

 2-12لم

11-12قضيه

2-12نتيجه
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٣٠٤

H فرض كنيد):1(اثبات  G≤ .چونG استتوان پوچ . G داراي يك سري مركزي مانند   
)∗(                                             01 1{ } n ne G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  

iدهيم قرار مي. باشد مي iH G H=   كافي است نشان دهيم سري . ∩
01 1{ } n ne H H H H H−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  

]دهيم  نشان مي.  استHيك سري مركزي براي ] 1, i iH H H 0 در آنكه، ≥+ 1i n≤ ≤ با توجه . −
] داريمG بودنتوان پوچبه  ] [ ] 1, ,i i iH H G G G +≤ ] از طرفي. ≥ ], iH H H≤براين  بنا  

1 1, ,i i iH H G H H+ +
⎡ ⎤ ≤ ∩ =⎣ ⎦  

  .  استتوان پوچ Hپس
G: فرض كنيد،ريختبراي تصوير هم Hϕ  با در نظر گرفتن سري مركزي. باشدبروريختي  يك →

  خواهيم داشت كه سري ) ∗(
( ) ( ) ( ) ( )01 1{ } ,n ne G G G G Hϕ ϕ ϕ ϕ−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  

)از طرفي.  استHيك سري نرمال براي ) ( )1[ , ] [ , ]i i iH G G G Gϕ ϕ ϕ += يعني يك سري مركزي . ≥
  .  استتوان پوچ H داريم، لذاHبراي

 حالت كلي با استقرا به كنيم،  ثابت ميتوان پوچضرب مستقيم دو گروه   حكم را در مورد حاصل):2(
توجه داشته (هاي مركزي زير باشند   با سريتوان پوچ دو گروه K وHفرض كنيد. آيد دست مي

  ): توان طول دو سري را يكسان گرفت هاي مكرر مي باشيد كه با درج زير گروه
01 1{ } ,n ne H H H H H−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  
01 1{ } .n ne K K K K K−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  

  لم قبل خواهيم داشت كه سري ) 8(با توجه به قسمت 
0 01 1 1 1{ } { } n n n ne e H K H K H K H K H K− −× = × ≤ × ≤ ≤ × ≤ × = ×  

Hيك سري مركزي براي K×باشد  مي.  
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v 15تمرين.( باشد  درست نميتوان پوچهاي   در مورد گروه5 قضية  از)2 (قسمت  :تذكر 
  ).شودملاحظه 

  

  
  در اين صورت. باشدGتوان گروه پوچاي از زير گروه سرهHنيد فرض ك

( ) .GN H H≠  
   فرض كنيد :اثبات

01 1{ } n ne G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤ =  
1فرض كنيد.  باشدGيك سري مركزي براي n≤  كوچكترين عددي باشد ≥

)كه )1G H G H− ≤   كنيم كه  مشاهده مي. ≥
1 1, , .H G G G G H− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ ≤ ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
)لم قبل) 5(طبق قسمت  )1 GG N H− )، در نتيجه≥ )GN H H≠ .  

  
  

  باشـد كـه    G گـروه متنـاهي    زير گـروه سـيلو از      -p يك P و زير گروه يك   Hفرض كنيد 
( )GN P H≤ .صورت   در اين  

( ) .GN H H=  
) فرض كنيد:اثبات )Gg N H∈. ونچ( )GP N P H≤ ≤ ،1 1gPg gHg H− −≤  −1gPg وPلذا. =

. اند  مزدوجH در−1gPg وPلذا طبق قضيه دوم سيلو. باشند  ميH سيلوي-pهاي هر دو زير گروه
hبنابراين H∈1چنان موجود است كه 1hgPg h P− − )در نتيجه. = )Ghg N P H∈ g، پس≥ H∈.  

  
  

12-12قضيه

 3-12لم
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٣٠٦

  

  
  . هاي زير معادلند در اين صورت گزاره.روه نابديهي متناهي باشد يك گGفرض كنيد

)1( G است، توان پوچ   
  اند،   نرمالGهاي ماكزيمال  همه زير گروه)2(
   نرمال است،G هر زير گروه سيلوي)3(
)4( Gهاي سيلوي خود است ضرب مستقيم زير گروه  حاصل  .  
 در اين صورت طبق قضيه.  باشدG ازماكزيمال يك زير گروه M وتوان پوچ Gفرض كنيد): 1(⇒ )2( اثبات

)بلق )GM N M G< )داريم  M، بنابر ماكزيمال بودن≥ )GG N M=دهد كه نتيجه ميM G .  

)و Gزير گروه سيلو از -pيكP فرض كنيد): 2(⇒) 3( )GN P G< )بنابراين زير گروه). فرض خلف 
)چنان موجود است كه G ازMماكزيمال )GN P M G≤ )با توجه به قضيه قبل داريم. > )GN M M= كه 

  .  استMتناقض با نرمال بودن
  . ملاحظه شود8فصل از  5 تمرين :)3( ⇒) 4(

   .شود  نتيجه مي11 و قضيه 3 ال از مث:)4( ⇒) 1(

  
v كند اهي را مشخص ميتوان متن هاي پوچ  ساختار گروهبالاقضيه  :تذكر .  

  

  
  

هاي آزاد فاقد هر گونه روابط غير  گروه. هاي آزاد خواهيم پرداخت در اين بخش به توصيف گروه
ها بدين دليل  هاي آزاد در نظرية گروه از طرف ديگر اهمييت گروه. باشند بديهي بين عناصرشان مي

بنابراين . صورت خارج قسمت يك گروه آزاد نمايش داد هوان بت است كه هر گروه دلخواه را مي
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 لازم به ذكر است كه .ها بطور عام است هاي آزاد همان مطالعة نظرية گروه مطالعة خارج قسمت گروه
  . ها نه تنها در جبر، بلكه در توپولوژي نيز بسيار مورد توجه است اين نوع نمايش گروه

   :دهيم قرار مي.  يك مجموعه غير تهي باشدXفرض كنيد
{ }1 1 .X x x X− −= ∈  

 صرفاً يك نماد است، زيرا هيچ نوع عمل −1xدر اينجا.  نيستx معكوس−1xتوجه داشته باشيد كه
)براي مثال(تعريف نشده است Xدوتايي روي  ){ }1 ,2X x x X− =  نمايش 1 كه آنرا بانصريع). ∋

1Xگيريم كه در دهيم در نظر مي مي X−∪بر كلمه يك.  نباشدX نامتناهي اي است دنباله 
)مانند )1 2, ,...x x با{ }1 1ix X X−∈ ∪ n بطوريكه ∪ k چنان موجود باشدكه براي هر∋ n≥ ،

1kx ) دنباله ثابت. =   . دهيم  نمايش مي1 گوييم و با تهيةكلم را ...,1,1(
  

)كلمه )1 2, ,...x x گوييم اگر براي هركاهش يافته را يك كلمه x X∈ عناصر ،x1وx− 
  : داشته باشيمiمجاور نباشد، يعني براي هر

)1(                                               
1

1

1
1

i i

i i

x x x x

x x x x

−
+

−
+

⎧⎪ = ⇒ ≠⎪⎪⎨⎪ = ⇒ ≠⎪⎪⎩
                             

)2( 1kx 1ix ايجاب كند كه= i براي هر= k≥.  
)هر كلمه كاهش يافته به فـرم       )1 2

1 2, ,..., ,1,1,...n
nx x xα α α  1باشـد كـه      مـيiα = ix و ± X∈) .   توجـه 

1كنيد كه 
ix
ه وكلمه اخيـر    در ضمن براي ما مناسب است كه پرانتزها را برداشت          ). است ix به معني  +
1را به صورت  

1 ... n
nx xα α فرض كنيد .  بنويسيم( )F X   هاي كاهش يافته از      مجموعه تمام كلمهX باشد  .

) ،   به طريق طبيعي   )F X    به ازاي هـر دو كلمـه       : است يك گروه ,y x از ( )F X  كلمـه xy    را كلمـه 
نـصر   بـه عنـوان ع     1واضح است كه كلمه تهي    . كنيم   از دو كلمه تعريف مي     xyكاهش يافته از توالي   

1تهبراي هر كلمه كاهش ياف    . كند   عمل مي  هماني
1 ... n

nx x xα α= 11، كلمه
1...n

nx x x αα −−  معكـوس   =−
)ايم كه به اين ترتيب نشان داده.  استxكلمه )F Xيك گروه است  .  

  

9-12تعريف
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( )F X ــروه آزاد را ــط گـ ــده توسـ ــد شـ ــيX توليـ ــاميم   مـ ــر(نـ Xاگـ = ــرار ∅  قـ
)دهيم مي )F X e=< >.(  

  
 و زير F، گروه آزادGيعني براي هر گروه. يك گروه آزاد استريختهر گروه تصوير هم

R نرمالگروه Fچنان موجود اند كه /G F R≅ .  
G فرض كنيد:اثبات X=< )دهيم قرار مي. < )F F X= .تابعϕكنيم  را به صورت زير تعريف مي  :  

( )
1 1

1 1

:

 ... ...n n
n n

F X G

x x x xα αα α

ϕ →  

F/ است و لذابروريختي يك ϕبه وضوح R G≅كه در اينجا ، =KerR ϕ.   

  
  

ــروه   ــد گـ ــرض كنيـ ــطGفـ } توسـ }iX x= ــود ــد شـ ــضيه .  توليـ ــق قـ ــلطبـ   قبـ
( )/ /G F X R F R≅ ــر. = }عناصـ }iX x=  ــر ع ــد وهـ ــصررا مولـ }نـ }iR r= ــك يـ

G/ گـروه  ده و ناميGرابطة F R≅ ـ  iصـورت    هرا ب iG x r=<  نمـايش داده و آن را يـك       <
  .ناميم ميGگروه نمايش آزاد

 
v داشته باشيم كه بجز روابط موجود درتوجه ):1 (تذكر R،ديگري بين ة هيچ رابط 

 .   موجود نيستixمولدهاي
ir چون  ):2( R∈) 1يعنيir 1بجاي نماد ،  مناسب است) = 2 1 2, , , , , ,n mG x x x r r r= … … ،
   . زير استفاده شودز نمادا

10-12تعريف

14-12قضيه
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1 2 1 2 ., , , 1n mG x x x r r r=< >= = = =… …  
2 فرض كنيد:4مثال 3 1 1, 1G x y x y x y xy− −=< = = = از .  باشدG يك نمايش براي گروه<
1رابطه 1 1x y xy− − xy خواهيم داشت= yx= .نصرچون هر عG عناصر تركيبي ازxو  yاست  .
iتوان به صورت    را ميGنصرهر ع.  گروهي آبلي استGپس jx y، 1 2i≤ ≤ ، 1 3j≤ .  نوشت≥
6Gلذا  aحال اگر قرار دهيم. = xy=آنگاه ،( ) 6a =Dو در نتيجه G a=گروهي دوري است   .

6ش داراي نمايGشود كه در اين مثال مشاهده مي 1G a a=< =   .   نيز هست<
  

2فرض كنيد :5مثال 2, ,G x y y x y yx y x=< = = 2y باشد ازG  نمايش براي گروه< x y= با 
1y− ،1yxضرب از چپ در 1yx با قرار دادن.آوريم   را به دست مي= 2yx در= y x= 

)يعني )( )yx xy x=گيريم  نتيجه ميxy x= . 1سپس با ضرب از چپ درx−1خواهيم داشتy = .
1yxبا جايگزيني در 1xآوريم  به دست مي=  گروهي بديهي Gايم كه به اين ترتيب نشان داده. =

  . است
  

 مسئلة. داشته باشدهاي متفاوتي  ممكن است نمايش يك گروه دهند كه هاي قبل نشان مي مثال
 حتي نشان داده شده كه تعدادي از اين ،مشكل باشدممكن است خيلي يكسان بودن دو نمايش 

تعريف براي كشف يك  مسائل در ارتباط با اين نظريه قابل حل نيستند، يعني روش عادي و خوش
  ر بلنداين مسائل حل ناپذير مشتم. راه حل در تمام حالات وجود ندارد

   هستند،يكريخت  نمايشو تشخيص اينكه آيا دمسأله :)1(
   ، عرضه شده با يك نمايش، آبلي يا بديهي استآيا گروه :)2(
 حاصلي از مجموعه w  براي تعيين اينكه آيا يك  كلمة مفروض كلمهمسأله له مشهورأمس  :)3(

}مفروض كلماتي چون }iwهست يا نه  .  
  .  داراي نمايش زير استnD  گروه:)nDنمايش گروه دو جهي(  6مثال

2 2, ( ) 1 .nx y x y xy< = = = >  
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2 فرض كنيد :حل 2, ( ) 1nG x y x y xy=< = = = :تابع. < nG Dϕ x با ضابطة→ δ→و  
y τ→مروي تماريختي ، كه بوسيلة همGاز اينكه مرتبة هر . ستبروريختي ايابد، يك   توسعه مي

nG بوده و در نتيجهيكريختييك ϕ است، 2n برابرG وnDدوي D≅ .  
  

  .بريم اين بخش را با تعريف زير به پايان مي
  

2nبه ازاي هر عدد طبيعي        كه آنـرا    4nمرتبة از   هاي تعميم يافته   كواترنيونگروه. ≤
2GLدهيم زير گروهي از   نشان مي4nQبا (   . شود است كه با دو ماتريس زير توليد مي(

0 0 1
,

1 00

i
n

i
n

e

e

π

π−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  .  داراي نمايش زير است4nQشود كه به آساني ملاحظه مي
2 1 1, , .nx y x y y xy x− −< = = >  

v 8 گروه كواترنيون از مرتبة:تذكر،{ }1, , ,Q I J K= ± ± ± .  استيكريخت8Q، با گروه±
 ). ملاحظه شود19تمرين(

  

  
دهـيم كـه      در اين بخش به كمك نتايجي كه در بخش قبل ذكـر شـده، بـه ايـن سـوال پاسـخ مـي                       

كل جواب دادن به اين سوال، در حالـت كلـي مـش   .  چه هستنديكريخت با تقريب nهاي مرتبه   گروه
 اسـت را بـا تقريـب        15شـان كـوچكتر يـا مـساوي         هاي متناهي كه مرتبـه      در اين بخش گروه   . است

عرضـه  ) نمـايش آزاد  (ها را به وسيله مولدها و روابـط بـين آنهـا               اين گروه . كنيم   معين مي  يكريختي
  . كنيم مي

12-12تعريف

 

 

 

 

 

 هابندي  برخي رده12-5 
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 دو عدد اول هستند به q و p باشد كه در آنpq يك گروه از مرتبهGفرض كنيد

pطوريكه q> . در اين صورت ياpqG ≅    يا [
1, 1, ,p q rG a b a b bab a−=< = = = >  

1 اينجادر r p< 1 ست كهي طبيعي ا عدد>
pqr ≡ .  

a, طبق قضيه كشي عناصر:اثبات b G∈چنان موجودند كه ( )a p=Dو  ( )b q=D . زير
Aگروه a= يك  p-زير گروه سيلو از Gاگر .  استpnتعداد p-هاي سيلوي  زير گروهG ،باشد  

pnآنگاه بنابر قضيه سوم سيلو pq 1 و
p

pn }  لذا ≡ }1, , ,pn p q pq∈كه چون p q>1  بايدpn = ،  
Aيعني G� .حال چون/G A q=، يك عدد اول است  /G A bA=بنابراين هر .  دوري است

i به صورتGنصرع ja bباشد، لذا   مي,G a b= .اگرqnتعداد  q−هاي سيلوي زير گروهG ،باشد
qnآنگاه pq، 1

q
qn }  و≡ }1, , ,qn p q pq∈1شود  كه نتيجه ميqn qn  يا= p= .  

1qn اگر):1(حالت  B  آنگاه= b G= }، قضيه لاگرانژاز طرفي طبق. � }A B e∩    رو از اين. =
.p q pqG A B≅ × ≅ × ≅] ] ]  

qn حال فرض كنيد   ):2(حالت   p= .چونA G�،  1 پـس rbab a A− =  يـك   r، كـه در اينجـا       ∋
1عدد صحيح مثبتي است كه     r p< 1rاگر (.> 1qn آبلي و در نتيجـه   G، آنگاه    =  كـه تنـاقض   =

rاگــر. اســت p= آنگــاه a e= 1 و در نتيجــهp از طرفــي ). كــه بــاز هــم تنــاقض اســت    =
qq q ra b ab a−= 1 رو  از اين   و   =

pqr ,1بنابراين. ≡ 1,p q rG a b a b bab a−=< = = =  در   كه ،<
1آن  r p< 1 عددي طبيعي است كه >

pqr ≡ .  

  
  

  در اين صورت.   باشد2p يك گروه از مرتبهG يك عدد اول فرد وpفرض كنيد

2pG ≅ ] pG يا  D≅

15-12قضيه

3-12نتيجه
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  . شود  به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي:اثبات

  
  .دننك  را رده بندي مي12 و8هاي مرتبه  گروه،قضاياي زير

  

4 ، [8 : موجود است8از مرتبه) يكريختيدر حد ( پنج گروه  2×] 2 و [ 2 2× ×] ] ] 
4 و 4Dاند و كه آبلي 2 2 1 1

8 , 1, ,Q a b a a b bab a− −=< = = =  از ها گروه كواترنيون،<
 .باشند، كه غير آبلي مي8مرتبه

 به صورت Gهاي آبلي  آبلي باشد، در اين صورت با توجه به قضيه اساسي گروهG اگر:)الف( اثبات
  . هاي زير است يكي از گروه

8 4 2 2 2 2, ,× × ×] ] ] ] ] ]  
 داشته باشد و 8ي از مرتبهنصرتواند ع  نميG . باشد8 گروهي ناآبلي از مرتبهG فرض كنيد:)ب(

فرض .  باشد4ي از مرتبهنصر بايد داراي عGرو يناز ا.  باشد2آننصر يا اينكه مرتبه هر ع
aكنيد G∈و ( ) 4a =D چون [ ]: 2G a a لذا= Gو در نتيجه�  / 2G a بنابراين . =

b\ي مانندنصرع G a∈2  چنان موجود است كهb a∈.2 اگرb a=از آنجا كه ،( ) 4a =D  
)خواهيم داشت ) 8b =D،2به دليل مشابه.  كه تناقض است 3b a≠ . در نتيجه دو حالت زير اتفاق

  :افتد مي
2):1(حالت  1b 2 ):2(حالت                                                              ،= 2b a=.  
aچون  G1، پس�bab a− 1كان اين است كه   و تنها ام∋ 3 1bab a a− −=    لذا  ،=

4 )1(در حالت  2 1 1
4, 1 ,G a b a b bab a D− −=< = = = >≅  

4)  2(در حالت  4 2 2 1 1
8, 1 , ,G a b a b a b bab a Q− −=< = = = = >≅.  

  
  

16-12قضيه
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6 و 12: وجود دارد12از مرتبه)يكريختيدر حد(قضيه پنج گروه  اند و   كه آبلي×2

4A،6D2 و 3 1 16, 1, ,T a b a b a bab a− −=< = = = > .  

 با يكي از Gهاي آبلي  آبلي باشد در اين صورت طبق قضيه اساسي گروهG اگر:)الف( اثبات
6يا 12هاي  روهگ   .  استيكريخت ×2
در اين .  باشدG  يك  زير گروه سيلو ازPفرض كنيد.  آبلي نباشدG حال فرض كنيد:)ب(

3Pصورت ] و= ]: 4G P G:4ريختيهم. = Sϕ KerK چنان موجود است كه→ Pϕ= ≤ .
3Pچون }، خواهيم داشت = }K e= يا K P= . اگر{ }K e=آنگاه ،G4  با زير گروهي ازS از 

Kاگر). چرا؟(  استيكريختباشد   مي4A كه12مرتبه  P= آنگاه ،P G و P زير گروه -  3تنها 
 يكي از اين دو عنصر cاگر.  است3 از مرتبهنصر شامل دقيقاً دو عGبنابراين. باشد  ميGسيلوي

:باشد، آنگاه ( )GG C c⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ )در نتيجه.  است2 يا1باشد، برابر  ميcهاي   كه تعداد مزدوج⎦ )GC c زير 
)ي مانندنصر، بنابر قضيه كشي عحالتدر هر دو . باشد مي12 يا 6  با مرتبهGگروهي از )Gd C c∈  

)موجود است و لذا2از مرتبه  ) ( ) ( ) 3 2 6cd c d= = × aفرض كنيد. = cd= . در اين
]صورت ]: 2G a a و لذا = G و  

2/ , ,G a b a b a b a= ∈ ≠  
1babاز آنجا كه  a− ) ناآبلي وGو∋ ) 6a 1، خواهيم داشت = 5 1bab a a− −= =   

2bبراي a∈2. ، شش امكان موجود است 2b a=2و 4b a=2. رسند  به تناقض ميb a=2و 5b a= 
)دهند كه   نتيجه مي ) 12b 2bبنابراين. آبلي استG، يعني= e=2 يا 3b a= و لذا  

6 2 1 1
6, 1 ,G a b a b bab a D− −=< = = = >≅  

  يا
6 2 3 1 1, 1 , , .G a b a b a bab a T− −=< = = = >=  

  

17-12قضيه
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  .  آورده شده است30هاي ناآبلي از مرتبه كوچكتر از  در جدول زير نمايش گروه
  مرتبه  مولدها  روابط  ساختار

3 3S D≅ ( )22 3 1a b ab= = = ,a b 6  
4D 
8Q 

( )24 2 1a b ab= = = 
4 2 2 1 11, ,a a b bab a− −= = = 

,a b 
,a b 

8  

5D ( )22 5 1a b ab= = = ,a b 10  
4A 
6 2 3D D= × 
T 

( )32 3 1a b ab= = = 
( )26 2 1a b ab= = = 

6 2 3 1 11, ,a b a bab a− −= = = 

,a b 
,a b 
,a b 

12  

7D ( )27 2 1a b ab= = = ,a b 14  
2 4D× 
2 8Q× 
8D 

( ) ( ) ( )2 42 2 2 2 1a b c ab ac bc= = = = = = 
( )22 2 2, 1, ,a b ab c ac ca bc cb= = = = = 
( )28 2 1a b ab= = = 

2 31 ,a aba b= = 
2 31 ,a aba b−= = 
4 4 1 11 ,a b b ab a− −= = = 

( ) ( )244 4 1 1a b ab a b−= = = = 
2 2 2 1,a b c abc bca cab= = = = = 

( )24 2a b ab= = 

, ,a b c 
, ,a b c 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
, ,a b c 
, ,a b c 

16  

3 3D× ( ) ( )2 22 2 1 ,a b ab ba= = = 
( )22 9 1a b ab= = = 

( ) ( ) ( )2 32 2 2 3 1a b c abc ab ac= = = = = = 

,a b 
,a b 
, ,a b c 

18  

10 2 5D D≅ × ( )210 2 1a b ab= = = 
2 1 2 1a baba b− = = 

,a b 
,a b 

20  
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( )25 2a b ab= = ,a b 
  3 1 21 ,a a ba b−= = ,a b 21  

11D ( )211 2 1a b ab= = = ,a b 22  
2 4A× 
2 6D× 
3 4D× 
3 8Q× 
4 3D× 
2 T× 
12D 
4S 

( )23 2 1 1a b a bab−= = = 
( ) ( ) ( )6 22 2 2 2 1a b c bc ca ab= = = = = = 

2 12 51 ,a b aba b−= = = 
12 2 6 1 71 , ,a b a b ab a−= = = 
2 12 51 ,a b aba b= = = 
4 6 1 11 ,a b a ba b− −= = = 

( )212 2 1a b ab= = = 
( )32 4 1a b ab= = = 
( )23 3a b ab= = 
( ) ( )224 6 1 1a b ab a b−= = = = 
( )32 2a b ab= = 
( )22 6a b ab= = 

,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 
,a b 

24  

13D ( )213 2 1a b ab= = = ,a b 26  
  ( ) ( )333 3 1 1a b ab a b−= = = = 

3 1 21,a a ba b− −= = 
,a b 
,a b 

27  

14D ( )22 14 1a b ab= = = 
( )22 7a b ab= = 

,a b 
,a b 

28  

53 D× 
5 3D× 
15D 

2 41,a aba b= = 
2 41,a aba b−= = 

( )215 2 1a b ab= = = 

,a b 
,a b 
,a b 

30  

  

www.mathematic87.blogfa.com



                                                                                                                          12صل ف
                         

 

 

٣١٦

  
  
4هاي تركيبي تمام سري. 1 3 3,A S   .  را بنويسيد4Sو×
  .  استپذير حل گروهي 60 كوچكتر ازبةمرت با  هر گروه  ثابت كنيد.2
  .هولدر قضية اساسي حساب را ثابت كنيد- با استفاده از قضيه ژردان.3
   نشان دهيد.يك عدد طبيعي باشدnاعداد اول وrوp،q فرض كنيد.4
)a( هر گروه از مرتبة pqrاستپذير حل ،   
)b (2 هر گروه از مرتبة 2p qاست،پذير حل   
)c (هر گروه از مرتبة np qاستپذير حل .  

  .  كه هر گروه نامتناهي الزاماً داراي يك سري تركيبي نيست با يك مثال نقض نشان دهيد.5
  .متناهي باشدG داراي سري تركيبي است اگر و فقط اگرGثابت كنيد گروه آبلي .6
7.) a (اگرG هر زير گروه نرمال مينيمال ، ثابت كنيد متناهي باشدپذير حل يك گروه Gيكp -

  گروه آبلي است،
)b (اگرNتوان يك زيرگروه نرمال غير بديهي از گروه پوچG،نشان دهيد باشد ( )N C G e∩ ≠< >.  
)c ( كنيدفرضG غير ثابت كنيد كه هر زير گروه نرمال مينيمال.  متناهي باشدتوان پوچيك گروه 

) درG ازبديهي )C Gقرار دارد و داراي مرتبه اول است  .  
] ثابت كنيد، باشدG متناهيپذير حلاي از گروه  ال سره يك زير گروه ماكزيمMاگر .8 ]:G M 

  . تواني از يك عدد اول است
ثابت ، هاي سرة آن آبلي باشند هويك گروه متناهي غير ساده باشد بطوريكه همة زيرگرG اگر.9

  . استپذير حلGكنيد
  :شرايط زير معادلند نشان دهيد. يك گروه متناهي باشدG فرض كنيد.10
)a( G است،توان پوچ يك گروه   

 

 

 

 

 

تمرينها 
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)b (براي هر دوعنصر,x y G∈،كه مرتبة آنها نسبت بهم اول است  xy yx=.  
11.) a(3 نشان دهيدS4 وS ند،پذير حل نيستند، در صورتيكه توان پوچ  
 )b( نشان دهيدGL ( )n نيستتوان پوچ .  

 Gزيرگروه فراتينـي را Gهاي ماكزيمـال  زيرگروهاشتراك همة .  يك گروه باشدG فرض كنيد .12
)با علامت  و نامند )GΦ    هرگـاه . دهنـد    نمـايش مـيG            داراي زيرگـروه ماكزيمـال نباشـد، بـر طبـق 

)قرارداد )G GΦ =.  
)a (فرض كنيدGنشان دهيد. يك گروه متناهي باشد( )GΦاستتوان پوچ .  
)b (فرض كنيدGثابت كنيد. يك گروه متناهي باشدGاست اگر و فقط اگرتوان پوچ ( )G G′ ≤ Φ.  

|| عدد اولي باشد كهpثابت كنيد كه اگر.  متناهي باشدتوان پوچ يك گروه G فرض كنيد .13 |p G ،
||آنگاه ( ) |p C G.  

)Aut اگرثابت كنيد كه. اشد ب متناهي يك گروهGفرض كنيد .14 )G باشدتوان پوچ ، 
  . استتوان پوچGآنگاه

15.) a (ةنشان دهيد گزار) درست نيست،توان پوچهاي   در مورد گروه6از قضيه ) 2   
)b(  فرض كنيدG    يك گـروه و ( )H C G≤ . اگـرHو/G H  ثابـت كنيـد    ، باشـند  تـوان  پـوچ G  نيـز

  . استتوان پوچ
)فرض كنيد .16 )F Xگروه آزاد توليد شده توسط مجموعه غير تهيXو( ):i X F X→  تابع

f:و يك گروهGرگا. شمول باشد X G→ ،همريختي يكتايي مانندنشان دهيد يك تابع باشد 
: ( )f F X G→چنان موجود است كه f fi= .استپذير   نمودار زير تعويض،عبارت ديگر به.                         

  
2 ثابت كنيد.17

2, | 1,  x y x xy yx< = = >≅ ×،  
18. )a( اگرn 1، ثابت كنيد∋ 1 1 1, | ,n n n nx y y x y x x y x y− + − +< = =   ،گروه بديهي است يك <

)b (2اگر 3 7, | ( ) 1G x y x y xy=< = = = G'، ثابت كنيد< G=.  
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} نشان دهيد .19 }1, , ,Q I J K= ± ± ±   . استيكريخت8Q گروه با،8 از مرتبة گروه كواترنيون،±
  .بندي كنيد  را رده30 و20 و18هاي با مرتبه  تمام گروه.20

  

  
  
|گروهي حل ناپذير باشد بطوريكهGفرض كنيد .1 | 120G 5Gثابت كنيد. ≥ A≅.  
نـشان  ول باشـد،     عددي اول يا مربـع عـددي ا        G انديس هر زيرگروه ماكزيمال گروه متناهي      اگر .2

  . استپذير حلGدهيد
  .  نيز متناهي مولد استGهر زيرگروهنشان دهيد  متناهي مولد باشد، توان پوچ يك گروه Gاگر .3
   .را رده بندي كنيد) عددي اول3p)p هاي مرتبة گروه .4
  . را رده بندي كنيد24هاي مرتبة همة گروه .5
  

  
  

 ).1380(انتشارات مبتكران . ها نظرية گروه. جمالي، عليرضا. 1

2.  Dixon, J. D. Problems in Group Theory. Dover Publishing Inc., New York,1973.  

3.  Robinson, D. J. S. A Course in the Theory of Groups. Springer-Verlag, 1996.  

4.  Rotman, J. J. The Theory of Groups. Allyn and Bacon Inc., Boston,1973.  
5.  Suzuki, M. Group Theory I, II. Springer-Verlag, Berlin,1982,  1986.  
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    حل تمرينهاي فرد
  
 

) به جواب مطمئن شويداهگنخود براي حل هر تمرين قبل از  تلاش و  از سعيفاًطل(  
 

 

  
 

1 .(a): Gپذيري نيست  داراي خاصيت شركت. 
(b): G 0در اين گروه. يك گروه استe 1x و= x− =. 
(c): G 0در اين گروه. يك گروه استe 1 و= ( ) /( )1x x x− −= +.  
(d): G يك نيم گروه است.  

3.  
جدول 4( , )+]  

3  2  1  0  +  
3  2  1  0  0  
0  3  2  1  1  
1  0  3  2  2  
2  1  0  3  3  

هاي مستطيل حركتجدول گروه   
2µ1µρ  idD  
2µ1µρ  idid

1µ2µidρ  ρ  
ρ  id2µ1µ1µ

idρ  1µ2µ2µ

 

 

 

 

 

1فصل 

www.mathematic87.blogfa.com



حل تمرينهاي فرد                                                                                                
                                                     

 

 

٣٢٠ 

,id} :مستطيل عبارتند ازهاي  حركتهاي  غير بديهي گروه  زيرگروه }ρ،1{id, }µ2و{id, }µ .
,0}درحالي )4 تنها زير گروه غير بديهي{2 ,   .اين دو گروه متفاوتندرو  از اين. باشد  مي[+(

5. (12) {1,5, 7,11}U  : و جدول كيلي آن=
 

117  5  1 i  
117  5  1 1 
7  111 5  5  
5  1 117  7  
1 5  7  1111

 
2 و[7.8 2 2× ×] ] 4 و[ 2×]  . اندها متفاوت هن گرو ايهاي  تعداد زيرگروه.[
3هاي  تعداد زيرگروه.9 3×]   . زيرگروه است3 داراي[9 در حالي كه6برابر[
eفرض كنيد) فرض خلف (.11 x G≠ 2xچون. ∋ e≠1، لذاx x  دهيم مي قرار. ≠−

1
1 { , , }S G x x e−= 1Sوضوح هب. − =  رو فرض كنيد يك تناقض است، از اين، ∅

1y S∈،2y e≠ .1دهيم  قرار مي 1
2 { , , , , }S G x x y y e− −=  متناهي است اين Gچون. −

  اي موجود است كهnشود، يعني روند در جايي متوقف مي
nS = 2بنابراين. ∅ 1nG =   .، كه تناقض است+

1 داريم.13 1 1 1 1 2( )ba ab ba b b ba b− − − − − −= = 1bوي اخير دربا ضرب طرفين تسا. = − 
1خواهيم داشت 2a a b− 2 و لذا=− 2a b   در نتيجه. =−

4 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 .( ) ( ) ( )( ) ( )( )a a a a b a ab b a ba b ab ab ba ab e− − − − − − −= = = = = = =  
4بنابراين 4b a e−= =.  

15.(a) :با قرار دادنb e=2 در رابطة( )ab ab=2خواهيم داشتa a=درنتيجه ،a e= ،
}يعني }G e=.  

 (b) :2چون 2 2( )ab a b=لذا ،abab aabb= .با حذف,a bخواهيم داشت ab ba=.  
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(c):1داريم 1 1 1 1(( ) ) ( )ab ab a b ba− − − − −= = =. 
17.(a) :2فرض كنيد, SL ( )A B ∈ AB,1هاي وضوح درايه به. [ A   .باشند  صحيح مي−

(b) :H K∩همواره زير گروه Gاست ولي H K∪در حالت كلي زيرگروهي از G 
2بعنوان مثال فرض كنيد. نيست 2G = ×] H{(1,0),(0,0)} و[ K{(0,1),(0,0)} و= = .

Hوضوح هب K∪زيرگروه نيست .  
(c) :اگرG آبلي باشدHKزيرگروهي از Gاما در حالت كلي اين مطلب درست .  است

3Gبعنوان مثال فرض كنيد. نيست S=1و{id, }H µ=2و{id, }K µ= .صورت در اين 
1 2 1{id, , , }HK µ µ ρ=3، كه زيرگروهي ازSنيست . 

, فرض كنيد.19 ( )x y C G∈ .صورت براي هر در اينg G∈داريم :  
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

( ) ( )( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ),

xy g xy g x g y x yg

x gy xg y g xy

− − − − − − − −

− − −

= = =

= = =
  

1و لذا ( )xy C G− ∈.  
21.(a)) :استقرا رويn(1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )( )n n n naba aba aba ab a aba ab a− + − − − − + −= = =.  

(b)) : استقراn(  
1( 1)1 1 1 1 .( ) ( ) ( )

n n n nnn n n m m m m ma ba a a ba a ab a aba b b
+− ++ − − −= = = = =  

  

  
 

1.(a)  :ــت (8).نادرس {1,3,5,7}U ــست= ــرا .  دوري ني 3زي {1,3}< >=، 5 {1,5}< >= 
7و {1,7}< >=.  

(b) :(49,60) زيرا.نادرست >6049و لذا=1 >= ].  
(c):اگر. نادرست /m n=< )، كه_< , ) 1m n )/1/صورت دراين. = 1) m nn ∈< >+ 
kولذا )/1د است كه چنان موجو[∋ 1)( ) / nkm n = )بنابراين. + 1)km n n+ ، كه =

  .تناقض است
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:(d)2 . نادرست 2G = ×]   . را در نظر بگيريد[
,2بـة عناصـر   ، مرت 18 برابـر  1,5,7,11,13,17 مرتبة عناصر  [18 در .3 ، 9 برابـر  4,8,10,14,16

(9) و در نهايت3 برابر6,13، مرتبة عناصر6 برابر3,15مرتبة عناصر 2=D (0)و 1=D.  
4D،(id)در 1=D1، مرتبة عناصر 2 1 2 2, , , ,µ µ δ δ ρ1 ومرتبة عناصر2 برابر 3,ρ ρ 

  باشد، كه در اينجا مي4برابر
1 2 3 4

id
1 2 3 4

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
،1

1 2 3 4

2 3 4 1
ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
،2

1 2 3 4

3 4 1 2
ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
،3

1 2 3 4

4 1 2 3
ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
،  

1

1 2 3 4
.

2 1 4 3
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
،2

1 2 3 4

4 3 2 1
µ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
،1

1 2 3 4

3 2 1 4
δ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
2و

1 2 3 4

1 4 3 2
δ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
  

5.( ) | 24aDولذا ( ) {1, 2,3,6,8,12, 24}a ∈D. 
اي باشد mاگر. باشد  مولد مي دو داراي دقيقاً [3 داراي دقيقاً يك مولد و [7.2
)كه )n mϕ=آنگاه ،m]دقيقاً داراي nمولد است . 
9 (a)  :فــرض كنيــد( )a d=D .1صــورت در ايــن 1( ) ( )d da a e− −= حــال اگــر عــدد . =

)(1   چنان باشـد كـه  mطبيعي ma e− )1، آنگـاه = )m ma a e− −= d| و لـذا = m− و در 
dنتيجه m≤1، يعني( )a d− =D.  
(b) :  فرض كنيـد( )a d=D . 1صـورت  در ايـن 1( )d dgag ga g e− −= حـال اگـر عـدد    . =

ــي ــه mطبيع ــد ك ــان باش )1   چن )mgag e− ــاه= 1، آنگ 1( )m mgag ga g e− −=  و =
maلذا e=در نتيجه ،d m≤1، يعني( )gag d− =D.  

(c)  :طبق قسمت(b) 1: خواهيم داشت( ) ( ( ) ) ( )ba a ba a ab−= =D D D.  
) برابــر[pq تعــداد مولــدهاي .11 ) ( 1)( 1)pq p qφ = −  برابــر [pqو تعــداد مولــدهاي −

1( ) (1 1/ )n n n np p p p pφ −= − =   . تابع اويلراستφ، كه در اينجا−
ــر  .13 Hاگـــــ g h=< > ∩< ــاه< | ، آنگـــــ || ( ) 15H g =D و | || ( ) 16H h =D.  

|بنابراين | 1H =.  
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) چــون  .15 ), 1m n r,، لــذا اعــداد صــحيح= s1چنــان موجودنــد كــهmr ns+  اگــر. =
x a b∈< > ∩< m  ، آنگاه< nx x e= .1ولذا= ( ) ( )mr ns m r n sx x x x x e+= = = =  

} فرض كنيد.17 , }H e a=و{ , }K e b=صورت  دراين.  باشند2دو گروه متمايز از مرتبة
{ , , , }HK e a b ab=از4يك زيرگروه مرتبةGه لزوماً دوري نيست، بعنوان اين زير گرو. است

2مثال 2G = ×]   .را ملاحظه نماييد[
 داريم .19

g G
G g

∈
= <   داراي تعـداد متنـاهي زيرگـروه اسـت، خـواهيم داشـت             Gچون. ∪<

1

n

i
i

G g
=

= < 1براي هر. ∪< i n≤ ≤، ig<  زيـرا در  ، بايد يك گروه دوري متناهي باشـد <
ــن ــر اي >igصــورت غي ــود  G ودر نتيجــه< ــد ب ــروه خواه ــر گ ــاهي زي ــداد نامتن . داراي تع

بنابراين
1

( )
n

i
i

G g
=

≤ <∞∑ D. 

,1 يك زيرگروه سرةH فرض كنيد.21 , nG x x=< قرار .  باشد…<
}:دهيم مي | }K G H K G= ≤ ≤ <Ω .چونH ∈Ωلذا ،≠ ∅Ω .فرض كنيد 

1 2 3K K K⊆ ⊆ مدهي قرار مي.  باشدΩ يك زنجير صعودي از"⊇
1
i

i

K K
∞

=

= به . ∪

Kحال فرض كنيد.   استG يك زيرگروهKوضوح G= .صورت دراين 
iix K∈ Aكه،  

1 i n≤ }اگر.  ≥ } 1
max

n
i i=

=A Aنگاه، آK G=Aيعني. ، كه تناقض استK ∈Ω . به
 داراي عنصر ماكزيمال است يا Ωبنابراين. كند  در شرايط لم زرن صدق ميΩعبارت ديگر

  . ماكزيمال قرار داردگروهك زير در يHطور معادل به
  

  
  
1.(a) :(1 4 8 3 9 5 2 7 6).(b) :(1 6 2 3)(4 7).  

3 .-1 2 1(     )n na a a a….  
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:  عبارتند از4Aهاي  زيرگروه.5
{id}،4A،1 {id,(1 2)(3 4)}H =،2 {id,(1 3)(2 4)}H 3و= {id,(1 4)(2 3)}H =،

{id,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}H =،1 {id,(1 2 3),(1 3 2)}K =،
2 {id,(1 2 4),(1 4 2)}K =،3 {id,(2 3 4),(2 4 3)}K =،4 {id,(1 4 2),(1 2 4)}K =.  

   .ندارد6زير گروه مرتبة4Aد كهتوجه داشته باشي
σ(5 4 3 2 1) فرض كنيد.7 τ(8 7 6) و= )صورت  دراين.= ) 15στ =D.  
  .2 فصل18 نتيجة مستقيم تمرين.9
1 فرض كنيد.11 2 kσ σ σ σ= ضرب دورهاي مجزا  به حاصلσ  تجزية"

)باشد , 2)i id kσ ≠ 1صورت در اين. ≤ 2( ) ( ) ( )k nσ σ σ+ + + ≤D D " D .چون iσ دوري به
) طول )iσDضرب حداكثر توان آنرا به حاصل  لذا مي،است ( ) 1iσ −Dرو   از اين. ترانهش نوشت
σضرب حداكثر توان به حاصل  را ميtترانهش نوشت كه  

1 2 1 2( ( ) 1) ( ( ) 1) ( ( ) 1) ( ) ( ) ( )k kt kσ σ σ σ σ σ= − + − + + − = + + + −D D " D D " D  
2kاز طرفي چون 2t، خواهيم داشت≤ n≤ −.  

)ه به اينكه با توج.13  ) (1 )(1 )(1 )i j i j i=لذا ،nSتوان با   را مي
2هاي ترانهش  , (1 , )i n i≤ (  1) توليد كرد، از طرفي چون≥ (1 )(1 )i j j i=لذا ،nA را 

, توان با دورهاي مي 2 ,   , (1  )i j i j n i j≠ ≤   .د كرد تولي≥
15.(a)  :فرض كنيد( ) ( ) ( )1 2 , 2 3 ,..., 1 H n n=< −   كافي است با استقرا نشان <

2.دهيم كه   ,(1 )k n k H≤ ≤ , 1)  داريم ∋ 2) H∈ . حال فرض
1كنيد   , (1 )k n k H≤ <   صورت در اين. ∋

(1 1) (  1)(1 )(  1)k k k k k k H+ = + + ∈  
(b)  :فرض كنيد( )1 2σ )و= )1 2 nτ =  توان ملاحظه نمود كه به آساني مي. …

( )1 2i i i iτ στ− = +   .  و لذا طبق قسمت قبل مسئله حل است+
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17.(a) ) :فرض كنيد) برهان خلف( )nC Sσ idσو∋ ,1,2}بنابراين. ≠ , }x n∈ چنان …
)موجود است كه )y x xσ= } اگرحال . ≠ , }z x y∉آنگاه ،(  ) (  )y z y zσ σ≠ كه تناقض ،

  .است
(b) ) :فرض كنيد) برهان خلف( )nC Aσ idσو∋ ,1,2}صورت دراين. ≠ , }x n∈ نان چ…

)موجود است كه )y x xσ= }اگرحال . ≠ , , ( )}z x y yσ∉آنگاه ،(   ) (   )x y z x y zσ σ≠ كه ،
  .تناقض است

id فرض كنيد.19 nAσ≠ 1فرض كنيد. ∋ 2 kσ σ σ σ= به دورهاي مجزا σ تجزية…
)دباش id)iσ 1با توجه به اينكه. ≠ 2( ) [ ( ), ( ), , ( )] 2kσ σ σ σ= =D D D … D، خواهيم داشت 

( ) 2iσ =Dيعني هر ،iσچون. يك ترانهش استσلذا،  زوج است σزير صورت  هتوان ب  را مي
  :نوشت

1 1 1 1 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2
2

1 1 1 1 2 2 2 2

(  )(  )(  )(  ) (  )(  )

 (    ) (    ) (    )

 ((    )(    ) (    )) .

t t t t

t t t t

t t t t

x y z w x y z w x y z w

x z y w x z y w x z y w

x z y w x z y w x z y w

σ =

=

=

"

"

"

  

 

  
  
H, فرض كنيد.1 Kبا توجه به قضيه لاگرانژصورت دراين.  باشند5,7هايي از مرتبة  زيرگروه  

5 G7 و G.35 بنابراين G35 و در نتيجهG ≥،.  
از ) زيرگروهي(ري ص دوري است و عنGآنگاه داشته باشد، 10عنصري از مرتبةG اگر.3

 نداشته 10,5هاي عنصري از مرتبهGحال فرض كنيد) برهان خلف. ( خواهيم داشت5مرتبة
a,اگر. آبلي استG بوده و در نتيجه2 برابرG مرتبة هر عنصرصورت در اين. باشد b G∈ دو 

Hدهيم   باشند، قرار مي2متمايز از مرتبةنصر ع a=< Kو< b=< صورت  دراين. <
( ) / 4HK H K H K= ∩ 4 است، لذاGيك زيرگروهHKچون. = || |Gكه تناقض است ،.  

  :باشند  از سه نوع زير مي5A  غير بديهيعناصر. 5
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): )الف(     )a b c d e :5تعداد 4 3 2 1/ 5 24× × × × ) 5دورهاي بطول(عنصر از اين نوع =
  .وجود دارد

): )ب(   )a b c :5تعداد 4 3/ 3 20× ×   .وجود دارد) 3دورهاي بطول(ز اين نوع  اعنصر=
): )ج(  ) (  )a b c d :5)تعداد 4 3 2) /(2 2 2) 15× × × × × ضـرب   حاصـل ( عنصر از اين نـوع      =

  .وجود دارد) 2مجزا بطولدودور 
]گروهي باشد كهHفرض كنيد : ] 4G H 15Hصورت دراين. ≥ با توجه به توضيحات . ≤

)  دوري مانند،فوق     )x a b c d e= چنان موجود است كه x H∉)  در حقيقت با
 : را توليد كرد3توان همه دورهاي بطول مي5ضرب دورهاي بطول حاصل

(   )a b c=(     )a c b d e(     )c b a e d(.رگ اK x=< } ، آنگاه< }H K e∩  لذا  و=
/ 75G HK H K H K H K≥ = ∩ =   . كه تناقض است،=

,54اگر  A A ،54آنگاهبصورت دوري نمايش داده شودA A≤5 و 4[ : ] 5A A توجه داشته . =
 ،2بزرگتر از nيعني براي هر عدد طبيعي. باشيد كه اين مطلب در حالت كلي درست است

nAداراي زير گروهي از انديس nدر ضمن هر زيرگروه با انديس.  استnدر nA1 باnA − 
  ). ملاحظه شود8 از مسائل مبارزه طلب فصل 4تمرين ( است يكريخت

1a  چون .7 eae 1aآنگاه مزدوج باشند، b وaاگر . باشند  مزدوج ميa وa، لذا =− gbg −= 
1و لذا  1 1( )b g a g− − 1aحال فرض كنيد.  مزدوج اندa وb ، يعني=− gbg 1b و=− hch −= .
1صورت دراين 1 1 1( ) ( ) ( )a gbg g hch g gh c gh− − − −= =   . مزدوج اندc وa يعني. =

9. :(a) ــون a چـ H∉ــذا 1a، لـ H− ــه . ∌ ــه اينكـ ــه بـ ]باتوجـ : ] 2G H ــواهيم = ، خـ
1Gداشت H a H−= G و ∪ H bH= 1aبا توجه به مجزا بودن     .∪ H− باH   و bH باH ،
1aداريم H bH− abدرنتيجه. = H∈.  
(b) :اگرg H∈  ،  وضوح هبآنگاهgH Hg H= gحال فرض كنيـد   . = H∉ .  صـورت  در ايـن 

G H gH= G و ∪ H Hg= } و با توجـه بـه      ∪ }H Hg e∩ }و = }H Hg e∩  ، داريـم  =
gH Hg=.  
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11. :(a)  چون aH bK=لذا عنصر ،k K∈ چنان موجود است كه a bk=  . حال
bkHداريم bK= .1با ضرب چپ درb kH، داريم− K=  1نتيجهو درH k K K−= =.  
(b) :فرض كنيدc aH bK∈ hصورت عناصر دراين. ∩ H∈و k K∈ چنان موجودند 
cكه ah bk= )بنابراين. = )c H K cH cK ahH bkK aH bK∩ = ∩ = ∩ = ∩.  
2gفرض كنيد) برهان خلف (.13 H∉ .2صورت در اينg gH∈ .رو اينازg H∈ كه تناقض ،
  .باشد مي
15. :(a)وضوح  ه بx x∼  . اگرحالx y∼عناصر، آنگاه h H∈وk K∈ چنان موجودند 
hxkكه y= .1از اينجا خواهيم داشت 1x h yxk− y، يعني=− x∼ .حال اگر 

x y∼وy z∼، 1 عناصر آنگاه 2,h h H∈1 و 2,k k K∈1   چنان موجودند كه 1h xk y= 
2و 2h yk z=.  2از اينجا 2 2 1 1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( )z h yk h h xk k h h x k k= = x، يعني= z∼.  

(b):  
1

1 1

1

| |

          ( | |) /(| |)

          ( ) /(| |).

HxK HxKx

H xKx H xKx

H K H xKx

−

− −

−

=

= ∩

= ∩

  

:(c)واضح است .  
:(d)1 فرض كنيد{ | }kHk k K−= ∈Λ و{ ( ) | }KaN H a KΓ =  :كنيم تعريف مي. ∋

:f Λ→Γ 1 با ضابطة( ) ( )Kf aHa aN H− 1اگر .= 2,k k K∈خواهيم داشت، آنگاه :  
11 1 1 1

1 1 2 2 1 2 1 2
1

1 2 1 2

( )

( ) ( ) ( ).K K K

k Hk k Hk H k k H k k

k k N H k N H k N H

−− − − −

−

= ⇔ =

⇔ ∈ ⇔ =
  

 ـ.  اسـت  تعريف و يـك بـه يـك           خوش fدهد كه  اين نشان مي     پوشاسـت و لـذا     fوضـوح  هب
| | | | [ : ( )]KK N HΛ = Γ =.  

G فرض كنيد.17 a=<  يك مولد kaصورت در اين.  باشدn يك گروه دوري از مرتبه<
) است اگر و فقط اگر , ) 1n k ) برابرG، لذا تعداد مولدهاي= )nφباشد مي.  
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 داشته باشدd عنصري از مرتبةGاگر

  صورت در غير اين

 است d كه مرتبة آنهاGتعداد عناصر.  باشدn يك مقسوم عليه دلخواهd فرض كنيد.19
)را با )dωدر نظر داشته باشيد كه در حالت كلي ممكن است. ( دهيم نشان مي( ) 0dω = .(

شود كه به آساني ديده مي
|

( )
d n

n dω=∑ .اينك فرض كنيدa G∈ي از مرتبةنصر عd 

}1دهيم قرار مي. باشد , , , }dH a e a a −=< >=  d تنها زيرگروه مرتبةH با توجه به اينكه…
) برابرdباشد، لذا تعداد عناصر مرتبة مي )dφييعن(است( ) ( )d dω φ= .(بنابراين  

  
  

  
  

)با توجه به اينكه ) ( )
d n

n dφ φ=∑شود كه ، به سادگي معلوم ميGي از مرتبةنصر بايد عd 

)صورت   زيرا در غيراين  . داشته باشد  ) 0dω )تيجه و در ن   = ) ( )
d n d n

n d d nω φ= < =∑ ، كه  ∑

d بـود، لـذا بـا انتخـاب        n مقسوم عليه دلخـواهي از     dحال چون . تناقض است  n=   نتيجـه 
  . دوري استG داشته باشد، يعنيn بايد عنصري از مرتبةGگيريم كه مي

 

  
  
: تابع .1 nϕ →] ) با ضابطة [ )m nmϕ   . استيكريختي يك =

|  فرض كنيد .3 ,
a b

H a b
b a

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
2GLصورت زير گروهي از  در اين. \ (  بوده و \(

:تابع  Hϕ ∗ ) با ضابطة ^→ )
a b

a bi
b a

ϕ
⎡ ⎤

+ = ⎢ ⎥−⎣ ⎦
  . استيكريختي يك 
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φ
ω

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

=
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: تـــابع .5 (8)U Gϕ 1 بـــا ضـــابطة → 0
(1)

0 1
ϕ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

، 1 0
(3)

0 1
ϕ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

، 1 0
(5)

0 1
ϕ

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

1و 0
(7)

0 1
ϕ

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

  . استيكريختي يك 

G, فرض كنيد .7 A B=< 2چون.  < nA B I= BAB و= A= ، پس  
{ | 0 1,0 1}.jiG A B i j n= ≤ ≤ ≤ ≤ −  

:توان ديد كه تابع به آساني مي nD Gϕ ) با ضابطة → )i j i jA Bϕ τ δ   . استيكريختييك  =
9. :(a)اگرG4 دوري باشد، آنگاهG ≅  eچـون فقـط  .  دوري نباشـد Gحال فرض كنيد. [

 فـرض كنيـد   .  باشـند  2يمانـده بايـد داراي مرتبـة      لـذا سـه عنـصر باق      .  اسـت  1داراي مرتبة 
{ , , , }G e a b c= 2، كه 2 2a b c e= = abكه   توان ملاحظه نمود   به آساني مي  . = ba c= =، 

ac ca b= bcو = cb a= ــي . = ــف مـ ــيم  تعريـ 2 :كنـ 2:Gϕ → ×] ]،  ( ) (0,0)eϕ = ،
( ) (1,0)aϕ =،( ) (0,1)bϕ )و   = ) (1,1)cϕ از طرفـي  .  يـك دوسـوئي اسـت      ϕ  به وضوح     .=

( ) ( ) (1,1) (1,0) (0,1) ( ) ( )ab c a bϕ ϕ ϕ ϕ= = = + =  بـه   تـوان  نيـز مـي     ديگـر را      حالات   .+
  . بررسي كردآساني
:(b) فرض كنيدG3دهيم نشان مي.  دوري نباشدG S≅ . براي اين منظور دو ادعاي زير را

  .كنيم ثابت مي
xصورت براي هر  زيرا در غير اين، داشته باشد3ي از مرتبة نصر بايد عG:1 ادعاي• G∈ 

2xداريم e=شود كه  و به آساني مشاهده ميGحال اگر.  آبلي است, ,e a b سه عنصر 
} باشند، آنگاهGمتمايز از , , , }H e a b ab=است كه با قضية لاگرانژ در 4يك زيرگروه مرتبة

  .تناقض است
aبنابراين فرض كنيد G∈2دهيم باشد وقرار مي3ي از مرتبةنصر ع{ , , }K a e a a=< >=.  

x اگر :2 ادعاي • G K∈ )، آنگاه − ) 2x =D .  داريمG K Kx= 2x چون   . ∪ Kx∉  پـس  
2x K∈ . حال اگر( ) 3x =D 4 ، آنگاه 2 2( )x x x K= =  . اسـت x، كه متناقض با انتخاب∋

bحال فرض كنيد   K∉ .صورت دراينG K Kb= هـاي مجزاسـت و        اجتماعي از مجموعه   ∪
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2 لذا 2{ , , , , , }G e a a b ba ba= .   با توجه به اينكهba K∉    2 خـواهيم داشـت( ) 1ba  ، يعنـي  =
1baba 1babپس. = b b−= 3Gشود كه به اين ترتيب به آساني مشاهده مي. = S≅.  
11. :(a)1فــرض كنيــد: H Hϕ :1 و→ K Kψ تــابع . هــاي مربوطــه باشــند يكريختــي →

1 1: H K H Kθ × → ) با ضابطة × , ) ( ( ), ( ))h k h kθ ϕ ψ= استيكريختي  يك.  
 :(b) تابع : H K K Hθ × → ) با ضابطة× , ) ( , )h k k hθ   . استيكريختي يك =
:(c) فرض كنيد ( , ) ( )x y C H K∈ )ورت براي هرص در اين. × , )h k H K∈ داريم  ×

( , )( , ) ( , )( , )x y h k h k x y= .پس,yk ky xh hx= ) ولذا = , ) ( ) ( )x y C H C K∈ × .  
)اگر برعكس، , ) ( ) ( )x y C H C K∈ h آنگاه براي هر،× H∈و k K∈داريم  xh hx=، 

yk ky= لذا و( , )( , ) ( , )( , )x y h k h k x y=يعني ،( , ) ( )x y C H K∈ ×.  
:(d)به آساني از قسمت (c)آيد  بدست مي.  

1 چون.13 2( , )e e H H∈ 1لذا ، × 2H H× ≠ 1 فرض كنيد حال  .∅ 2 1 2( , )a a H H∈   و×
1 2 1 2( , )b b H H∈   صورت در اين. ×

 1 1 1 11
1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 2 2 1 2( , )( , ) ( , )( , ) ( , )a a b b a b b b a b a b H H− − − −− = = ∈ ×  

1بنابراين 2H H×1 فرض كنيد، براي قسمت دوم.  يك زيرگروه است 2 pG G= =  p، كه[
)}صورت دراين.  باشدلعددي او , ) | }pK x x x= p زيرگروهي از[∋ p×]  است، كه [

1 صورت هب 2H H×باشد نمي.  
   :كنيم  ابتدا مسئلة زير را مطرح مي.15

a و دو گروهHوGفرض كنيد G∈وb H∈صورت دراين.  عناصري از مرتبة متناهي باشند 
( , ) [ ( ), ( )].a b a b=D D D  

)  فرض كنيد   :حل )a m=D و( )b n=D .صورت دراين[ , ] [ , ][ , ]( , ) ( , ) ( , )
m n m nm na b a b e e= = .

)حــال اگــر , ) ( , )da b e e=آنگــاه d da b e= m| و لــذا= d، |n dو درنتيجــه [ , ] |m n d ،
)يعني , ) [ , ]a b m n=D.  

  .پردازيم حال به حل مسئله اصلي مي

www.mathematic87.blogfa.com



 حل تمرينهاي فرد     

 

٣٣١ 

   جايگشتي زوج باشدσگرا

  صورت در غير اين

G,فرض كنيد Hدوري و G a=< H و< b=< ) و< ( ), ( )) 1a b =D D .صورت با توجه  در اين
)،به مسئلة اخير , ) [ ( ), ( )] ( ) ( )a b a b a b G H= = = ×D D D D Dيعني ،G H×دوري است .  

Gبرعكس، فرض كنيد H×اگر)  برهان خلف. ( دوري باشد( , ) 1G H d= آنگاه براي هر  ،<
)نصرع , )g h G H∈ || خواهيم داشت× || | | | |/ | | / | | /( , ) (( ) , ( ) ) ( , )

G H H Gd G d H dg h g h e e= در . =
Gنتيجه H×ي از مرتبةنصر ع| | | || |G H G H×  نخواهد داشت، كه تناقض با دوري =
Gبودن H×باشد  مي.  

:1 تابع .17 n nS Aϕ   بنابراين . استتكريختي يك  ،   با ضابطة زير→+
  
  
  

  
)2و در نتيجه )n n nS S Aϕ +≅ ≤.  

19. :(a) تابع ( ) ( ):Aut n U nϕ )با ضابطة[→ ) (1)ϕ σ σ= ،چون. گيريم را در نظر ميσ 
 .تعريف است خوشσ است، يعني[nمولدي برايσ(1)  است لذايكريختييك 
)اگر )Aut nτ ∈ (1)و[ kτ   ،آنگاه=

( ) (1) ( ) (1) (1)( ) (1) (1) ( ) ( ).k k kϕ στ στ σ σ σ σ τ ϕ σ ϕ τ= = = = = =  
) فرض كنيد، بديهي است براي اثبات پوشا بودنϕيك به يك بودن )m U n∈ .تابع 

m n nτ ∈ →] m(1)ضابطة اب[ mτ ) است وخودريختيوضوح  هب= ) (1)m m mϕ τ τ= از . =
  . استيكريختي يك ϕرو اين

:(b)2 تـــابع: Aut( ) GL ( )n n nϕ × →] ] ) بـــا ضـــابطة[ )
a c

b d
ϕ σ =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ، كـــه در آن

(1,0) ( , )a bσ (0,1) و= ( , )c dσ   . استيكريختييك =
:(c)با توجه به قسمت (b)2 داريم 2 2 2|Aut( ) | | GL ( ) | 6× = =] ] 2چون. [ 2GL (  يك [(

2لي است، لذاگروه ناآب 2 2 2 3Aut( ) GL ( ) S× ≅ ≅] ] ].  

( )

( 1 2)n n
ϕ σ

σ

σ⎧
⎪
⎨
⎪ + +⎩

=
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1.:(a)4 چون 4[ : ] 2S A 4، پس= 4A S� .4درضمن 44 4 { , (1 2) }/ A AS A    و=

4 4/S A   جدول
4(1 2)A4A  i  
4(1 2)A4A  4A  

4A  4(1 2)A4(1 2)A

:(bمشابه قسمت (a)باشد  مي.  
:(c)داريم :  

4 {id,(1 3),(2 4),(1 2 3 4),(1 4 3 2),(1 3)(2 4),(1 2)(3 4),(1 4)(2 3)}D =   
1چون

4(2 3)(1 3)(2 3) (1 2) D− =   . نيست4Aزيرگروه نرمالي از4D، لذا∌
3.:(a) ϕزيرا.  استريختي يك هم: 

1 0 1 0 1 0
( ) ( ) ( )

0 0 0
ab a b

ab a b
ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= = و=

1 0 1 0
Ker | ( ) {1}

0 0 1
a a

a
ϕ ϕ∗⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪

⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

= ∈ = = =\.  

:(b) ϕزيرا، نيستريختي هم  :  
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 ( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

ϕ ϕ ϕ ϕ
− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ≠ = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

:(c) ϕزيرا، استريختي يك هم :  
1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
a b a b a a b b a b a b

b b
c d c d c c d d c d c d

ϕ ϕ ϕ ϕ
+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ = = + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

0 0 0
Ker | ( ) ;  , , | , , .

0 0
a b a b a

a d c a d c
c d c d c d

ϕ ϕ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = ∈ = ∈⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

\ \  

5. :(a)ϕزيرا، استريختي يك هم  :( ) 7( ) 7 7 ( ) ( )n m n m n m n mϕ ϕ ϕ+ = + = + = +  
Kerو {0}ϕ Imو= 7ϕ = ].  
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:(b) ϕزيرا، استريختي  يك هم :( ) ( ) ( ) ( )a b n a b na nb a bϕ ϕ ϕ+ = + = + = +.  
:(c)صورت تابع هتوان ب  اين ضرب ماتريسي را مي: n mϕ →\ ) با ضابطة\ )X AXϕ در =

) :زيرا . استريختي همϕ.نظر گرفت ) ( ) ( ) ( )X Y A X Y AX AY X Yϕ ϕ ϕ+ = + = + = +.  
x هر.7 G∈1صورت هتوان ب  را مي

1
k

ki ix x αα ji نوشت، كه در اينجا… I∈و { 1}jα ∈ ± .
  :م داشتحال خواهي

1 1 1
11 1

.( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k
kk k i ii i i ix x x x x x xα αα α ααϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = =… … …  

)يعني مقدار )xϕبا مقدارهاي ( )ixϕشود  كاملاً مشخص مي.  
9.  :(a)  وضوح بهHom( , )G Hبديهي ريختيهم.  تحت اين عمل جمع بسته است 

:o G H→با ضابطة ( )o g e=نصر معكوسع. باشد  ميعملاين نصر هماني  ع 
Hom( , )G Hα )ريختي هم∋ ) :G Hα− ) با ضابطة→ )( ) ( )g gα α− =   .باشد  مي−

:(b)براي هر h H∈تابع:h Hσ h(1) با ضابطة[→ hσ راحتي  به.   استريختي يك هم=
:توان نشان داد كه مي Hom( , )H Hϕ → ) با ضابطة[ ) hgϕ σ= استيكريختييك .  

:(c)  براي هر dk :تابع[∋ m nkα →] ) بـا ضـابطة    [ ) ( )k
nx k x
d

α  ريختـي ك هم  ي ـ =
:توان نشان داد كـه     به راحتي مي  .  است Hom( , )m ndϕ →] ] )  بـا ضـابطة    [ ) kkϕ α= 
  . استيكريختي يك
11. :(a)ملاحظه شود4 فصل 9تمرين (آيد   بدست مي12-6قضية   به آساني از .(  

:(b)فرض كنيد  Hدر2 زيرگروهي از انديس nSبا توجه به .  باشد (a) ، nH S�  .  فـرض
)كنيــد   )a b cσ )2چــون.  باشــدnS از3 دوري بطــول= )H Hσ 2، لــذا= Hσ و در  ∋
3نتيجــه 2 2( ) Hσ σσ σ= =  بنــابراين.  اســت3 شــامل تمــام دورهــاي بطــول Hيعنــي. ∋

nA H⊆ .2از طرفي [ : ] [ : ][ : ] 2[ : ]n n n n nS A S H H A H A= = nH، پس= A=.  
13. :(a)ــون 1  چ 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )g n g gng Nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −= ــس ∋ )، پ )  ( )N Gϕ ϕ� .  ــاني ــه آس ب
:توان ديد كه تابع    مي / ( ) / ( )G N G Nθ ϕ ϕ→  با ضابطة ( ) ( ) ( )gN g Nθ ϕ ϕ=   يكريختي يك 

  . است
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:(b)  1 فرض كنيد( )x Kϕ−∈ و g G∈ .صورت بـراي عنـصري ماننـد       ر اين دk K∈    داريـم
( )x kϕ 1 و در نتيجــــه = 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )gxg g x g g k g Kϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −= =  بنــــابراين. ∋

1 1( )gxg Kϕ− ــي∋− )1، يعنـ )K Gϕ− ــي . � ــاني مـ ــه آسـ ــابع  بـ ــه تـ ــشان داد كـ ــوان نـ  تـ
1: / ( ) /G K H Kθ ϕ− )1 با ضابطة→ ( )) ( )g K g Kθ ϕ ϕ−   .  استيكريختي يك =

15. :(a)براي هر g G∈تابع:g G Gτ )1 با ضابطة→ )g x gxgτ  خودريختي يك =−
:توان نشان داد كه به راحتي مي.  است Aut( )G Gϕ ) با ضابطة→ ) ggϕ τ=ريختييك هم 
  در ضمن . است

1 .Ker { | } { |  ;  } ( )gg G id g G gxg x x G C Gϕ τ −= ∈ = = ∈ = ∀ ∈ =  
  .شود  نتيجة مطلوب حاصل مي يكريختياكنون با استفاده از قضية اول

:(b)3 چون( ) {id}C S 3لذا، = 3Inn( )S S≅ . 3كافي است نشان دهيم| Aut( ) | 6S ≤  .
3 داريم (1 2),(1 2 3)S =< )3Aut ،خودريختي بنابراين هر .< )Sϕ∈،توسط  
(1 2)ϕ(3 2 1)وϕاما. شود  تعيين مي( (1 2)) 2ϕ =Dو ( (1 2 3)) 3ϕ =D .(2 1) پس برايϕ 

پس .  وجود دارد(2 3 1) و(3 2 1) دو انتخابϕ(2 1) و براي(3 2)،(3 1)،(2 1)سه انتخاب
3.2حداكثر   . وجود داردϕ انتخاب براي=6

h فرض كنيد.17 H∈ .چون( ,[ : ]) 1H G N m,، لذا اعداد صحيح= n  چنان موجودند [∋
]كه : ] 1m H n G N+   حال داريم. =

| | [ : ] | | [ : ] | | [ : ]( ) ( ) ( ) ( ) (( ) )m H n G N m H n G N H m G N nhN hN hN hN x N hN NN N+= = = = =  
hو در نتيجه N∈يعني ،H N≤.  

   فرض كنيد.19
4 {id,(1 3),(2 4),(1 2 3 4),(1 4 3 2),(1 3)(2 4),(1 2)(3 4),(1 4)(2 3)}G D= = 

H{id,(1 3)(2 4),(1 2)(3 4),(1 4)(2 3)}و K{id,(1 4)(2 3)} و =  صـورت چـون    دراين. =
[ : ] 2G H ] و = : ] 2H K H، لذا = Gو�K H� .     دهـيم كـه     اكنـون نـشان مـيK   زيرگـروه 

ــراي.  نيــستGنرمــال (4 2)ب G∈ــم (4 2)(3 2)(4 1)(4 2)1 داري (1 2)(3 4) K− =  و در ∌
  . نيستG زيرگروه نرمالKنتيجه
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21. :(a) فرض كنيد Gσ  G مجموعة همة جايگشتهاي زوجA يك جايگشت فرد و∋
1Gدهيم نشان مي. باشد A Aσ −= 1Aواضح است كه.  ∪ A Gσ −∪  يدحال فرض كن. ⊇

Gδ Aδ زوج باشد، آنگاهδاگر. ∋ Gδاگر. ∋ Aσδ فرد باشد، آنگاه∋  و در نتيجه∋
1Aδ σ 1Gبنابراين. ∋− A Aσ −= 1چون .∪ 1 2G A A A A Aσ σ− −= ∪ = + =، 

] داريم : ] 2G A   .دارد 2 زيرگروهي از انديسG، يعني=
:(b)        داريـم  12-6 با توجه به اثبات قـضية / Ker ( ) nG G Sϕ ϕ≅   سـاده اسـت    Gچـون . ≥
Kerلذا eϕ =< )به عبارت ديگر داريم . < ) nG G Sϕ≅ )كنـيم كـه   ادعـا مـي  . ≥ ) nG Aϕ ≤ .

)زيرا هرگاه )Gϕ شامل يك جايگشت فرد باشد، آنگاه طبق قـسمت (a) ،G  داراي زيرگـروه 
  . در تناقض استG است، كه با سادگي2از انديسنرمالي 

:(c)) فرض كنيد) برهان خلفGصورت با توجه به قسمت در اين.  ساده نباشد(b)،G با 
|در نتيجه.  استيكريخت nAزيرگروهي از !/ 2nG A n=كه تناقض است ،.  

  

  
  
براي اعدادي . باشد  مي[p، گروه دوريp ، تنهاگروه از مرتبةp براي هر عدد اول.1
nتصور هب pq= كه ،,p qباشند، تنهاگروه آبلي از مرتبة  اعداد اول متمايز ميn گروه ،

  : پردازيم حال به بررسي بقية اعداد مي. باشد  مي[nدوري
4:2مرتبة 2 4,×] ] ].  

8:2مرتبة  2 2 4 2 8,  ,× × ×] ] ] ] ] ].  
9:3مرتبة 3 9,×] ] ].  

12:2مرتبة  2 3 12,× ×] ] ] ]. 
16:2مرتبة 2 2 2 2 2 4 4 4 8 2 16,  ,  ,  ,× × × × × × ×] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] .
18:3مرتبة 3 2 18,× ×] ] ] ].   
20:52مرتبة 2 20,× ×] ] ] ] .  
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٣٣٦ 

24:4مرتبة 2 3 2 2 2 3 24 ,  ,× × × × ×] ] ] ] ] ] ] ] .  
25:5مرتبة 5 25,×] ] ].  
27:3 مرتبة 3 3 9 3 27 ,  ,× × ×] ] ] ] ] ] .  
28:72مرتبة 2 28,× ×] ] ] ] .  

)2 فرض كنيد .3 , ) p pa b ∈ ×] 0paصورت دراين.  باشدp از مرتبة عدد اول[ pb= = .
,0,1,2}بنابراين , 1}a A p∈ = ,0} و…− ,2 , ,( 1) }b B p p p p∈ = با توجه به اينكه هر . …−

Aنصرع B×از مرتبة(0,0) بجز pاست، لذا تعداد عناصر از مرتبة p عبارت است 
21از 1A B p× − = −.  
  :  خواهيم داشتهاي آبلي متناهي مولد،  گروه با توجه به قضيه اساسي.5

1 tm mG ≅ × × × × ×�����	����
] " ] ] " ]  
 

0rاگر 0rپس. ي از مرتبه نامتناهي خواهد بودنصر داراي عG، آنگاه≠  ، يعني=
1 tm mG ≅ × ×] "   است، پسp عدد اول Gنصرچون مرتبه هر ع .[

1 tm m p= = p  و در نتيجه"= pG ≅ × ×] " ].  
 داراي زيـر  G دوري اسـت ولـذا     Gصورت هـر زيرگـروه     دراين. باشددوري  G  فرض كنيد   .7

pشكل هب گروهي p×]   .باشد نمي[
برعكس، با توجه به قضيه اساسي 

1 2
1 2
n n nk

kp p p
G ≅ × × ×] ] "  دوري نيست Gچون. [

توان  بدون اينكه از كليت كاسته شود مي. توانند همگي متمايز باشند نميinp اعداد اول لذا
1فرض كرد 2p p p= رو ازاين. =

1 2 3
3

n n n nk
k

p p p p
G ≅ × × × ×] ] ] "  فرض كنيد. [

0 0p pH = × ×< >× ×< >] ] pچون. " pH ≅ ×] داراي زيرگروهي G، لذا[
pشكل هب p×]   .باشد مي[

9. :(a)1  اگرn 1dآنگاه، = >0 و= 1nحال فرض كنيد.  استdزيرگروهي از مرتبة< > .
2صورت اعداد اول در اين 1, , ,kp p p…2 و اعداد صحيح مثبت 1, , ,kn n n… چنان موجودند 

بار r  
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كه
1

1
n nk

kp p
G ≅ × ×] " 1بنابراين. [

1
knn
kn p p= d|چون. … n0 ، لذا اعداد iid n≤ ≤ 

1چنان موجودند كه
1

kdd
kd p p= id زيرگروهي از مرتبةiHفرض كنيد. …

ip از گروه 
niدوري

ip
1صورت  در اين. باشد[ kH H H= ×   .است G از d از مرتبةزيرگروهي"×

n/ از مرتبـة   G زيرگروهـي از   H فـرض كنيـد    ،براي قـسمت دوم    d     صـورت  در ايـن  . باشـد 
/G H d=.  

:(b)ابتدا فرض كنيد  nG p= .فرض كنيدx G∈فرار . ي با بزرگترين مرتبه باشدنصر ع
}12دهيم ،  مي , , , , }

mpH x e x x x −=< >= )كه در آن… ) mx p=D . با توجه به اينكه
mpx در معادلةGعناصرتمامي  e=ناصر لذا طبق فرض عكند ،  صدق ميH تنها 

aحال فرض كنيد. باشند هاي اين معادله مي ريشه G∈ .صورت    در اين( ) k ma p p= ≤D .
mpaدر نتيجه e= و لذا a H∈  .چونa G∈دلخواهي بود ، پسنصر ع G H=). حالت

1حال فرض كنيد) كلي 2
1 2

kn n n
kG n p p p= = با . باشند  ، كه اعداد اول متمايز مي…

in از مرتبةG زيرگروهي ازiH، فرض كنيد(a) توجه به قسمت 
ipچون. باشدiH در 

  رو  دوري است و ازاينiH صادق است ، لذا(a) فرض قسمت 
1 21 21 2 .n n nk

k
nk p p pG H H H≅ × × × ≅ × × × ≅" ] ] " ] ]  

فرض كنيد . 11
1 tm mG ≅ × ×] "  و[

11 tn nk kH ≅ × × × × ×
A

] " ] ] " كه [
1دراينجا  |i im m−1 و |i in n−1،  براي هر i t≤ k|1 و≥ nA. فرض كنيدt tm n≠ . بدون

tتوان فرض كرد  اينكه از كليت كاسته شود مي tm n> .صورت در اينG داراي زيرگروهي 
. باشد باشد، كه تناقض مي  نميtmي از مرتبةنصر عH است درصورتيكهtmاز مرتبة
tبنابراين tm n= . 1فرض كنيد حال 1t tm n− توان  ه از كليت كاسته شود ميبدون اينك. ≠−

1فرض كرد  1t tm n− 1tm از مرتبةGصورت تعداد عناصر در اين. <−  از Hاز تعداد عناصر−
1tmمرتبة 1 لذاباشد، بيشتر است، كه تناقض مي− 1t tm n− با ادامة اين روند براي . =−

1هر i t≤ i داريم≥ im n= .1حال اگرk >Aآنگاه تعداد عناصر ،Hاز مرتبة k A از تعداد 
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k از مرتبةGعناصر A1بنابراين. باشد بيشتر است، كه تناقض ميk =Aو در نتيجه  

1
0 0 0k k× × ≅< >× ×< >≅< >

A
] " ] G، يعني" H≅.  

13.:(a))  1فرض كنيد )برهان خلف 1 2 2, , ,/ / /n na b a b a b=< >_  عدد pض كنيدفر. …
2اولي باشد كه هيچ يك از اعداد  1, , ,nb b b…داريم.   را عاد نكند:  

1 1 1 2 2 2 1 21/ ( / ) ( / ) ( / ) /( ),n n n nr rp a b r a b a b a b b b= ++ + =" "  
ir,جاييكه a∈] .1 در نتيجه 2| np b b b"كه تناقض است ،.  

:(b)فرض كنيد Hيك زيرگروه متناهي از /_  : داريم`∋nبراي هر. [
{ |  ( ) } { |  }

{ |  / , } {1/ ,2 / , , / }
x n x x nx

x x m n m n n n n
+ + = = + ∈

= + = ∈ ⊆ + + +
] ] ] ] ]
] ] ] ]… ]

  
)يعني معادلة )n x + =] _/ در[  ريشه است و لذا nي حداكثر داراH و در نتيجه در[

  . دوري استb(H( قسمت8با توجه به تمرين
فرض كنيد. 15

1 tm mG ≅ × ×] " 1، جاييكه[ |i im m−،2 i t≤   :دهيم قرار مي. ≥
1

2

3

(0,0, ,0,0,1)
(0,0, ,0,1,1)
(0,0, ,1,0,1)

     
(1,0, ,0,0,1)t

x
x
x

x

=
=
=

=

…
…
…

#
…

  

)صورت يندرا ) tix m=D .يعني عناصرixدر گروه Gاز .باشند  از مرتبة ماكزيمال مي 
طرفي

1 1 2, , ,
tm m tx x x× × =< >] " ]  زيرا براي هر، …

1 tm mx ∈ × ×] "   : داريم[
1 2 1 1 2 1 1 1( , , , ) ( ) ( ) ( )t t ttx a a a a x a x x a x x−= = + − + + −… "  

اگر
1

:
tm m Gϕ × × →] " ) وضوح به آنگاه ، مربوطه باشديكريختي [ )ixϕ ها عناصري با

1 بوده وGمرتبة ماكزيمال از 2( ), ( ), , ( )tG x x xϕ ϕ ϕ=< >….  
17. :(a)فرض كنيد t s n+ 1صورت مجموعة در اين.  = 2{ , , , }ne e e…كه در ،  
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,0,0) آن 0,1,0, ,0)ie = … ادعـا  . باشد   مي Gيك مولد براي  . ) ام قرار دارد   i در مكان  1 (…
)كنيم  مي )G t sµ = )فرض كنيد   ) برهان خلف . (+ )m G t sµ= < } و + }1, , mX x x= … 

  :كنيم تعريف مي.  باشدGمولدي براي 
  

( )1 1 1          .

:

, , m m m

F G

r r r x r x

θ × ×= →

+ +


����������
] " ]

… 6 "
  

KerF/رو ازاين. استبروريختي  يك θشود كه به آساني مشاهده مي Gθ بنابراين عدد . ≅
)حيحي مانندص )1 r m r≤ ,1 و اعداد صحيح مثبتي مانند≥ ,rn n… وجود دارد به طوري 
1كه iin n−، 2 i r≤ ≤  

          
1

,/Ker
rn nG F θ≅ ≅ × × × × ×�����	����
] " ] ] " ]  

 
rكه دراينجا m+ =A .چونr m n s t+ = < = +Aلذا دو تجزية متمايز براي ،G خواهيم

  .داشت كه تناقض است
:(b)به آساني ازقسمت  (a)شود نتيجه مي.  

  فرض كنيد.19
1 2n n nkp p pG ≅ × × ×] ] "   :گيريم دو حالت در نظر مي. [

p ):1( حالت   p pG ≅ × × ×] ] " ، 18در اين حالت با توجه به تمرين ).   مولفهnبا ([
Aut(G) داريم GL ( )n p≅ |بنابراين كافي است ثابت كنيم. [ GL ( )n pp براي اين . [

GLمنظور عنصر زير از ( )n p]گيريم  را  در نظر مي:  
1 1 1
0 1 0
0 0 0

0 0 1

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"
"

# # # #
"

  

)شود كه ه آساني مشاهده ميب )A p=Dو لذا | GL ( )n pp ].  

mبار  

بار A  
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توان  نباشد، آنگاه بدون اينكه از كليت كاسته شود مي) 1( حالتشكل ه بG اگر ):2(حالت 
G فرض كرد H K≅ ، جاييكه×

1npH = ] ،1 2n  و≤
2n nkp pK = × ×] " با توجه . [

)Aut، 5 فصل20به تمرين  )Hبا زيرگروهي از Aut( )G خواهد بود و لذا يكريخت 
1 1 1Aut( ) ( ) (1 ) | Aut( )n nH U p p G

p
= = |يعني، − Aut( )p G.  

 

  
  
1 .1 {id, (2 3)}G =،2 {id, (1 3)}G =،3 {id, (1 2)}G =.  

:(b) id {1,2,3, 4,5,6}X =،(12) {3,4,5,6}X =،(3 4 5) (3 5 4) {1,2,6}X X= = 
(5 4 3)(2 1)و (1 2)(3 5 4) {6}X X= =.  

1 2 {id, (3 4 5), (3 5 4)}G G= 3 و= 4 5 { , (1 2)}G G G id= = 6G و= G=.  
3.:(a)id {id}=، (1 2) {(1 2), (1 3), (1 4), (2 3), (2 4), (3 4)}=، 

(1 2)(3 4) {(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}=،
(1 2 3) {(1 2 3), (1 3 2), (1 2 4), (1 4 2), (1 3 4), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3)}=،  

(1 2 3 4) {(1 2 3 4), (1 2 4 3), (1 3 2 4), (1 3 4 2), (1 4 2 3), (1 4 3 2)}=.  
4 4 4 4 4 4( ) [ : ((1 2))] [ : ((1 2)(3 4))] [ : ((1 2 3))] [ : ((1 2 3 4))]

24     =1        + 6                    +3                            +8                       +6
S C S S C S C S C S C= + + + +  

:(b)  id {id}= ،(1 3) {(1 3), (2 4)}=،  
(1 2)(3 4) {(1 2)(3 4), (4 3 2 1) و={(3 2)(4 1) {(1 2 3 4), (1 4 3 2)}=  

4 4 4 4 4( ) [ : ((1 3))] [ : ((1 2)(3 4))] [ : ((1 2 3 4))]
8     =2           + 2                    +2                             +2                       
D C D D C D C D C= + + +  

:(c)0 {0}=، 1 {1}=،…،8 9اي عبارت است از ة رده و معادل={8} 9( ) 9C= =] ].  
:(d)  1 {1}= ،1 { 1}− = −،{ }I I= ±،{ }J J= ±،{ }K K= ±  

( ) [ : ( )] [ : ( )] [ : ( )]
8     =2       + 2              +2             +2                        
Q C Q Q C I Q C J Q C K= + + +  

 

 

 

 

 

8فصل   
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1 فرض كنيد.5
1

n
nG p pα α= i كه در آن…

ipαفرض كنيد.  اعداد اول متمايزي هستندiP ها
i باشند كهGهاي سيلوي زيرگروه

i iP pα= .چونiP G� و{ }i jP P e∩ اي بر ، لذا=
iهر ix P∈و هر j jx P∈ داريم i j j ix x x x= . 1 اگرحال 2 1 1i i n ix P P P P P P− +∈ ∩… … ،

1 آنگاه 2 1 1 ni ix x x x x x− += … 1 و در نتيجه … 2 1 1
1 2 1 1( ) | i i n

ni ix p p p p pα αα α α− +
− +D … از . …

)چون طرفي ) | i
ix pαDلذا ،( ) 1x =Dيعني ،x e= .1 چون 2 nG P P P=  پس ،…

1 2 nG P P P= 1 و لذا… 2 nG P P P≅ × × ×….  
7. :(a)2 چون 21 |pn kp p q= ,1}2، لذا+ , }pn q q∈ .اگرpn q=2يا

pn q=آنگاه ، 
2| 1p q به ). Pمثلاً(زير گروه سيلوخواهيم داشت −pبنابراين تنها يك. ، كه تناقض است−

  ). Qمثلاً( داشتزير گروه سيلوخواهيم −qهمين ترتيب تنها يك
.  نرمال خواهد بودGهستند با توجه به قضيه دوم سيلو در هاي سيلو يكتا چون اين زير گروه

Gولذا P Q≅ P,چون. × Qاند، لذا  آبليG سه مثال از چنين اعداد اولي . نيز آبلي خواهد بود
,(11,17):عبارتند از (7,17), (5,13) .  

:(b)با استدلالي مشابه باقسمت  (a)1خواهيم داشتp qn n= Q,اگر. = Pبه ترتيب  p− زير
Gزير گروه سيلوباشند، آنگاه−qگروه سيلو و P Q≅   .  آبلي خواهد بودG ولذا×

به عبارت . هايش باشد سيلو زيرگروه−pضرب مستقيم  حاصلG فرض كنيد .9
1ديگر 2 nG P P P= نشان . باشند هاي سيلومي ها زيرگروهiP، كه در اينجا…
)دهيم مي ) ( )iC P C G⊆،1 i n≤ )براي اين منظور فرض كنيد. ≥ )iy C P∈ 
1و 2 nx x x x G= ∈…)j jx P∈ .(توجه به اينكه براي هربا j i≠عناصر ,j iP P با هم جابجا

  :شوند، خواهيم داشت مي
1 2 1 21 1 1 1

1 2 1 1

( ) ( )
( ) .

n ni i i i i i

ni i i

yx y x x x x x x x x x yx x x
x x x x y x x xy

− + − +

− +

= =
= =

… … … …
… …

 
)رو ازاين )y C G∈يعني ،( ) ( )iC P C G⊆.  

2pاگر. 11 6G  ، آنگاه= ≅ 3G يا[ S≅ حال فرض .  برقرار است وضوح به و لذا حكم
2pكنيد 1طبق قضية سوم سيلو . < | ( 1)pn kp p p= + 1pn و لذا+ 1pn يا= p= + .
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1pnاگر 1pnحال فرض كنيد.  برقرار استوضوح به، آنگاه حكم = p= + 
2و 1{ , , , , }pP a e a a a −=< >=   صورت در اين.  باشدGسيلو زيرگروه از−p يك…

1 [ : ( )] / ( ) ( 1) / ( ) .p G G Gp n G N P G N P p p N P+ = = = = +  
) رو  از اين )GN P p=و در نتيجه( )GN P P= .2چونp  xي مانندنصر داراي عG، لذا≠

  :دهيم قرار مي.  است2از مرتبة
{ | 0 1}.i iS a xa i p−= ≤ ≤ −  

كنيم  اينك ثابت مي.  است2 برابرSتوان نشان داد كه مرتبة كلية عناصر براحتي مي
iفرض كنيد ) برهان خلف. ( متمايزندSعناصر j≠و i i j ja xa a xa− صورت  در اين. =−

1 i j i jx a x a− − t ولذا براي هر=− ∈]،1 ( ) ( )t i j t i jx a x a− − خواهيم رو  ايناز . =−
1xداشت Px P− ) و درنتيجه⊇ )Gx N P P∈ )بنابراين. = ) 1x =Dيا ( )x p=D كه تناقض ، 
 هماني را در اشتراك نصر تنها عG ازpبا توجه به اينكه هر دو زيرگروه از مرتبة. است 

) دارايGدارند ، لذا 1) ( 1)( 1)pn p p p− = + S چون خواهد بود وp از مرتبةنصر ع− p= ،
  :پس خواهيم داشت

1,S+ pG از مرتبة عناصرتعداد+ =  
2mG و لذاp است يا از مرتية2 يا از مرتبةGغير همانينصر يعني هر ع p= . حال با

چون . باشد مي2m از مرتبة H داراي زيرگروهي مانندGتوجه به قضية اول سيلو،
 لزوماً H هماني است، لذا عناصر غيرهمانينصر سيلو برابر ع−pيرگروه با هر زHاشتراك

} بنابراين.باشند  ميSدر }H S e= از .  است2m از مرتبةG تنها زيرگروهH و در نتيجه∪
H رو اين Gيعني� ،G1 زيرگروه نرمالي از مرتبةp   . دارد+
1: عبارتند از4Sزير گروه سيلوهاي−3 تمام .13 {id, (1 2 3), (1 3 2)}P =، 

2 {id, (1 2 4), (1 4 2)}P =،3 {id, (1 2 5), (1 5 2)}P =،4 {id, (1 3 4), (1 4 3)}P =،
5 {id, (1 3 5), (1 5 3)}P =،6 {id, (1 4 5), (1 5 4)}P =،7 {id, (2 3 4), (2 4 3)}P =،

8 {id, (2 3 5), (2 5 3)}P =،8 {id, (2 4 5), (2 5 4)}P =،9 {id, (3 4 5), (3 5 4)}P اين . =
ها مزدوجند  زيرگروه
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2زيرا 1(3 4) (3 4)P P=،3 2(4 5) (4 5)P P=،4 3(2 3)(4 5) (2 3)(4 5)P P=،5 4(4 5) (4 5)P P=،

6 5(3 4) (3 4)P P=،
1

7 6
1 4 5 1 4 5
2 3 4 2 3 4

P P
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

،8 7(4 5) (4 5)P P=،9 8(3 4) (3 4)P P=و

10 9(2 3) (2 3)P P=.  
15. :(a)فرض كنيد [ : ]G H p< .صورت در اين| [ : ]!G G H/و در نتيجهG ساده 
  .باشد، كه تناقض با فرض است نمي
:(b)فرض كنيد  Xيك رده تزويجي از G1 باشد كهX  با توجه به غيرآبلي بودن( .<
Gصورت در اين). چنين فرضي ممكن استx G∈چنان موجود است كه X x= .

]رو ازاين : ( )] 1X x G C x= = )و لذا< )C x G<بنابراين طبق قسمت (a)داريم  
[ : ( )]X G C x p= ≥.  

 تمام مدارها باشند، 1x،2x،…،nxاگر.  با تزويج عمل كندN رويG فرض كنيد.17
  :صورت زيرخواهد بود هاي ب آنگاه معادلة رده

1 1
[ : ( )]

n n
i i

i i
N x G C x

= =

= =∑ ∑  

)با توجه به اينكه ) ( ) [ : ( )] 1i i ix N C G G C x G C x∈ ∩ ⇔ = ⇔   :، خواهيم داشت=

( )
( ) [ : ( )]

i

i
x C G

p N N C G G C x
∉

= = ∩ + ∑  

ــون ] چــــ : ( )]iG C x p≥ــه )، جاييكــــ )ix C G∉و ( ) 1N C G∩ ــذا≤  ، لــــ

( )
[ : ( )] 0

i

i
x C G

G C x
∉

) پس، ∑= ( ))cC G N∩ )، يعني∅= )N C G≤.  

 مجموعة X كنيدفرض. آميزي كرد  طرق مختلف رنگ20160توان   يك مكعب را مي.19
توجه داشته ( گروه حركت مكعب باشدGاگر. آميزي شده باشد  مكعب رنگ20160اين

24Gباشيد كه 20160eX، آنگاه)= e و براي هر= g G≠ ∈ ،0gX ، زيرا هرحركت =
بنابراين . كند آميزي شده را به ديگري تبديل مي  مكعب رنگ20160غيرهماني هريك از

  :طبق قضية برنسايد داريم
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20160/24 840.t= =  آميزي شده تعدادمكعبهاي رنگ= تعداد مدارها=

 
)عبارت. 1 1)( 1)a b+   :كنيم   را به دو طريق حساب مي+

,( 1)( 1) ( 1) 1( 1) 1a b a b b ab a b+ + = + + + = + + +  
.( 1)( 1) ( 1) ( 1)1 1a b a b a ab b a+ + = + + + = + + +  

aاز مقايسة دو عبارت فوق خواهيم داشت b b a+ = +.  
2 داريم .3 2(1 ) (1 )a b aab a ab a aba ab a baa ba= = − = − = − = 3 و لـذا   = 2a b aba= . از

2رو اين 2 3 2(1 )ab aba ba a a ba a ba= = − = − = 2 در نتيجه − 1a ab ba= + =.  
Char يك حوزة صحيح  وD  فرض كنيد.5 0D n=  عددي اول nبايد نشان دهيم. ≠

1فرض كنيد) فرض خلف. (است 2n n n= 1، كه 21 ,n n n<   يك حوزة صحيحDچون . >
1است و  2 1 21 ( )1 ( 1)( 1) 0n n n n n= = 11، لذا = 0n 21يا= 0n   .، كه تناقض است=

,دانيم كه اگر از جبر خطي مقدماتي مي. 7  M ( )nX Y F∈و XY I=آنگاه ،Y X I= . حال
  داريم

.( )( ) ( )( )A B AB A I B I I B I A I I A B BA+ = ⇒ − − = ⇒ − − = ⇒ + =  
ABبنابراين BA=.  

} فرض كنيد.9 | 1}A x R ax= ∈ 0x و= A∈ .دهيم قرارمي:  
0{ 1 | }.B xa x x A= − + ∈  

0چون 0 0( 1 ) 1a xa x axa a ax a a ax− + = − + = − + A ، لذا= B⊆ .تابع:f A B→ با 
)0  ضابطة ) 1f x xa x= −    زيرا، يك به يك استfهمچنين.  پوشاستوضوح به +

0 0( ) ( ) 1 1 ( ) ( )f x f y xa x ya x xa ya xa x ya x x y= ⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ = ⇒ =  
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A، آنگاه)فرض خلف (وعة متناهي باشد يك مجمAحال اگر B=0 ولذاx B∈ و در 
xنتيجه A∈0 چنان موجود است كه 01x xa x= − 1xa، يعني+  aرو از اين. =

  . است، كه تناقض استپذير معكوس
11.:(a) فرض كنيد | ,

0 0
a b

R a b
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

1صورت در اين. \ 0
0 0

e
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 يك هماني چپ 

  .است كه هماني راست نيست
:(b) اگر e R∈     براي هر دو عنصر دلخواه، آنگاه    يك هماني چپ يكتا باشد,y x R∈داريم  

( )e xe x y ey xey xy y xy xy y+ − = + − = + − ــي. = e يعن xe x+ ــاني  − ــك هم   ي
eدر نتيجه. چپ است xe x e+ − xe ولذا= x=يعني ،eباشد  يك هماني راست نيز مي.  

13. :(a)  اگر I چون، آنگاه باشد[ دلخواهي ازآل ايده Iاست، [ زيرگروهي از گروه آبلي 
nلذا I چنان موجود است كه[∋ n=   . اصلي استآل ايده  يكIيعني. [

:(b)آل ايدهدهيم   نشان  مي( , 1)I x x= برهان خلف، فرض .  اصلي نيست+
)كنيد ) [ ]f x x∈]چنان باشد كه ( , 1) ( ( ))x x f x+ بنابراين  . =

)ناصرع ), ( ) [ ]g x h x x∈]باشند بقسمي كه  موجود مي( ) ( )x f x g x= 1و ( ) ( )x f x h x+ = .
)رو ازاين )( ( ) ( )) 1f x h x g x− )در نتيجه. = ) 1f x =   . يك تناقض استوضوح به، كه ±

15. (a)⇐:(b)فرض كنيد Aو Bآل از  دو ايدهRكه.  باشندAB P⊆ .اگرA P⊆/ 
aآنگاه عنصر A∈چنان موجود است كه a P∈/ .فرض كنيدb B∈عنصر دلخواهي باشد  .

)صورت داريم  دراين )aRb aR b AB P= ⊆ aچون. ⊇ P∈/پس b P∈و لذا B P⊆ .  
(b)⇐:(a) فرض كنيدaRb P⊆كه ،,a b R∈ . فرض كنيدA RaR=وB RbR= .

  همچنين. باشند  ميRهايي از آل  ايدهB وAدر اين صورت
( )( ) ( ) .AB RaR RbR R aRb R RPR P= ⊆ ⊆ ⊆  

Aبنابراين P⊆يا B P⊆ .فرض كنيدA P⊆ .3داريم( )a RaR A P⊆ = از . ⊇
)رو اين )a P⊆و در نتيجه a P∈ .به طور مشابه اگرB P⊆آنگاه ،b P∈ . بنابراين
aيا P∈يا b P∈ .  
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1nحالت. كنيم  مسئله را با استقرا ثابت مي.17 1فرض كنيد.  بديهي است=
n
i iI P=⊆ ∪ .

  :گيريم اكنون دو حالت در نظر مي
1 فرض كنيد):1(حالت k n≤ i  چنان باشد كه≥ k iI P≠⊆ در اين حالت طبق فرض . ∪

  .استقرا مسئله حل است
1 فرض كنيد براي هر ):2(حالت k n≤ i، داشته باشيم ≥ k iI P≠⊆ دهيم اين  نشان مي. ∪

)كنيم ابتدا ثابت مي. شود حالت به تناقض منجر مي )j k j kI P P≠∩ ∩ ين منظور براي ا. ⊇
)فرض كنيد )j k jx I P≠∈ ∩ iچون. ∩ k iI P≠⊆ y، لذا∪ I∈ چنان موجود است 

iكه k iy P≠∉∪) در حقيقتky P∈ .( 1از طرفي
n
i ix y I P=+ ∈ ⊆ ، لذا  دو حالت ∪

  .خواهيم داشت
i :(A)حالت k ix y P≠+ )در اين حالت چون. ∪∋ )j k jx I P≠∈ ∩ i ، لذا∩ k iy P≠∈∪ ،

  .كه تناقض است
kx :(B)حالت y P+ kyدر اين حالت چون. ∋ P∈لذا ،kx P∈.  

)ايم هيعني نشان داد )j k j kI P P≠∩ ∩  خواهيم kPكه با توجه به اول بودن. ⊇
kIداشت P⊆) يا ) كه تناقض است j k j kP P≠ j كه از اينجا∩⊇ k≠ چنان موجود است 

jكه kP P⊆)باز هم تناقض استكه  .(  
Mي ازآل ايده K فرض كنيد.19 ( )n Rدهيم قرار مي.  باشد{ }11 | [ ]ijI a a K= به آساني . ∋

M=هيم است كافي است نشان دRي ازآل ايده Iشود كه ديده مي ( )nK I . فرض
]كنيد ]ijM m=صورت خواهيم داشت در اين.  يك ماتريس دلخواه باشد:  

ij k jk iE ME m E=A A  
}كه در اينجا }ijEدراية. (باشند هاي يكاني مي  ماتريس( , )i jامijEها   و بقية درايه1 برابر
Mحال فرض كنيد). صفر است K∈  .1با قرار دادنi = =A در رابطة فوق خواهيم 

11jkmداشت E K∈و بنابراين jkm I∈يم يعني دارM ( )nK I⊆ . برعكس، فرض
]كنيد ] M ( )ij na I∈ .براي هر,i Aماتريس [ ]ijM m K= 11ia چنان موجود است كه∋ m=A .
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11با استفادة مجدد از رابطة فوق داريم 11i i i ia E m E E ME K= = ∈AA A A رو ازاين   و 

,
[ ]ij i i

i
a a E K= ∈∑ A A

A
.  

21. :(a) 0 اگرna 1 ، آنگاه= 1(1 )(1 ( 1) ) 1n na a a− −+ − + + − 1)يعني. "= )a+ 
)1براي قسمت دوم داريم. پذير است معكوس ) (1 )u a u u a−+ = 1uچون. + a−توان است،   پوچ

aلذا u+بنابراين. پذير است ضرب دو عنصرمعكوس  حاصلa u+پذير است  معكوس.  
:(b)0 فرض كنيدa2پذير و  معكوس 1,..., ,na a aتوان نشان داد  براحتي مي.  توان باشند  پوچ
1كه  2

1 2
n

na x a x a x+ + ] ازتوان  پوچ عنصري"+ ]R xبنابراين طبق قسمت.  است(a) 
1 2

0 1 2
n

na a x a x a x+ + +  برعكس، فرض كنيد. پذير است  معكوس"+
1 2

0 1 2( ) n
nf x a a x a x a x= + + + ] ازپذير  معكوسعنصري "+ ]R x بنابراين.  باشد 

1 2
0 1 2( ) [ ]m

mg x b b x b x b x R x= + + + + )  چنان موجود است كه"∋ ) ( ) 1f x g x = .
0بنابراين 0 1a b  توان نشان داد كه  ميtبا استقرا روي. پذير است  معكوس0a، يعني=

1 0t
n m ta b+

−  (a)با توجه به قسمت. توان است  پوچnaو در نتيجه، =
1عنصر 2 1

0 1 2 1 ( )n n
n na a x a x a x f x a x−
−+ + + + =  اخير با استدلال . پذير است  معكوس"−

1naتوان ديد كه مي 2دهد كه  نشان ميnتوان است و لذا  استقرا روي  نيز پوچ− 1,..., ,na a a 
  .باشند توان مي چپو

23. (a) :از(b)آيد  بدست مي.  
 (b) :فرض كنيدP دهيم نشان مي.  اول باشدآل ايده يكP ماكزيمال استآل ايدهيك  .

P باشد كهRي از حلقةآل ايده Jبراي اين منظور فرض كنيد J R⊆ Jفرض كنيد. ⊇ P≠ 
xو J P∈ )با توجه به فرض عدد طبيعي. − ) 1n x ) چنان موجود است كه< )n xx x= .

)بنابراين ) 1 ( )( 1) 0n x n xx x x x P− − = − = x و اينكهPه اول بودن با توجه ب∋ P∉ ،
)خواهيم داشت ) 1 1n xx P− − ) و لذا∋ ) 1 ( ) 11 ( 1)n x n xx x J− −= − − J، يعني∋ R=.  
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)*وضوح به. 1 [ ])R R x∗ )*ض كنيدحال فر. ⊇ ) ( [ ])f x R x∈ .اي صورت چند جمله در اين 
( ) [ ]g x R x∈چنان موجود است كه ( ) ( ) 1f x g x  با توجه به اينكه. =

deg ( ) deg ( ) 0f x g x+ )، خواهيم داشت= )f x a R= )و ∋ )g x b R=  بنابراين. ∋
*( )f x R∈ . در نتيجه*( [ ])R x R ∗=.  
3 .(a) :دهيم نشان مي( , )I x y=فرض كنيد ) برهان خلف. (آل اصلي نيست  يك ايده

)عنصر , ) [ , ]f x y R x y∈اي باشد كه گونه  به( ( , ))I f x y= .چون,x y I∈لذا عناصر ، 
( , ), ( , ) [ , ]g x y h x y R x y∈كه موجودند( , ) ( , )x f x y g x y=و( , ) ( , )y f x y h x y= .

)بنابراين , ) [ ]f x y R x∈و  ( , ) [ ]f x y R y∈ .رو  ازاين( , )f x y a R=  و درنتيجه ∋
( )I a R=   .كه تناقض است ،⊇

(b) :فرض كنيدFصورت  در اين. يك ميدان باشد[ , ]F x y حوزة تجزية يكتا بوده ولي حوزة 
  .آل اصلي نيست ايده

Sدهيم قرار مي.  يك حلقة جابجايي ويكدار باشدRفرض كنيد. 5 R= آساني  به. [×
  . با اعمال جمع و ضرب زير يك حلقه استS توان نشان داد كه مي

( , ) ( , ) ( , ),
( , )( , ) ( , ).
m a n b m n a b
m a n b mn mb na

+ = + +
= +

  
1عبارت ديگر به.  عنصر هماني ضربي اين حلقه است(1,0)در ضمن (1,0)S   همچنين تابع. =

.
:

     (0, )
R S
a a

ϕ →
6

  
  . نشاندSتوان در حلقة يكدار  را ميRبنابراين. يك تكريختي است

1Rفرض كنيد . 7 = 2R و [ 1Rصـورت   در اين . _= ≅ 2R      1كـسرهاي  ولـي ميـدانR 2 وR 
  .است_برابر

2فرض كنيد . 9 ( 3)( 3)a bi c id= + صـورت بـا مـزدوج گيـري خـواهيم داشـت              در اين . +
2 ( 3)( 3)a bi c id= − 2بنابراين. − 2 2 24 ( 3 )( 3 )a b c d= +  هر عامل سمت    در رابطة اخير  .+

2 باشد، اما چون 4راست بايد مقسوم عليهي از     23 2a b+ هـاي سـمت راسـت     ، پس عامـل ≠
2اگر  .  باشند 4 و 1بايد 23 1a b+ 1a، آنگاه = = 0b و ± دهـد كـه يكـي از         ، كه نشان مـي    =
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2بطـور مـشابه   .  بايـد يكـال باشـد   2هـاي   عامل 23 1c d+ دهـد كـه يكـي از      نتيجـه مـي  =
ــل ــاي عام ــد 2ه ــال باش ــد يك ــابراين.  باي ــل 2بن ــصري تحوي ــت   عن ــذير اس ــي . ناپ از طرف

2 (1 3)(1 3)i i= +  2بنـابراين . كنـد   هاي سمت راست را عاد نمـي         هيچ يك از عامل    2 و −
 .اول نيست

( عنصري غير يكال  aحال فرض كنيد. استوضوح حكم برقرار  يكال باشد، آنگاه بهaاگر .11
1صورت در اين. باشد Rاز) و غير صفر 2 na a a a= ناپذير   تحويليها عناصرia، كه…

)فرض كنيد. باشند ميRاز )cشامل سرة آل اصلي   يك ايده( )aصورت  در اين. باشد 
1 2 mc c c c= )چون. باشند ميRناپذير از ها عناصري تحويلic، كه… ) ( )a c⊆بنابراين  ، پس

dنصرع R∈چنان موجود است كهa cd= .بنابراين  
1 2 1 2 .n ma a a c c c d=… …  

2توان فرض كرد كه و بدون كاستن از كليت ميRبا توجه به يكتايي تجزيه در 1, , ,mc c c… 
2ترتيب با  به 1, , ,ma a a…رو از اين. اند شريك  

1 2 1 2 1 2 .( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )m m mc c c c c c c a a a= = =… … …  
)آل اصلي شامل بنابراين تعداد متناهي ايده )aموجود است .  

0rفرض كنيد. 13 b=.روابط زير را در نظر بگيريد .  
)      1                    (0 1a bq r= 1، كه در آن+ 0r )1و ≠ ) ( )r bυ υ<،  
)      2         (          1 1 2b r q r= 2، كه در آن+ 0r 2 و≠ 1( ) ( )r rυ υ<،  
)      3                   (1 2 2 3r r q r= 3 ، كه در آن+ 0r 3 و≠ 2( ) ( )r rυ υ<،  

#  
    ( )n                     2 1 1n n n nr r q r− − −= 0nr، كه در آن+ )1 و≠ ) ( )n nr rυ υ −<، 

( 1)n +                                         1n n nr r q− =.  
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)دهيم نشان مي , ) na b r= . از رابطة( 1)n n|1ام داريم+ nr r )جا با توجه به رابطة از اين. − )n ام
n|2خواهيم داشت nr r ) و استفاده از روابطبا ادامة اين روند. − 1)n خواهيم ) 1(و  )2(، …،−

nr|داشت aو|nr b.  
c|حال فرض كنيد aو|c b . 1ام داريم)1(از رابطة|c r .ام ) 2(جا با توجه به رابطة از اين

c|2خواهيم داشت r . 3(با ادامة اين روند و استفاده از روابط( ،… ،( )nخواهيم داشت| nc r .
)ايم كه بدين ترتيب نشان داده , ) na b r= .  

)فرض كنيد. 15 )P p=و ( )Q q=.چون P Q⊆لذا عنصر ،a R∈ چنان موجود است 
pكه aq= .رو ازاينaq P∈ودر نتيجه a P∈يا q P∈ .اگرa P∈آنگاه عنصر ،b R∈ 
aاي موجود است گونه به bp= .بنابراينp aq bpq= 1bq ودر نتيجه= ، كه متناقض با =

q بايد داشته باشيمرو ازاين.  استQاول بودن P∈جا خواهيم داشت ه از اين،ك( )q P⊆ و 
Pلذا Q=.  
)نيدفرض ك. 17 )f xصورت اين ريشه عبارت است  در اين. داراي يك عامل درجة اول باشد
(1)، اما±1از 1f ) و= 1) 3f − )بنابراين نتيجه خواهيم گرفت كه . = )f x داراي يك عامل

)حال فرض كنيد. ة اول نيستدرج )f xدرضرب دو عامل درجة دوم به حاصل [ ]x_ تجزيه 
)صورت در اين. شده باشد )f x ضرب دو عامل درجة دوم در توان به حاصل را مي[ ]x] نيز 
  يعني . تجزيه كرد

2 2

4 3 2
( ) ( )( )

       ( ) ( ) ( )
f x x ax b x cx d

x a c x ac b d x ad bc x bd
= + + + +

= + + + + + + + +
  

,جائيكه , ,a b c d   در نتيجه. [∋
2

0
1

1      

a c
ac b d
ad bc
bd

+ = −
+ + =
+ =
=
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1bdچون 1b، يا= d= 1b يا= d= = bدر هر دو حالت. − d=  و در
)نتيجه ) 1ad bc b a c+ = + 2aچون  . = c+ = 2، بايد داشته باشيم − 1b− ، كه يك =

)بنابراين. تناقض است )f xناپذير  روي تحويل[ ]x_است .  
)برهان خلف، فرض كنيد. 19 ) ( ) ( )f x g x h x= .چون ( ) ( ) 1g i h i = 1 براي هر، − i n≤ ≤ ،

)خواهيم داشت ) ( ) 0g x h x+ )2 و در نتيجه = ) ( ) ( ) [ ( )]f x g x h x g x= = ، كه يك −
)اي تناقض است، زيرا ضريب بزرگترين جمله )f x  مثبت ولي ضريب بزرگترين

]2اي جمله ( )]g x− عددي منفي است.  
  

  
  
)مجموعة. 1 )S R Z R= 0 بستة ضربي است و− S∉ . اولآل ايدهبنابراين Pاز R چنان

{0}موجود است كه P⊆و P S = )رو ازاين. ∩∅ )P Z R⊆.  
1S حوزة صحيح باشد، آنگاهRدانيم كه اگر مي.  3 R−بنابراين كافي است .  نيز چنين است

1Sثابت كنيم  R− 1نگاشتبراي اين منظور .  اصلي استآل ايده يك حلقة: R S Rϕ −→ 
)با ضابطه ) /1r rϕ 1Sي ازآل ايده J اگر. را در نظر بگيريد= R− باشد، آنگاه 

( )1 1J S Jϕ− ) اما.  =− )1 Jϕ− آل ايده يكRرو  است از اينa R∈ چنان موجود است 
)كه )1 J aϕ− =<   و لذا<

( ) { }
{ }

1 1 1( ) / ,

( / )( /1) , /1 .            

S J S Ra ra s r R s S

r s a r R s S a

ϕ− − −= = ∈ ∈

= ∈ ∈ =< >
  

 Rتوان   مي1r/ وrكسان گرفتن  باشد با يR ميدان كسرهايF  فرض كنيد:تذكر.  5
  . در نظر گرفتRm وFاي از را بعنوان زيرحلقه

Rيم دارMax(R∈m(با توجه به تذكر فوق براي هر  R⊆ m . حال فرض
كنيد

( )
m

m Max R
Rx

∈
∈ }دهيم  قرار مي. ∩ | }A a R ax R= ∈ توان نشان داد  براحتي مي. ∋

xچون.  استR ازآل ايده يك Aكه R∈ mلذا ، /x r s=كه در اينجا ،r R∈ 
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sو R∈ −m .داريمsx R∈لذا ،s A∈ .ايم  يعني نشان دادهA ⊄ m .چونm آل ايده يك 
A لذا بايد داشته باشيم، دلخواه بودماكزيمال R= .1رو از اين A∈ودر نتيجه x R∈.  

7  .(b)⇒:(a)بديهي .  
 (c)⇒ :(b)فرض كنيد aRa A⊆. 

)صورت دراين )( ) ( )( )a b RaR RaR RaRaR A= = aرو از اين. ⊇ A∈.   
 (d)⇒ :(c)فرض كنيدa A∈ .صورت در اينRa A⊆و در نتيجه aRa A⊆و لذا a C∈.  
 (e)⇒ :(c)فرض كنيدa A∈ .صورت در اينaR A⊆و در نتيجه aRa A⊆و لذا a C∈.  
(a)⇒ :(d)و (a)⇒ :(e)بديهي.  

9.(a) :فرض كنيد( )x Iϕ∈ .صورت در اينr R∈چنان موجود است كه nr I∈ 
x)(و rϕ∈ .داريم  

( ) ( ) ( ) ( ) .n n nr I x I x Ix ϕ ϕ ϕ ϕ∈ ⇒ ∈< >⇒ ∈ < >=  
) بنابراين ) ( )I Iϕ ϕ⊆ < ) و در نتيجه< ) ( )I Iϕ ϕ< >⊆ < تساوي برقرار است . <

Ker پوشا بوده وϕكه Iϕ ⊆.  
(b): 1 فرض كنيد( )x Jϕ−∈ .صورت عدد صحيح مثبت در اينn چنان موجود است 
)1كه )nx Jϕ−∈. رو  زاينا( ) ( )n nx x Jϕ ϕ )و در نتيجه =∋ )x Jϕ  ، يعني∋

1( )x Jϕ−∈ .1برعكس، فرض كنيد( )x Jϕ−∈ .صورت در اين( )x Jϕ ودر نتيجه  ∋
)ت كه چنان موجود اسnعدد صحيح مثبت () )n nx x Jϕ ϕ )1ولذا =∋ )nx Jϕ−∈ . يعني

1( )x Jϕ−∈.  
11.(a) :كافي است نشان دهيم* ( )R R J R− )*بديهي است كه. = )J R R R⊆ حال فرض . −

x*كنيد R R∈ 0nx كوچكترين عدد طبيعي باشد كهn و فرض كنيد−  صورت در اين. =
*Rx R R⊆ rx* زيرا اگر،− R∈1، آنگاه( ) 0nrx x − 1ودر نتيجه = 0nx − كه تناقض ، =

1*توان بوده و لذا پوچ rxرو از اين. است rx R− )يعني، ∋ )x J R∈.  
(b)  :فرض كنيد,a b R∈و *a b u R+ = 1خواهيم داشت. ∋ 1 1u a u b− −+ براي راحتي  . =

1دهيم كار قرار مي
1a u a−=1 و

1b u b−= .1فرض كنيد
1 1c a b−= .افتد دو حالت زير اتفاق مي:  
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c ):1(حالت R∈ .1در اين حالت 1
1 1 1 1( ) 1a a a b c R− −= + = + 1a و در نتيجه ∋ R− ∈.  

c ):2(حالت R∉ .1در اين حالت 1
1 1c b a R− −= 1 و داريم∋ 1

1 1 1 1( ) 1b b a b c R− −= + = +  و ∋
1bدر نتيجه  R− ∈.  

 اگر. 13
1

1( ( ), , )
n

i
i

nx x J Rx
=

= ∈   براي هر، آنگاه…∏
1

1( , , )
n

i
i

na a Ra
=

=  ، عنصر…∏∋

1 11 (1 , ,1 )n nax a x a x− = − 1 براي هربنابراين. پذير چپ است  معكوس…− i n≤ ≤، 

1 i ia x−پذير چپ است  و لذا  معكوس( )i ix J R∈و در نتيجه  
1

( )
n

i
i
J Rx

=
برعكس، . ∏∋

 اگر
1

1( ( ), , )
n

i
i

nx x J Rx
=

= 1 براي هر، آنگاه…∏∋ i n≤ i و هر≥ ia R∈1، عنصر i ia x− 

)1 پذير چپ است و لذ اگر معكوس , , )na a a= 1، آنگاه … 11 (1 , ,1 )n nax a x a x− = − −… 
رو  از اين. پذير چپ است معكوس

1
1. ( ( ), , )

n

i
i

nx x J Rx
=

= ∈ ∏…   

15.(a)  : فرض كنيدN   يك زيرمدول سرة M دهيم  قرار مي .  باشد: { | }K M N K= ≤ ≤Ω .
Nچون ∈Ω لذا ،Ω 1فـرض كنيـد   . ∅≠ 2 3K K K⊆ ⊆  Ω يـك زنجيـر صـعودي از       "⊇
دهيم  قرار مي . باشد

1
i

i

K K
∞

=

=  حـال فـرض كنيـد     .   اسـت  M يك زير مدول   Kبه وضوح . ∪

1, , nK M x x= =< ) فــرض كنيــد. …< )1
iii n x K≤ ≤ ∈ A .اگــر{ } 1

max
n

i i=
=A A ،

K آنگاه M=A   يعني. ، كه تناقض استK ∈Ω .     بـه عبـارت ديگـرΩ       در شـرايط لـم زرن 
 در يك زيرمـدول     Nطور معادل    داراي عنصر ماكزيمال است يا به      Ωبنابراين. كند يصدق م 

  .ماكزيمال قرار دارد
(b) : چپ حلقههاي  آل ايدهچونRهاي  و زيرمدولR R،لذا حكم با توجه به  يكي هستند 

  .آيد  بدست مي(a)قسمت
17.(a) :هاي زنجير صعودي زير از زيرمدولMگيريم  را در نظر مي:  

2 3Ker Ker Ker .ϕ ϕ ϕ⊆ ⊆ ⊆"  
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 چنان موجود است nرو عدد طبيعي از اين.  زنجير فوق ايستاستMي بودنبا توجه به نوتر
1Kerكه  Kern nϕ ϕ += )اكنون فرض كنيد. "= ) 0xϕ پوشاست، nϕو در نتيجهϕچون. =
yلذا M∈ نان موجود است كهچ( )n y xϕ   :داريم. =

1 1( ) 0 ( ( )) ( ) 0 Ker Ker ( ) 0 0.n n n n nx y y y y xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ += ⇒ = = ⇒ ∈ = ⇒ = ⇒ =  
(b) :هاي زنجير نزولي زير از زيرمدولMگيريم  را در نظر مي:  

2 3Im Im Im .ϕ ϕ ϕ⊇ ⊇ ⊇"  
 چنان موجود است nرو عدد طبيعي از اين.  زنجير فوق ايستاستMبا توجه به آرتيني بودن

  كه 
1Im Im .n nϕ ϕ += =".  

x حال فرض كنيد M∈ .صورت در اين. 
1 1( ) Im Im  s.t ( ) ( ) ( ( ) ) 0n n n n n nx y M x y y xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ +∈ = ⇒ ∃ ∈ = ⇒ − =  

) يك به يك است،  لذاnϕر نتيجهو دϕچون )x yϕ= .  
1nIداريم. 19 I I− 1neبنابراين . = I 1) چنان موجود است كه∋− ) 0e I− = .

1neچون I I−∈ 2e، لذا⊇ e= .حال فرض كنيدx I∈ .1)صورت در اين ) 0e x−  و در =
xنتيجه ex= . يعنيI eI⊆ .بنابراينI eI eR I⊆ ⊆ Iو لذا ⊇ eR=.  

21 .( ,  :كنيم  تعريف مي:⇐( : R Rx xa R Rϕ از .  استريختي يك همϕوضوح به. 6→
)طرفي چون    ) 1b baϕ = با .   يك به يك است17 پوشا و در نتيجه طبق تمرين ϕلذا =

)توجه به ) (1)ab aba aϕ ϕ= = 1ab خواهيم داشتϕو يك به يك بودن = )قسمت. = )⇒: 
 .شود بطور مشابه  ثابت مي

  

 
  
1 .(a) :3با توجه به اينكه تنها زيرگروه نرمالS،{id, (1 2 3), (1 3 2)}H باشد لذا  مي=

3سريهاي تركيبي 3S    عبارتند از[×

 

 

 

 

 

12فصل 
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3 3 3{id} 0  0   H H S× < > × < > × ×� � ] � 3 و[ 3 3 3{id} 0 {id}   H S× < > × × ×� ] � ] � ].  
(b) :4تنها زيرگروه نرمالA4 عبارت است از {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}H A ′= = .

1:باشد كه عبارتند از  مي نرمالروهاين گروه داراي سه زير گ {id, (1 2)(3 4)}H = 
2 {id, (1 3)(2 4)}H 3 و= {id, (1 4)(2 3)}H  داراي سه سري تركيبي است كه 4Aرو از اين. =

}4  عبارتند از }    ie H H A� � �،1 3i≤ ≤.  
(c) :01 فرض كنيد 1 4{id} m mG G G G S−= ≤ ≤ ≤ ≤  4S يك سري تركيبي براي"=
4صورت در اين. باشد 1/S G4 يك گروه ساده بوده  و 1/ 12S G 4رو  ازاين. ≥ 1/S G بايد آبلي 

4باشد و در نتيجه 4 1S A G′ = 4A، 12 از مرتبة بزرگتر از4Sچون تنها زير گروه نرمال. ≥ ′ 
4 عبارتند از 4S سريهاي تركيبي(b)باشد لذا با توجه به قسمت مي 4{ }     ie H H A S� � � � ،

1 3i≤ ≤ .  
1n هر عدد طبيعي:قضية اساسي حساب. 3 توان بطور يكتايي به   را مي<

1شكل 2
1 2n p p pα α α= A

A…1 نوشت، كه 2p p p< < < A…1 وiα ≥.  
01 فرض كنيـد   :وجود 10 m nmG G G G−< >= ≤ ≤ ≤ ≤ =" تركيبـي بـا     يـك سـري      [

i/1فــرض كنيــد.  از مرتبــة عــددي اول باشــند عاملهــاي i iG G q+ =،0 1i m≤ ≤  :داريــم. −
1

0 1 2 1 0 1
0

/ / / ,
m

n m m m m m i
i

n G G G G G G G G q
−

− − −
=

= = = =∏] "  

1توان فرض كرد لذا مي.  ها الزاماً متمايز نيستندiqكه در اينجا اعداد اول 2
1 2n p p pα α α= A

A… 
0كه 1 1{ , , , }i mp q q q −∈ …، 1 2p p p< < < A…1 وiα ≥.  

1 فرض كنيد:يكتايي 2 1 2
1 2 1 2

t
tn p p p q p qα α α β β β= =A

A…  آبلي است، لذا از مرتبة [nچون. …
  . خواهيم داشت[nرو دو سري تركيبي زير را براي  ايناز.  زيرگروه داريمnعليه هر مقسوم

10 1 2{0} ,nH H H Hα α+ += ≤ ≤ ≤ ≤ =
A"" ]  

10 1 2{0} ,
t

nK K K Kβ β+ += ≤ ≤ ≤ ≤ ="" ]  
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1 كه  1H p=،2
2 1H p=،…،1

1 1H pα
α =،…،1 2

1 1 2H p p pα α α
α α+ + = A

A" A… و 
1 1K q=،2

2 1K q=،…،1
1 1K p β
β =،…،1 2

1 1 2
t

t tK q p qβ β β
β β+ + =" با توجه به قضية . …

  . شود  كه از اينجا يكتايي تجزيه ثابت مي، ارز است  هم هولدر دو سري فوق-ژردان
نشان ). 6تمرين(در حقيقت هر گروه آبلي نامتناهي داراي سري تركيبي نيست . 5

)دهيم مي )p∞]فرض كنيد) فرض خلف. ( داراي سري تركيبي نيست   
01 10 ( )m mG G G G p∞−< >= ≤ ≤ ≤ ≤ =" ]  

)يك سري تركيبي براي )p∞]چون هر زيرگروه.   باشد( )p∞] دوري و متناهي است لذا 
1توان فرض كنيد مي 1/ nG p=< + G/1اما.  [< Gزيرا كه(تواند ساده باشد   نمي 

1
1 1/ 1/n nG p p G+=< + > < + >]   .، كه تناقض است)[

7.(a) :فرض كنيدNيك زيرگروه نرمال مينيمال Gبا توجه به اينكه.  باشد  N N G′� � 
Nو N خواهيم داشت،  استN يك زيرگروه مشخصة′ G′� .به مينيمال بودنبا توجه N 

}و اينكه }e N N′≤ }. ، دو حالت ممكن است≥ }N e′ N يا= N′ Nحالت. = N′  ممكن =
.  در تناقض استGپذير بودن باشد كه با حل پذير نمي  حلNنيست، زيرا در اين صورت

}بنابراين }N e′ p|فرض كنيد.  آبلي استN، يعني= N) كهpو)  عددي اول استPيك  
 يك زيرگروه P يك گروه آبلي است، لذاNبا توجه به اينكه.  باشدNسيلو از- pزير گروه

P است و در نتيجهNمشخصة از Gو با توجه به مينيمال بودن� N بايد داشته 
Pباشيم N=يعني ،Nيكp-گروه آبلي است.  

(b) :فرض كنيدG01توان بوده و  پوچ 1{ } m me G G G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤  يك سري "=
}دهيم قرار مي.  باشدGمركزي براي | 0, { }}A N G e= ≥ ∩ ≠AA A .0واضح است كه A∈ .
1داريم.  باشدA عنصر ماكزيمالnفرض كنيد { }nN G e+∩ كنيم  نك ملاحظه مي اي=

]1كه , ] [ , ]n n nG N G G G G +∩ ≤ nNاز طرفي چون. ≥ G∩در G،نرمال است  
[ , ]n nG N G N G N∩ ≤ ∩ ]1 بنابراين. ≥ , ] { }n nG N G N G e+∩ ≤ ∩ از اينجا معلوم . =

)شود كه مي )nN G C G N∩ ≤ }حال چون. ∩ }nN G e∩   .شود ، حكم ثابت مي≠
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(c)  :فرض كنيدNيك زيرگروه مينيمال از Gبا توجه به قـسمت .  باشد (a)   و اينكـه هـر 
 ،(b)بـا توجـه بـه قـسمت    . گروه آبلي خواهد بـود -pيكNپذير است،  توان، حل گروه پوچ

{ } ( )  e N C G G≠ ∩ ) بايـد Nرو بـا توجـه بـه مينيمـال بـودن           ازاين. � )N N C G=  و در ∩
)نتيجــه )N C G⊆ .حــال فــرض كنيــدH N≤ز مرتبــة يــك زيرگــروه اpچــون.  باشــد 

( )H N C G⊆ H، لذا⊇ Gو با توجه به مينيمال بودن� Nبايد H N=و لذاN يك گروه 
  . استpاز مرتبة

اين مطلب را با .  زيرگروه نرمالي از انديس يك عدد اول داردGكافي است نشان دهيم. 9
6Gاگر. كنيم  ثابت ميGاستقرا روي 6G، آنگاه= ≅ 3G يا[ S≅ حكم برقرار وضوح به كه 

6Gحال فرض كنيد. است  N ساده نيست لذا زير گروه نرمالي غير بديهي چونGچون. <
G/اگر. دارد N كزيمال آن مانند هر زيرگروه ماوضوح به آبلي باشد، آنگاه/M N زيرگروهي 

Mدر نتيجه. نرمال از انديس يك عدد اول است Gو� [ : ]G M اول است و حكم ثابت 
G/حال اگر. شود مي N ،6 فصل 22 توجه به تمرين آنگاه آبلي نباشد،  /G Nساده نيست  .

G/بنابراين طبق فرض استقرا Nزيرگروه نرمالي مانند /H Nاز انديس يك عدد اول دارد  .
H بنابراين Gو� [ : ]G Hاول است وحكم ثابت است .  

11.(a):  3 فرض كنيدS) 4S  ( 1 تـوان باشـد و     پـوچ 1{id} m mG G G G−= ≤ ≤ ≤ ≤" ،
1كه {id}mG − 3G يك سـري مركـزي بـراي     ≠ S=) 4G S= ( داريـم تعريـف طبـق  . باشـد  

1 /{id} ( /{id})mG C G− ــذا و⊇ 1ل ( ) {id}mG C G− ⊆ ــشان . ، كــه تنــاقض اســت= حــال ن
3چـون .  پذيرنـد   حل 4S و 3S دهيم  مي 3S A′ 3 و = {id}A ′ 3، لـذا  = {id}S ′′  3S ، يعنـي  =
4چون.است پذير حل 4S A′ 4و = {id,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}A H′ =    و=

{id}H ′ 4، لذا= {id}S ′′′   .پذير است  حل4S ،  يعني=
(b) :فرض كنيد{ }ijEصورت براي هر در اين. باشند هاي يكاني   ماتريسi j k≠    داريم≠

1 1

.

( )( )( ) ( )
( )( )( )( ) ( )

ik kj ik kj

ik kj ik kj ij

I E I E I E I E
I E I E I E I E I E

− −+ + + + =

+ + − − = +
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)حال فرض كنيد ) |ijH I E i j=< + ≠ Hصورت با توجه به رابطة بالا در اين. < H′ = .
GLبنابراين ( )n   .پذير باشد تواند حل  نمي\

فرض كنيد . باشد هاي سيلويش مي توان است لذا حاصل ضرب زيرگروه  پوچGونچ. 13
1 nG P P= × p|چون. "× G1، لذا i n≤ |كه است وجودم ≥ ip P .چونiPيك p- سيلو

)،است  زيرگروه ) { }iC P e≠لذا و| ( )ip C P. 1سپ| ( ) ( ) ( ) ( )i np C G C P C P C P= × × × ×" "  .  
15.(a)  : 3فرض كنيدG S= و {id, (1 2 3), (1 3 2)}N G/صـورت  در ايـن  . = N و N   بـدليل 

  .باشد توان نمي  پوچG در صورتيكه ،توان هستند آبلي بودن پوچ
(b) :فرض كنيد  

01 1/ / / / / /m mH H G H G H G H G H G H−= ≤ ≤ ≤ ≤ ="  
G/يك سري مركزي براي Hهيم  خوايكريختيصورت با توجه به قضية سوم  در اين.  باشد

1 داشت 1/ ( / )i i iG G C G G+ +⊆،0 1i m≤ ≤   حال سري. −
01 1m me H G G G G G−< >≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ="  

) با توجه به اينكه )H C G⊆يك سري مركزي براي ،Gبوده و لذا Gتوان است  پوچ.  
 ــ. 17 ــرض كنيـــ ,2دفـــ | 1,  G x y x xy yx=< = = ــابع. < Gϕ:2تـــ → ×] ــا [  بـــ

x(1,0)ضابطة y(0,1) و → يابـد، يـك       توسـعه مـي    Gروي تمام ريختي  ، كه بوسيلة هم   →
)فرض كنيد . يك به يك است   ϕدهيم  حال نشان مي  . ستبروريختي ا  ) (0,0)n mx yϕ ، كـه   =

0در اينجــــــا 1n≤ m و≥ )داريــــــم. [∋ ) ( , ) (0,0)n mx y n mϕ =  و در نتيجــــــه =
0 0 1n mx y x y= ــه يــك اســت ϕ، يعنــي= ــابراين. يــك ب ــوده و در يكريختــي يــك ϕبن ب
2Gنتيجه ≅ ×] ] .  

ــم.  19 2داري 2 1 1
8 , ,Q x y x y y xy x− −=< = = ــابع. < Q:8ت Qϕ ــابطة → ــا ض x ب I→ 

yو J→   8 روي تمام  ريختي، كه بوسيلة همQ از اينكـه   . است بروريختي   يابد، يك     توسعه مي
8Q بوده و در نتيجهيكريختييك ϕ است، لذا8 برابرQ و8Qمرتبة هر دوي Q≅.  
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         اولين صفحة مراجعه              مفهوم                                                                 نماد         
                                                                                                                                                                     

  1                                                 مجموعه اعداد صحيح                      [ 
                2 n ,0,1} با همنهشتي به پيمانه  , 1}n −… [n مجموعه                             

XS                           هاي مجموعة مجموعة جايگشتX                                      4  

nS                             هاي يك مجموعة مجموعة جايگشتn4                    عنصري  
1

1

       

( )  ( )

n

n

x x

x xδ δ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

"

"
}1 از مجموعهδجايگشت         , , }nx x…                                     5     

4K                           5                   )چهارتايي كلاين( حركتهاي مستطيل  مجموعة    
  9                                                    مجموعة  اعداد حقيقي                                \

A B∆                        هاي تفاضل متقارن مجموعهA وB                                     9  
( )P X                      هاي مجموعة  زير مجموعهX                                              9   
e                                 10                                                  عنصر هماني يك تكوار  
G                          عدد اصلي گروه G                                                          11  

, ,^ _   11                               مجموعة اعداد طبيعي، گويا و مختلط                     `
( )Map ,X X              مجموعة همة توابع ازXبهX                                          12  

, , ,∗ ∗ ∗ ∗^ \ _   12        مجموعة اعداد صحيح، گويا، حقيقي و مختلط ناصفر            [

nS                             گروه متقارن درجهn                                                    13   
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( )U n                      هاي ال گروه يكn]                                                           13   
( )Mn R                   مجموعة ماتريسهاي n n×هاي از  با درايهR                       14   
( )GLn R                   ي عمومي از درجه گروه خطn روي R                            14   
( )SLn R                   گروه خطي ويژه از درجه n رويR                                 14   
Q                          15                                               8 از مرتبة     گروه كواترنيون   

1x−                          معكوس عنصر x 16                                          در يك گروه  
e< }زيرگروه                      < }e از گروه G                                                    20   

H G≤                    H يك زيرگروه از گروه G  20                                     است   
H G<                    H يك زيرگروه سره از گروه G  20                              است  

4D                           24                                                      گروه تقارن هاي مربع    
HK                         { | , }hk h H k K∈ ∈                                               67، 26     
( )C G                       مركزG                                                                         26  
( )GC H                     زيرگروهمركز سازHدر گروهG                                        26   
( )GN H                  نرمال ساز زيرگروه Hدر گروهG                                      26       
a<         a                                      31گروه دوري توليد شده توسط                       <
( )aD                         مرتبة عنصرa 31                                              از يك گروه   
T                            36                                                                      گروه دايره                                                          
nU                           هاي  گروه ريشهn  37                                              ام واحد    

X<    X                     269،38توليد شده توسط ) مدول( زيرگروه                      <
( )1 2  ... ka a a             دور بطولk                                                                  46                                                          

nA                            از درجه گروه متناوبn                                                 53  
nD                            2گروه دو وجهي از مرتبهn                                             56   

,Hg gH                    62                                              هاي چپ و راست دسته  هم  
HL،HR                   هاي چپ و راست دسته   مجموعه تمام همHدر G           63   
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[ : ]G H                   انديس   H درگروه G                                                     64  
φ                            71                                                                 لر في اوي   تابع   

 H G�                    H يك زيرگروه نرمال از گروه G102،73                        است    
( )KN H                   نرمال ساز H در K                                                         74  
  78، 271،191                                             يكريخت است با                             ≅
   78                                                          يكريخت نيست با                            ≅

Aut( )G                  هاي گروه   گروه خودريختيG                                          86  
Inn( )G                   هاي داخلي گروه   گروه خودريختيG                                88   

Out( )G                 هاي خارجي گروه  مجموعة همةخودريختي G                   88   

1

n

i
i
G

=
   iG                      88 هاي حاصل ضرب مستقيم خارجي گروه                     ∏

/G N                       گروه خارج قسمت Gبر N                                           106   
[ ],a b                         جابجاگر عناصر aوb108                                    از يك گروه   
G      G                                                  108زيرگروه مشتق گروه                            ′
( )nG                          زيرگروه مشتق nام گروهG                                          108                                                        

Imϕ                        تصوير همريختي ϕ                                     271 ،205 ،115   
Kerϕ                       هسته همريختي ϕ                                    271 ،205 ،115      

Core ( )G H              زيرگروه مغز  Hدر گروهG                                             120                                                         
( )Hom ,G H             هاي گروهي  مجموعه تمام همريختيG H→                128  
( )C g                        مركز ساز عنصرgدر گروه G                                        129  
( )nP                       مجموعه همه افرازهاي n                                              136  

rankG                     رتبه G                                                                        141  
[ ]G m                       { }0g G mg∈ =                                                         144  
( )G p                        {  ( ) , 0            }ng G g p n∈ = ≥D                     144                                                         
( )T G                      زيرگروه تابيG                                                            145     

 به ازاي يك
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 ( )Gµ                       تعداد عناصرمجموعه مولد مينيمال گروهG                     150  

gX                          مجموعه نقاط ثابت g                                                   156  

xG                            گروه ثابت سازg                                                           156  
x                              مدارx                                                                         156  

pn                            تعدادp−زيرگروه سيلوهايG                                        165  
1R                            حلقه يك R                                                               180     
[ ]R x                       181                                                 اي ها     حلقه چند جمله  
( )Mn R                 مجموعة ماتريسهاي n n×روي حلقة R                          181                                                        
( )H      183                                                 چهارگاني حقيقي  حلقه                    \

CharR                   حلقه  مشخصة R                                                         185                                                        
( )U Rيا R∗           هاي    گروه يكالR                                                          187                                                         
( )Z R                      عليه صفر حلقه مجموعه عناصر مقسوم R                       190                                                         
( )rZ R                     عليه صفر راست حلقه مقسوم مجموعه عناصر R            190                                                         
( )Z RA                     عليه صفر چپ حلقه مقسوم مجموعه عناصر R               190      

 X                      زير حلقة توليد شده توسط زير مجموعه  X194    از يك حلقه                                                         
( )X                        ال توليد شده توسط زير مجموعه  ايدهX    195    از يك حلقه   
PIR                       195                                                      ال اصلي     حلقة ايده   
PID                       195                                                      ال اصلي     حوزة ايده   

Spect( )R                هاي اول حلقة  ال مجموعة ايدهR                                    199           
Max( )R              هاي ماكزيمال حلقة ال    مجموعة ايده R                           200                                                         

I
a b≡                       a b I− ∈                                                                   210   
deg f                     اي  درجة چند جملهf                                                   223   

ER                           228                                                             حلقة اقليدسي  
ED                         228                                                              حوزة اقليدسي   
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363     فهرست نمادها 

( )R x                        ميدان توابع گويا از متغيرx                                          232   

1( , , )nR x x…           1ميدان توابع گويا از متغيرهاي, , nx x…                        232   
UFD                           234                                                     حوزة تجزية يكتا   
ACC                         234، 272                                          شرط زنجير صعودي   

1( , , )na a…              1بزرگترين مقسوم عليه مشترك عناصر, ,na a…           237   
( )C f                      اي محتواي چند جملهf                                               239  
1S R−                      حلقة كسرهايR بر S                                                257                                                          

PR                            موضعي سازيRدر P                                              260  
I                         راديكال اولI                                                             261  
( )J R                      راديكال جيكوبسنR                                                  265  

( )R RM M                R- 266                                               )راست( مدول چپ    
 DCC                          272                                                    شرط زنجير نزولي  

Ann( )X                 ساز زير مجموعة پوچXاز مدول M                              275  
( )p∞]                     { , 0,1,2, }n

a a n
p
+ ∈ =] ] …                           277  

( )Hom ,R M N        هاي مجموعه تمام همريختيR-مدولي M N→           287  
( )EndR M              ( )Hom ,R M M                                                          287  
( )GA                       گروه طول سري تركيبي G                                           297  

[ ],H K                       زير گروه جابجاگرHوK                                              302  
( )F X                       گروه آزاد توليد شده توسطX                                        308 

i ix r< } مجموعه مولدنمايش گروه با                 < }ixو مجموعة روابط { }ir        308   

4nQ                          4هاي تعميم يافته از مرتبة كواترنيونn                           310  
T                             2 3 1 16, 1, ,a b a b a bab a− −< = = = >                         313  

( )GΦ                        گروه زيرگروه فراتينيG                                             317 
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  نامه فارسي به انگليسي و واژه
    فهرست راهنما

   
   
 

ا-آ  
 Abelian                                                                                       10آبلي،
   Artinian                                                                         275،277،يآرتين

  -left                                                         277،چپ-         
  -right                                                      277،راست-         
  epimorphism                                                      113مورفيسم، اپي

  automorphism                                                                 86اتومورفيسم،
 partition                                                                    136افراز،

 endomorphism                                                               113اندومورفيسم،
 index                                                                                       64انديس،

 ideal                                                                                193،ال ايده
                                                     -principle                                                           195،اصلي-       
  -prime                                                      199،اول -        

  X،195          X -generated by the set مجموعهتوليد شده توسط-        
  -left                                                                 193چپ،-       
 -right                                                      193راست،-        
 -proper                                                      193سره،-        
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...    واژه نامه   366  

 -maximal                                            200،ماكزيمال-          
 -semiprime                                                           262نيم اول،-          

   isomorphism                                                     271 ،203، 78،ايزومورفيسم
ت-پ-ب  

  commutator                                                          108 برگردان،
 epimorphism                                              113،203،271بروريختي،

 closed set                                                          254بسته ضربي،
  -generalized                                              254تعميم يافته،-       

  invariant                                                                 135پاياها،
                                                                                         base 139پايه،
  nilpotent                                                              189توان، پوچ
 annihilator                                                                             276ساز، پوچ

p-138،گروه                                                              -groupp 
p- 161،زير گروه-subgroup                                                                  p  
p-163،زير گروه سيلو-subgroup                                                  pSylow   
π−،256منظم                                                           -regularπ 

 transposition                                                                            51ترانهش،
 image                                                         115،205،270،تصوير
  -homomorphism                                               120،ختريهم-        

   symmetric difference                                              9تفاضل متقارن،
 symmetric                                                                 53تقارن، 

 monomorphism                                           113،203،271،تكريختي
 monoid                                                                                    10تكوار،
   distributive                                                                      180،پذيري توزيع
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367 ...نامه   واژه   

  چ-ج
 commutator                                                108،)برگردان(بجا گر جا

                                                                    commutative 10،180،جابجايي
                                              permutation                                                                           4جايگشت،

 -even                                                         53زوج،-         
 -odd                                                          53فرد،-         
  -disjoint                                                     48مجزا،-         

 Cayley table                                                       13جدول كيلي،
  polynomial                                                                  181،اي چند جمله

   -primitive                                                     239اوليه،-       
   -monic                                                        223تكين،-       

 خ-ح
  multiplication                                                                9ضرب، حاصل
  -product                                                                           -ضرب حاصل
     external direct                                       89خارجي، مستقيم         

  internal direct                                      91  مستقيم داخلي،      
 motion                                                                     5حركت،

  ring                                                                                 180،حلقه 
          -Euclidean                                                    228اقليدسي،-        

           -principal ideal (PIR)                                   195ال اصلي، ايده-        
               -division                                                  188،)تقسيم (بخشي-       

  -Boolean                                                                    214بولي،-       
 -commutative                                            180جابجايي،-        

 -polynomial                                              181اي،چند جمله-       
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...    واژه نامه   368  

              -real quaternion                               183چهارگاني حقيقي،-         
  -simple                                                   202ساده،-         

 -zero                                                             182صفر،-        
 of quotients-                                             258كسرها،-         
 -matrix                                                 181ماتريسي،-         

  -upper triangular matrix                  187 هاي بالا مثلثي، ماتريس-         
 -local                                              260،286موضعي،-         

 with identity-                                                 180يكدار،-         
 domain                                                                                  191،حوزه 

   -Euclidean                                                    228اقليدسي،-         
  -unique factorization                                     234تجزية يكتا،-          
 -integral                                                          191،صحيح-          

 principal ideal domain (PID)                                         195،ال اصلي حوزة ايده
                                                            structure property   82خواص ساختاري،

  idempotent                                                                            189،خودتوان
  automorphism                                                          86،خودريختي

  -inner                                                )88(87،)خارجي(داخلي -         
  ز-ر-د

  degree                                                                               223،درجه
                                                                           endomorphism    113ريختي، درون
                                                                                                      cycle      46دور،

  -radical                                                                                     - راديكال 
                                                                              prime   261،اول         
 Jacobson                                                         265،جيكوبسن         
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369 ...نامه   واژه   

 rank                                                                                 141رتبه،
thn  root of unity n                                                          37ام واحد،  ريشة 

 root of unity thn primitive                               37ام واحد اوليه،nريشة
      subring                                                                               186،زير حلقه

 X،194                         X -generated byتوليد شده توسط -         
                                                   subgroup                             20زيرگروه،

 -trivial                                                                 20بديهي،-       
                                                               -torsion         41،145تابي،-        

 X،38                             X -generated byتوليد شده توسط-         
 commutator                                            302جابجاگر،-         
  -cyclic                                                                 31دوري،-          
  -proper                                                         20،)حقيقي(سره-         

 -Ferattini                                                   317،فراتيني-         
  -maximal                                                           42ماكزيمال،-         

                                                            -derived   108مشتق،-         
   derived thn                                                   108ام،nمشتق-       

 -characteristic                                                   130،مشخصه-          
 -core                                                               120،)كر(مغز-       

  -normal                                                         73،102،نرمال-        
  maximal normal -                             111نرمال ماكزيمال،-          
                                         submodule                                  268،زيرمدول

 X،269                         X -generated byتوليد شده توسط -         
  prime subfield                                                      217، زير ميدان

   -prime                                                      217اول،-         
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...    واژه نامه   370  

  ش-س
     series                                                                                      292،سري

                                                    -composition  293،تركيبي-          
  -solvable                                               293،پذير حل-         
 -subnormal                                            292زيرنرمال،-         
        -normal                                                           292،نرمال-         

 ascending chain condition (ACC)                      234،272شرط زنجير صعودي
         descending chain condition (DCC)                   272،شرط زنجير نزولي 

                                                         associative           180، 10،پذير شركت
  associate                                                         233، )وابسته(شريك 

 geometric figure                                                    5شكل هندسي،

  ض
                                                 leading coefficient           223ضريب پيشرو،
                                                           torsion coefficients  134ضرايب تاب،

     polynomial coefficients                                   181اي، ضرايب چند جمله

   ع
                                                                       Betti number    134،عدد بتي

 action                                                                                     154،عمل 
 binary operation                                                     9دوتايي،عمل  

 -element                                                                           -عنصر
  prime                                                                233،اول           
 irreducible                                           233ناپذير، تحويل       

  ق-ف
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371 ...نامه   واژه   

  torsion free                                                            145فارغ از تاب،
 von Neumann regular                                        218فون نيومن منظم،

  embeddable                                                       203قابل نشاندن،
 fundamental theorem of                  134، اساسي گروههاي آبلي متناهي مولدةقضي

finitely generated abelian groups                                                                                   
 

 fundamental theorem of algebra                             227قضية اساسي جبر،
 -Theorem                                                                    -ةقضي
  First Isomorphism                         117،206،271،يكريختياول          
 First Sylow                                              162،اول سيلو         
  Euler’s                                                              71   اويلر،       
  Chinese Reminder                              211باقيمانده چيني،          

 Burnside’s                                               170  برنسايد،        
                                       Correspondence  122،207،272   تناظر،        
   Second Isomorphism                     121،207،271يكريختي،   دوم         
  Sylow Second                                        164،  دوم سيلو         
  Jordan-Holder                                              296هولدر،-ژردان           
   Third  Isomorphism                           122،207،271،يكريختي  سوم           

  Sylow Third                                          165، سوم سيلو          
  Thompson-Feit                                   301تامسون،-فايت           

 Cauchy’s                                                   159          كشي،
                                                 Fermat little    71  كوچك فرما،        

                                                                                    Cayley’s                              84كيلي، 
                                                                      Lagrange’s 66،لاگرانژ 

                                          Odd order   169 مرتبه فرد،          
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...    واژه نامه   372  

 Wilson’s                                            166، 74 ويلسون،          
 s                                                               Hall‘    301هال،         

  گ-ك 
 word                                                                                   307 ،كلمه  

 -empty                                                      307تهي ،-          
 -reduced                                           307كاهش يافته،-        

                                            quaternion                                 15كواترنيون،
   -generalized                                       310تعميم يافته،-         

 group                                                                                       10،گروه
  -free abelian                                    140،لد متناهي موآبلي آزاد-          
   -free                                                                   308،آزاد-          

                                     -isotropy                  156ايزوتروپي،-       
 nilpotent-                                             302توان، پوچ-         

  -torsion                                                               145تابي،-       
 -isotropy                                                         156ثابت ساز،-          
 -Klein four                                      12چهارتايي كلاين،-        

   -solvable                                                297پذير، حل-         
 -factor                                                      106خارج قسمت،-          
 -general linear                                            14خطي عمومي،-        

 -special linear                                       14خطي ويژه،-        
 -automorphism                                       87،خودريختي-          

                 -inner automorphism              88،)خارجي (ي داخلخودريختي-           
 -circle                                                     36دايره،-        

 -cyclic                                                                31دوري،-          
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373 ...نامه   واژه   

          -dihedral                                                     56دو وجهي،-         
 -simple                                                              111،ساده-          

   -symmetric                                                        13متقارن،-          
 -alternating                                              53ناوب،مت-           

 -finitely generated                                        38،متناهي مولد-          
  -units                                                13،187ها، اليك-          
  م-ل

 Nakayama’s Lemma                                                281لم ناكاياما،
 content                                                                          239محتوا،
 orbit                                                                                       156مدار،
                                                          module-                              -مدول

 left                                                           266چپ،         
 cyclic                                                                   269،دوري          
 right                                                      266راست،          

                             finitely generated                    269، متناهي مولد         
                     finitely cogenerated                    274مولد،-  متناهي هم          

                                         unitary                          266،يكاني          
 order                                                                  11،31،مرتبه 

 center                                                                 26،187مركز،
 centralizer                                                              26مركز ساز،

 conjugate                                                                            26،69مزدوج،
 word problem                                                      309مسأله كلمه،

                                                                       characteristic 185،مشخصه
 class equation                                                    157اي، معادله رده
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...    واژه نامه   374  

 inverse                                                                16،187،معكوس
 -left                                                   16،187چپ،-          

 -right                                                 16،187،راست-          
  invertible                                                       16،187،پذير معكوس

  divisor   zero                                                190 صفر،مقسوم عليه
 -left                                                       190چپ،-          

                                                      -right  190راست،-          
  generator                                                                      38،195،269مولد،

  monomorphism                                        113،230،271،مونومورفيسم
   monoid                                                                                   10مونوئيد،
 field                                                                     188،ميدان

  -prime                                                     217اول،-            
  -quotients                                             231كسرها،-           
  ن

 normalizer                                                    74    ،26ساز،نرمال 
                                                    free representation of a group      308، گروهنمايش آزاد

 cycle representation                                                    46نمايش دوري،
 two rows representation                                      44نمايش دو سطري،

    diagram                                                                                        نمودار
  -commutative                                  118پذير، تعويض-              

 lattice-                                                              33لاتيس، -          
                                                                                   Noetherian 275،277،ينوتر

 -left                                                      277،چپ-           
 -right                                                   277،راست-           
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375 ...نامه   واژه   

  semigurop                                                                            10نيم گروه،
  ي-ه

  kernel                                                                      115،205،270،هسته
 equivalent                                                                              295ارز، هم

 identity                                                                  10هماني،
                                                                   coset-     -دسته هم

  left                                                            62چپ ،       
  right                                                       62  راست،        
  homomorphism                                             113،203،270،ريختيهم

 homomorphism                                                113،203،2701،همومورفيسم
 unit                                                                                       187،يكال

                                                                        isomorphism  78،191،271،يكريختي
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