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 هقدهات

 تعزیف:

2  یه ذن ثیًَی زض حبلت ولی زاضای هٗبزلِ    
    1  2  1 

6
اٖساز نحیح   ٍ   هی ثبقس وِ زض آى  

 هتمبضى اؾت  وِ ًؿجت ثِ هحَض  هخجت ّؿتٌس ٍ ًوَزاضی ثِ قىل ظیط زاضز

 

 

 

 

 

 ريش حل ایه گًوٍ مسائل:

 اؾتفبزُ هی وٌین  ثطای حل ایي هٗبزلِ اظ ضٍـ زیَفبًت ثطای پیسا وطزى یه ٖسز نحیح هخجت ثطای 

وِ زض هٗبزلِ نسق هی وٌٌس قطٍٔ هی وٌین. ذٍ گصضا اظ ایي زٍ   1 1 ٍ   0 0 ثطای ایي هٌَٓض اظ زٍ ًمُِ 

 هی ثبقس وِ ثب ربیگصاضی زض هٗبزلِ انلی ذَاّین زاقت    ًمُِ 

 2  
    1  2  1 

6
  2  

3

2
 2  

1

2
  0 

هی ثبقٌس ضیكِ ؾَم ضا ثب اؾتفبزُ اظ ًىتِ ولیسی ظیط پیسا هی  1  ٍ  0  ثَيَح زٍ ضیكِ ایي هٗبزلِ 

 وٌین.

 زاضین      *ًىتِ: ثطای اٖساز زلرَاُ 
                 3          2                  
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 2 ثبقس آًگبُ هزؤَ ؾِ ضیكِ ثطاثط ثب هٌفی يطیت  1ثطاثط  3 يطیت  3ثٌبثطایي ظهبًی وِ زض یه هٗبزلِ زضرِ 

 اؾت*

0 ین لصا ثطای هٗبزلِ ثبلا زاض  1    
3

2
  پؽ  

1

2
ضیكِ ؾَم چٌس رولِ ای فَق اؾت وِ ثب تَرِ ثِ  

  ذَاّین زاقت     
1

2
 بل ٖسز نحیح ثَزینزًجِ وِ هُلَة هؿئلِ ًیؿت ظیطا هب ث 

 ثٌبثط تمبضى ًوَزاض 
1

2
  

1

2
 ًیع ضٍی ًوَزاض لطاض زاضز حبل زٍ ًمُِ   

1

2
  

1

2
ضا زض ًٓط هی گیطین ذٍ   1 1 ٍ   

 هی ثبقس. )تَرِ زاضین وِ اگط ًمبٌ  2  3  گصضا اظ ایي زٍ ًمُِ ثطاثط 
1

2
  

1

2
ضا زض ًٓط   0 0 ٍ   

 هی ثبقس وِ ّوبى ًتیزِ لجلی ضا هی زّس(     ثگیطین ذٍ گصضا اظ ایي زٍ ًمُِ ثطاثط 

2 2  3 ثب ربیگصاضی ذَاّین زاقت   
    1  2  1 

6
  2  

51

2
 2 )َجك ًىتِ فَق  0   

 فمٍ تب تَاى زٍم ًیبظ ذَاّین زاقت(

ثب زض زؾت زاقتي زٍ ضیكِ 
1

2
ذَاّین زاقت  1ٍ  

1

2
 1    

51

2
   24

  3  2
پؽ  70      ⇒

 وٌین لصا ذَاّین زاقت ضا هحبؾجِ   تَاًؿتین 
12  22    242  702 

ؾُط ََضی ثؿبظین وِ زض ؾُط ثبلا یه تَح زض ؾُط  24تَح هی تَاًین ّطهی ثب  4900ٍ یب ثِ ٖجبضت زیگط ثب 

 2 ام   )یٌٗی زض ؾُط  تَح هَرَز ثبقس 242ام  24زض ؾُط ثِ ّویي تطتیت تَح ٍ  9تَح زض ؾُط ؾَم  4زٍم 

 تَح ثبقس.(

 مثال 

هی ذَاّین هخلخی لبئن ثب ايلأ گَیب ََضی پیسا وٌین وِ هؿبحت آى یه ٖسز نحیح ثبقس هبًٌس هخلخی ثب ايلأ 

 اؾت. 60وِ زاضی هؿبحت   17 15 8 اؾت ٍ یب  6وِ زاضای هؿبحت   5 4 3 

 4 اگط ايلأ هخلج ثبلا ضا ثط زٍ تمؿین وٌین هخلج 
15

2
 

17

2
هوىي اؾت پؽ ذَاّین زاقت  15ضا ثب هؿبحت   

ايلأ هخلج نحیح ًجبقٌس ٍلی هؿبحت ٖسزی نحیح ثبقس. لصا ّسف هب یبفتي ًمبَی ثب ایي قطٌ اؾت وِ 

 هؿبحت هخلج ٖسزی نحیح ثبقس.

  زض ًٓط هی گیطین       هخلج لبئن العاٍیِ ظیط ضا ثب ايلأ 
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 قَز 5هی ذَاّین ايلأ هخلج ضا ََضی ثیبثین وِ هؿبحت آى 

 اؾتفبزُ اظ فطهَل هؿبحت ٍ لًیِ فیخبغَضث زٍ ضاثُِ ظیط ضا ذَاّین زاقتلصا ثب 

   10  ٍ 2   2  َجك ایي ضٍاثٍ هی تَاى ًَقت 2  

(
   

2
)

2

 
 2  2    2

4
 

 2  20

4
 (

 

2
)

2

 5 

(
   

2
)

2

 
 2  2    2

4
 

 2  20

4
 (

 

2
)

2

 5 

)  فطو وٌیس 
 

2
)

2
 آًگبُ ذَاّین زاقت  

  5  (
   

2
)

2

     5  (
   

2
)

2

 

هطثٕ اٖسازی گَیب ثبقٌس ٍ یب ثِ  5  ٍ  5  ٍ   وِ ّوعهبى   هؿئلِ تجسیل قس ثِ یبفتي ٖسز گَیبی 

 ّؿتین. 5 زض تهبٖس حؿبثی ثبلا ثب لسض ًؿجت ٖجبضت زیگط زًجبل یبفتي ؾِ هطثٕ اظ اٖساز گَیب نبزق

3   5    5     ضا زاضین زض ایي نَضت حبنلًطة  فطو وٌین  وبهل ثبقس  ثبیس هطثٕ  25 

2 لصا ثسًجبل رَاة گَیبیی ثطای هٗبزلِ    3  ّؿتین   25 

)     ّوبًٌس ثبلا ایي هٗبزلِ یه ذن ثیًَی اؾت زاضین:
 

2
)

2
  ٍ 

      5       5  
1
2  

             

8
 

  2   2  

8
 

ثَيَح ضٍی ذن لطاض زاضًس وِ ووىی ثِ هب ًوی وٌٌس ظیطا ّیچ هخلج یب ذُی   0 0   0 5   0 5  ؾِ ًمُِ 

گصضا  ٌثسؾت هی آیس، ذَُ  6 4  هیبى زٍ ًمُِ اظ هٌحٌی ٍ ًمبٌ ثبلیوبًسُ ًوی زّس ثب ووی ربیگصاضی ًمُِ 

 .اظ ایي ًمُِ ٍ ؾِ ًمُِ فَق چیع ذبنی ثِ هب ًوی زّس

  6 4  ٍ ذَزـ اؾت وِ ذٍ هوبؼ ثط هٌحٌی زض ًمُِ   6 4  تٌْب احتوبل ثبلیوبًسُ ذٍ گصضا اظ ًمُِ 

 ًبهیسُ هی قَز.
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 ثب هكتك گیطی يوٌی ذَاّین زاقت

2    3 2  25      
3 2 25

2 
 

23

12
   

  لصا ذٍ هوبؼ ثطاثط 
23

12
  

41

3
  اؾت وِ اگط ثب هٗبزلِ ذن لُٕ زّین ذَاّین زاقت 

   
23

12
  

41

3
 2   3  25     3  (

23

12
)

2

 2    0 

 ضیكِ هًبٖف اؾت لصا  4   ثط ذن ٖوَز اؾت پؽ   6 4  چَى ذٍ زض 

 4  4    (
23

12
)

2

   
1681

144
 (

41

12
)

2

    
62279

1728
 

  (
 

2
)

2

⇒      
41

6
      

62279

1728
   

  2   2  

8
 

41  2   2 

48
 

 2   2  
1519

36
  2         2  

400

9
     2  

9

4
 

  لصا 
20

3
    

3

2
     

41

6
 اؾت. 5ٍ هخلج زاضای هؿبحت  

  :وکتٍ

قَز،   پیسا وطزى ايلأ گَیبی هخلج لبئن العاٍیِ ثَُضیىِ هؿبحت آى ثطاثط ٖسز نحیح حبلت ولی هخبل ثبلا 

 .وِ ثِ هؿئلِ اٖساز ّوٌْكت هكَْض اؾت اؾت

 یادآيری:

ٍ  5ًجبقس هبًٌس  1ثهَضت حبنلًطة اٖساز هطثٕ وبهل غیط اظ   ضا آظاز اظ هطثٕ هی ًبهین ّطگبُ   ٖسز نحیح 

 )یٌٗی زض تزعیِ آى ٖسز هطثٕ وبهل زیسُ ًكَز( 15
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  يظریٍ اساسیفصل دِم:

 هعادلات ِایرشتراش

 معادلٍ يایزشتزاس:

2 ًوَزاض هٗبزلِ ای ثِ فطم   ذن ثیًَی    3 حبثت ّؿتٌس ایي   و   اؾت وِ زض آى       

 ضا هٗبزلِ ٍایطقتطاؼ ذن ثیًَی هی ًبهین.هٗبزلِ 

ٌٖبنط یه هیساى ّؿتٌس وِ ایي هیساى ثطای هخبل هی تَاًس هیساى اٖساز حمیمی   ٍ   ٍ   ٍ   زض ایي هٗبزلِ 

ℝ هیساى اٖساز گَیب ،ℚ ٍهیساى اٖساز هرتل ،ℂ ثطای ٖسز اٍل         ، یىی اظ هیساى ّبی هتٌبّی  

 هی ثبقس. 1  ثطای      اؾت وِ زض آى    اؾت ٍ یب یىی اظ هیساى ّبی هتٌبّی 

 تعزیف:

  ضٍی هیساى   یه ذن ثیًَی ثِ فطم فَق ثبقس هی گَیین   ٍ       یه هیساى ثبقس ٍ   اگط 

 تٗطیف قسُ اؾت.

هی ثبقس َجك تٗطیف   تَؾیٕ   زض ًٓط هی گیطین وِ     ضا ًمبَی ثب هرتهبت ٍالٕ زض هیساى      

 اؾت. لصا زاضین  ∞ّوَاضُ قبهل ًمُِ      

     { }  {         | 2   3      } 

 وکتٍ:

 اهىبى ضؾن ًوَزاض ثب هٌٗی زض ثؿیبضی اظ هیساى ّب ٍرَز ًساضز.

2 هىٗت ًوَزاض ّطچٌس ثطای تهَض هی تَاى ًوَزاض ّبیی ضؾن وطز ثطای هخبل    3 ضا زض زٍ حبلت     

زاضای یه ضیكِ حمیمی  حبلت زٍم هٗبزلٍِ زض هزعا هٗبزلِ زاضای ؾِ ضیكِ حمیمی  ضؾن هی وٌین: زض حبلت اٍل

  .اؾت
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 تعزیف:

2 گبّی هٗبزلِ    3 2 ضا ثِ فطم          1    3   3   2 
2 هی   6   4  

 اٖساز حبثتی ّؿتٌس. 6    1 ًَیؿین وِ 

 ایي فطم ضا هٗبزلِ ٍایطقتطاؼ تٗوین یبفتِ هی ًبهین.

وبض هی وٌین زض نَضتی  3یب  2فطم ٍایطقتطاؼ تٗوین یبفتِ ظهبًی هفیس ذَاٌّس ثَز وِ ثب هیساى ّبیی ثب هكرهِ 

 ٍ هطفٕ وبهل وطزى ذَاّین زاقت  2ًجبقس آًگبُ ثب تمؿین هٗبزلِ ثط  2وِ هكرهِ هیساى 

(  
 1 

2
 

 3

2
)

2

  3  ( 2  
 1

2

4
) 2  ( 4  

 1 3

2
)   (

 3
2

4
  6) 

   1
2   3   2

  2   4
    6

  

1 ثبقس هی تَاى فطو وطز  3اگط هكرهِ هیساى     
 2

 

3
 و  ٍ هكبّسُ وطز وِ ثطای حبثت ّبی  

  

 1
2   1

3    1    

 ًكبى هی ∞ضا ثب       ٍ ثطای ضاحتی  ضا ثِ ذن ثیًَی ايبفِ هی وٌینثطای ًتبیذ ثٗسی ًمُِ زض ثیٌْبیت 

 ًكبى هی زّین. ∞یىؿبى هی گیطین ٍ ثب   زض پبییي هحَض  ∞ضا ثب   زض ثبلای هحَض  ∞زّین ّوچٌیي 

 قّايین گرَِی
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ضا یبفتین زض ایي ثرف ایي ضٍـ ضا ثب   زض ثرف یه ثب زٍ ٍ یب حتی یه ًمُِ قطٍٔ وطزین ٍ ًمبٌ زیگط ذن 

 .رعئیبت ثیكتطی ثطضؾی هی وٌین

 

 

   

 

 

 

  

1 ثب زٍ ًمُِ     1  1   ٍ 2 2 ثب هٗبزلِ   ضٍی ذن ثیًَی    2  2      3       

 ضا ثِ نَضت ظیط تٗطیف هی وٌین: 3 قطٍٔ هی وٌین. ًمُِ رسیس 

3 ضا زض ًمُِ ؾَم   ضؾن هی وٌین وِ  2 ٍ  1 ضا ثیي   ذٍ 
3 لُٕ هی وٌس، ٍاضٍى   

ضا   ًؿجت ثِ هحَض   

 .تٗطیف هی وٌین 3 

1 تٗطیف هی وٌین    2 هخبل ظیط ًكبى هیسّس وِ ایي ّوبى روٕ هَلفِ ثِ هَلفِ ًیؿت زض ربیی وِ  3  

2   1 زّین  اثْبم ٍرَز زاضز روٕ فَق ضا ثهَضت ظیط ًكبى هی   3  

 خًاص جمع ایه گزيٌ

1 اثتسا فطو وٌین    زاضای قیت  2 ٍ  1 ثیي   ًجبقٌس. ذٍ  ∞ٍ ّیچىسام  2  
 2  1

 2  1
اگط  هی ثبقس 

 1  ثحج ذَاّس قس. ثٗس اظ هَضز ظیط ٖوَز اؾت وِ ایي هَضز  آًگبُ  2  

1 پؽ فطو وٌین   اگط هی ثبقس  1   1       ثهَضت   وِ زض ایي نَضت هٗبزلِ   2  

 ًمبٌ تمبَٕ ایي ذٍ ضا ثب ذن ثسؾت آٍضین ذَاّین زاقت:

      1   1 
2   3        9   3   2 2     
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اؾت. زض ٍالٕ پیسا وطزى ضیكِ ّبی یه هىٗت ضاحت ًیؿت ٍلی زض ایي    ٍ  ؾِ ضیكِ ایي هٗبزلِ ًمبٌ تلالی 

تٗلك زاضًس. پؽ َجك ضٍالی وِ    ٍ  ًمبَی ّؿتٌس وِ ثِ   2 ٍ  1 ظیطا ضا هی قٌبؾین  2  1 هؿئلِ زٍ ضیكِ 

 ٍ 1   1       زاضین هی تَاى ضیكِ ؾَم ضا ًیع ثسؾت آٍضز. پؽ ذَاّین زاقت 

    2   1 3 ضا هیسّس وِ  3 ّب ًمُِ   لطیٌِ ًؿجت ثِ هحَض   2   پؽ زض ایي   3  3   

 حبلت ذَاّین زاقت:

 3   2   1   2 

 3     1   3   1 

1 اگط    2  ٍ 1 اؾت وِ لطیٌِ اـ ًؿجت ثِ هحَض  ∞ًمُِ   ٖوَز اؾت لصا تمبَٕ آى ثب   آًگبُ  2  

1 ذَاّس قس. پؽ زض ایي حبلت  ∞ّب ثطاثط ّوبى      2  ∞  

1 حبلت    2 چَى زض ایي حبل ّط زٍ ًمُِ زض ذٍ هوبؼ ٍالٌٗس قیت ذٍ  ضا ثطضؾی هی وٌین  1  1   

 ضا ثب هكتك گیطی يوٌی ثسؾت هی آٍضین:

2 
  

  
 3 2        

  

  
 

3 1
2     

2 1
 

1 اگط  1 ذٍ ٖوَز اؾت ٍ زاضین  0    2 ایي  2.5وِ لجلا ثطضؾی قس. )ًىتِ اؾبؾی َجك توطیي  ∞ 

1 اؾت وِ اگط  2 3 آًگبُ 0     0) 

1 فطو وٌین  9ّوبًٌس لجل زاضین  1   1       ثهَضت    هٗبزلِ 0    3  

 2 2 زض ًمُِ  Eثط ذن ثیًَی  Lضا هی قٌبؾین ظیطا ذٍ  1 زض ایي حبلت هب فمٍ یه ضیكِ هًبٖف    

 هوبؼ اؾت.  1 

 پؽ هخل لجل ذَاّین زاقت 

 3     1   3   1 

 3   2  2 1 
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2 زض ًْبیت فطو وٌیس  1 زض ًمُِ   یه ذٍ ٖوَزی اؾت وِ ثب  ∞ٍ  1 ذٍ ثیي  ∞ 
تلالی زاضز وِ   

1 ّبؾت پؽ   ًؿجت ثِ هحَض  1 لطیٌِ   ∞ ∞. پؽ ثَيَح   ضٍی  1 ثطای  توبم ًمبٌ  1    

∞  ∞  

 جمع بىذی خًاص گزيٌ

2 یه ذن ثیًَی ثبقس وِ تَؾٍ   فطو وٌیس    3 زازُ قسُ ثبقس. فطو وٌیس       

 1    1  1   ٍ 2  ثبقٌس. ∞ثبقٌس وِ هربلف   ًمبَی ضٍی    2  2   

1 تٗطیف هی وٌین    2   3  ثَُضیىِ   3  3   

1 اگط  -1  آًگبُ  2  

  

 3   2   1   2 

 3     1   3   1 

  
 2   1

 2   1
 

1 اگط  -2 1 ٍلی  2   1 آًگبُ  2     2  ∞  

1 اگط  -3   2    1  1   ٍ 1  آًگبُ  0 

     

 3     1   3   1 

 3   2  2 1 

  
3 1

2     

2 1

 

1 اگط  -4   2  ٍ 1 1 آًگبُ  0    2  ∞  

      ّوچٌیي ثطای توبم ًمبٌ تٗطیف هی وٌین 
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ًیع ٌٖبنط ایي هیساى ّؿتٌس     ثبقٌس وِ   زاضای هرتهبت هتٗلك ثِ هیساى  2 ٍ  1 تَرِ زاضین وِ ٍلتی 

1 آًگبُ   تحت ٖول روٕ هٗطفی قسُ زض ثبلا ثؿتِ اؾت.     ٌبثطایي ّؿتٌس. ث  ًیع زاضی هرتهبت زض  2  

 1.2قضیٍ 

 زض قطایٍ ظیط نسق هی وٌس  روٕ ًمبٌ زض ذن ثیًَی 

1 )ربثزبیی(  -1   2   2    زض  2 ٍ  1 ثطای توبم ًمبٌ  1  

       زاضین   زض   )ٌٖهط ّوبًی( ثطای توبم ًمبٌ  -2

       ٍرَز زاضز ثَُضیىِ   زض    ضا زض ًٓط هی گیطین آًگبُ   زض   )ٍرَز ٍاضٍى( ًمُِ ی  -3

 ًوبیف هی زّین   هٗوَلا ایي ًمُِ ضا ثب 

1  زاضین   زض  3 ٍ  2 ٍ  1 )قطوت پصیطی( ثطای توبم ًمبٌ  -4   2   3   1    2   3  

 تكىیل هیسٌّس.  ّوطاُ ثب ٖول روٕ یه گطٍُ آثلی ثب ٌٖهط ّوبًی   یٌٗی ًمبٌ 

 تذکز:

           آًگبُ         ثطای هٗبزلات ٍایطقتطاؼ اگط 

3   1        آًگبُ         ثطای هٗبزلات ٍایكتطاؼ تٗوین یبفتِ اگط      

 1.2مثال 

2 ثطای ذن   
    1  2  1 

6
 زاضین  

 0 0   1 1  (
1

2
  

1

2
)                               1 1  (

1

2
  

1

2
)   24  70  

2 زض ذن    3  زاضین   25 

2  4 6    4 6    4 6  (
1681

144
  

62279

1728
) 

   0 5   0 5    0 0 ٍ ّوچٌیي     0 5 2  0 5  2  0 0 2ّوچٌیي زاضین 

 وکتٍ:
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هیساى هتٌبّی  ی تٗساز هتٌبّی ًمُِ ثب هرتهبت ٍالٕ زض ایيایه ذن ثیًَی ضٍی یه هیساى هتٌبّی زاض -1

لصا زض ایي حبلت یه گطٍُ آثلی هتٌبّی زاضین. ذهَنیبت ایي گًَِ گطٍُ ّب ٍ وبضثطزّبیف زض  اؾت.

 ضهعًگبضی هكرم هی قَز.

یه گطٍُ آثلی هتٌبّیب تَلیس قسُ اؾت. ایي هُلت   ℚ  ثبقس آًگبُ  ℚیه ذن ثیًَی ضٍی هیساى   اگط  -2

 ٍیل هكَْض اؾت. -ثِ لًیِ هَضزل

یىطیرت ّؿتٌس. ٖسز  0  ٍ ثطذی   ثطای ثطذی گطٍُ ّبی هتٌبّی      ایي گًَِ گطٍُ ّب ثب 

 هی ًبهین.  ℚ  ضا هطتجِ   نحیح 

 یىطیرت اؾت    ثب یه  ℂیه ذن ثیًَی ضٍی هیساى اٖساز هرتلٍ  -3

1 ٍ یب  1 ثب زایطُ ٍاحس   ℝ  تٗطیف قَز آًگبُ  ℝضٍی   اگط  -4 یىطیرت اؾت. هَضز اٍل هتٌبْط  2  

3 ٍلتی اؾت وِ چٌس رولِ ای زضرِ ؾَم  فمٍ زاضای یه ضیكِ حمیمی ثبقس. حبلت زٍم       

3 هتٌبْط ظهبًی اؾت وِ   زاضای ؾِ ضیكِ حمیمی هتوبیع ثبقس.      

 تعزیف:

هطتجِ( ًكبى   )      ضا ثب    ضا زض ًٓط هی گیطین آًگبُ   ٍ ٖسز نحیح    زض   ًمُِ ی 

 | |ثبض  )               آًگبُ هٌفی ثبقس   هیسّین اگط 

 ضا هىطضا ثب ذَز روٕ هی وٌین  ثعضي   ثطای    ثطای هحبؾجِ 

 مثال:

 ضا هحبؾجِ هی وٌین ثطای ایي هٌَٓض هحبؾجبت ظیط ضا ثبیس اًزبم زّین  19زض ایي هخبل 

2    4  2  2    8  4  4    16  8  8    19  16  2    

ثؿیبض ثعضي اؾتفبزُ هی قَز فمٍ تٌْب هكىل هَرَز افعایف ؾطیٕ هرتهبت   ثطای    ایي ضٍـ ثطای هحبؾجِ 

چٌیي هكىلی هَرَز ًیؿت  طوبض هی وٌین زیگ   اؾت ٍلی ٍلتی ثب هیساى ّبی هتٌبّی هخل  ℚًمبٌ زض هیساى 

ضا وبّف زّین )ایي وبض ضا ثب تَرِ ثِ لبًَى قطوت پصیطی ثسٍى ّیچ هكىلی هی   پیَؾتِ پیوبًِ  ظیطا هی تَاًین

 تَاى اًزبم زاز(

 فضاَای تصّیری ِ نضطٍ در بیًُایت
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هی زاًین وِ زٍ ذٍ هَاظی زض ثیٌْبیت ّوسیگط ضا لُٕ هی وٌٌس. فًبّبی تهَیطی ایي اهىبى ضا فطاّن هی ؾبظز 

 ضا ضٍی ذن ثیًَی هُبلِٗ وٌین.وِ ًمُِ زض ثیٌْبیت 

 تعزیف:

  یه هیساى ثبقس. فًبی تهَیطی زٍ ثٗسی   فطو وٌین 
تَؾٍ ولاؼ ّن اضظی ؾِ تبیی   ضٍی  2

 .حسالل یىی اظ آًْب هربلف نفط اؾت ثَُضیىِ        زازُ هی قَز زوِ         

 تعزیف:

𝜆ّن اضظًس ّطگبُ ٌٖهط ًبنفط   2  2  2  ٍ   1  1  1  زٍ ؾِ تبیی   هَرَز ثبقس ثَُضیىِ   

  1  1  1   𝜆 2 𝜆 2 𝜆 2   2  2  2    1  1  1  زض ایي نَضت هی ًَیؿین   

 تذکز:

ثؿتگی زاضز لصا هب ولاؼ ّن اضظی       فمٍ ثِ لؿوت گَیبی         ولاؼ ّن اضظی یه ؾِ تبیی  

 ًوبیف هی زّین.        ضا ثب         

         آًگبُ  0  ًمُِ ای ثبقس وِ         اگط 
 

 
 
 

 
 1  . 

 وکتٍ:

  تٗساز ًمبٌ زض 
 ( 0  هتٌبّی اؾت )زض حبلت  2

 تعزیف:

  ًمُِ زض ثیٌْبیت زض         ذَاّس قس پؽ  ًمُِ  ∞ثطاثط    یب  آًگبُ هرتهبت  0  اگط 
ًبهیسُ  2

 هی قَز.

 تعزیف:

ثبقس         ضا ّوگي ًبهین ّطگبُ ثهَضت حبنلزوٕ لؿوت ّبیی ثِ فطم   یه چٌس رولِ ای اظ زضرِ 

 .        ٍ     وِ 

2 2         ثطای هخبل   اؾت. 3ّوگي اظ زضرِ  2  7    5 
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𝜆ثبقس آًگبُ ثطای ّط   اظ زضرِ  ّوگي  اگط چٌس رولِ ای  ( 𝜆  𝜆  𝜆) زاضین      𝜆
 
زض         

 0  1  1  1   آًگبُ   2  2  2    1  1  1  ّوگي ثب زضرِ ای هكرم ثبقس ٍ    ًتیزِ اگط 

  0  2  2  2   اگط ٍ تٌْب اگط 

  زض   ثٌبثطایي ضیكِ  
  ثؿتگی ثِ اًتربة ًوبیٌسُ ثطای ولاؼ ّبی ّن اضظی ًساضز پؽ هزوَِٖ ضیكِ ّبی  2

  زض 
 ذَـ تٗطیف اؾت. 2

 وکتٍ:

ّوگي وطز. ثطای هخبل اگط   یه چٌس رولِ ای ثبقس هی تَاى آى ضا ثب ٍاضز وطزى تَاى هٌبؾت        اگط 

        2   3  آًگبُ هی تَاًین چٌس رولِ ای      

           2   3     2 ضا ثِ ٌَٖاى ّوگي قسُ چٌس رولِ ای ثبلا زض ًٓط هی  3   

 گیطین.

 ثبقس آًگبُ:  ّوگي ثبقس اظ زضرِ   اگط چٌس رولِ ای 

            (
 

 
 
 

 
) 

             1  

 ٍ 1      فطو وٌین  حبل هی تَاًین هٌٗی ایي وِ زٍ ذٍ زض ثیٌْبیت ثِ ّن هی ضؾٌس ضا ثجیٌین

1 زٍ ذَُ هَاظی ثبقٌس وِ   2          2 . 

   2      ٍ   1      اگط زٍ ذٍ فَق ضا ثهَضت ّوگي ثٌَیؿین زاضین 

ًوی تَاًس نفط ثبقس       چَى ّط ؾِ         0  ثب حل هٗبزلات ٍ یبفتي ًمبٌ تلالی ذَاّین زاقت 

   0   1   0      ٍ یبفتي ًمبٌ تلالی زٍ ذٍ زاضین   لصا ثب تمؿین ثط  0  پؽ فطو وٌین 

تلالی زاضًس. ایي ًمُِ یىی اظ ًمبٌ زض   0 1 0 زٍ ذٍ ٖوَزی ثبقٌس زض ًمُِ  2   ٍ  1   ثَُض هكبثِ اگط 

  ثیٌْبیت 
 اؾت. 2

2 ثب هٗبزلِ   حبل فطو وٌین ذن ثیًَی    3  ثبقس. فطم ّوگي آى ثهَضتزازُ قسُ       
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  2   3     2 زض هٗبزلِ تهَیطی   1     زض هٗبزلِ انلی هتٌبْط ًمُِ       اؾت ًمُِ  3   

 اؾت.

3 ٍ ًتیزِ هی گیطین  0  زض ثیٌْبیت ّؿتٌس لطاض هی زّین   ثطای ایي وِ ثجیٌین وسام ًمبٌ  ٍ  0  پؽ  0 

ٍ ایي تٌْب ًمُِ   0 1 0   0   0 ًوی تَاًس ضخ زّس( لصا   0 0 0 ّط ٖسز ًبنفط ثبقس )تَرِ زاضین وِ  سهی تَاً  

ضا    ی لطاض گطفتِ اؾت. پؽ ّط ذٍ ٖوَز،زض توبم ذٍ ّبی ٖوَز  0 1 0 اؾت. چٌبًچِ زض ثبلا زیسُ قس   زض ثیٌْبیت 

ّبؾت ًیع   وِ یىی زض ثبلا ٍ زیگطی پبییي هحَض   0 1  0   0 1 0 زض ًمُِ زض ثیٌْبیت لُٕ هی وٌس. ثٗلاٍُ 

 ٍيٗیتی هكبثِ فَق زاضًس.

 بزرسی معادلٍ فزما:

3 یٌٗی  3  ًكبى هی زّین هٗبزلِ فطهب زض حبلت    3   3  رَاة ًساضز. 0     لتیٍ 0 

3 چَى    3         2  .0      لصا ثبیؿتی   2     

فطو وٌین 
 

 
         ٍ   

 

 
       

3     آًگبُ        3  1 3 2لصا  0   6  2  1 پؽ هی  0    چَى  0 

 6تمؿین وطزُ ٍ ثب هطتت ؾبظی ٖجبضت ظیط ثسؾت هی آیس  3 تَاى َطفیي ضا ثط 
 

 
 2   (

1

 
)

3
فطو  2 

1 وٌیس   
36 

 
 

36     

   
1 ذَاّین زاقت پؽ   

2   1
3 هی تَاى ًكبى زاز تٌْب رَاة گَیبی  432 

1 اؾت حبلت  ∞ٍ   36  12   1  1  ایي هٗبزلِ  یٌٗی         ًتیزِ هی زّس  36 

1 ٍ حبلت   0        هتٌبْط اؾت ثب         ٍ ًمُِ  0  ًتیزِ هی زّس  36  

  z=0یٌٗی 

3 پؽ     3   3  زاضای رَاة ًیؿت. 0    ٍلتی  0 

 

 َای مختصات دیگردستگاٌ 
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فطهَل ايبفِ وطزى زٍ ًمُِ ثِ یه ذن ثیًَی زض فطم ٍایطقتطاؼ ًیبظهٌس زٍ ٖول يطة یه ٖول هطثٕ وطزى 

ٍ زٍ اًٗىبؼ زض هیساى هطثََِ اؾت. ّط چٌس وِ یبفتي هٗىَؼ ؾطیٕ اؾت ثب ایي حبل ذیلی وٌستط اظ يطة 

 اؾت.

 مختصات تصًیزی:

ًوبیف هی زّین ثب هكرم وطزى همؿَم         ضا ثِ نَضت  ثِ ََض هٗوَل زض هرتهبت تهَیطی ًمبٌ

 ٖلیِ ّب زض فطهَل ّبی اؾتبًساضز ثطای روٕ، هُبلت ظیط ضا ذَاّین زاقت:

3   2 ًمبٌ ضٍی ذن ثیًَی  2 1  ثطای               فطو وٌیس      2    3 

ثهَضت ظیط هحبؾجِ  3 ٍ  3 ٍ  3 وِ زض آى   3  3  3    2  2  2    1  1  1  ثبقس. آًگبُ 

 هی قًَس.

1 ٍلتی     2  

   2 1   1 2         2 1   1 2          2 1 2   3  2 2 1 2  
 3          3     2 1 2      3 1 2       3   3 1 2 

1 ٍلتی    2  

    1
2  3 1

2            1 1             1 1            2  9  
 3  2           3    4     8 1

2 2       3  8 3 

1 ٍلتی  1 زاضین  2      2     

هطثٕ  5يطة ٍ  7زض حبلیىِ هًبٖف ؾبظی ثِ هطثٕ وطزى اؾت  2يطة ٍ  12زض ایي ضٍـ روٕ ًمبٌ ًیبظهٌس 

 وطزى ًیبظ زاضز.

 ظم ًیؿت چطا وِ روٕ ٍ تفطق وطزى ثؿیبض ؾطیٗتط اظ يطة وطزى اؾت. زض ایي ضٍـ، ٍاضٍى وطزى لا

 مختصات ژاکًبیه:

 تغییط زض هرتهبت تهَیطی ثِ یه زٍگبًِ ؾبظی ؾطیٗتط هٌزط هی قَز.
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⁄2   ًكبى زٌّسُ ًمبٌ آفیي         فطو وٌیس   
 

 3⁄ یبقس. ایي هُلت هٗمَل اؾت ظیطا زض ثرف   

 زاضای ؾِ لُت زض ثیٌْبیت اؾت.  زاضای زٍ لُت زض ثیٌْبیت ٍ تبثٕ   ًكبى زازُ ذَاّس قس وِ تبثٕ  11

2 زض هرتهبت غاوَثیي ذن ثیًَی    3 2 ثِ ذن ثیًَی          3     4    6 

∞تجسیل هی قَز ٍ ًمُِ زض ثیٌْبیت زاضای هرتهبت   هی ثبقس.  0 1 1  

2 ًمبٌ ضٍی ذن ثیًَی  2 1  ثطای               فطو وٌیس    3     4    6 

ثهَضت ظیط هحبؾجِ  3 ٍ  3 ٍ  3 وِ زض آى   3  3  3    2  2  2    1  1  1  ثبقٌس. آًگبُ 

 هی قًَس.

1 ٍلتی     2  

   1 2
2          2 1

2         1 2
3         2 1

2                       
 3    3  2  2   2         3     3     2   3         3    1 2 

1 ٍلتی    2 

  4 1 1
2         3 1

2    1
4  

 3   2   2       3   8 1
4      3         3  2 1 1 

1 ٍلتی  1 زاضین  2      2     

هطثٕ وطزى ًیبظ زاضز ٍ  6يطة ٍ  3هطثٕ وطزى لاظم زاضین ٍ زٍگبًِ ؾبظی ثِ  4يطة ٍ  12روٕ ًمبٌ ثِ ثطای 

 ٍاضٍى وطزى ّن لاظم ًیؿت.

 مختصات ادياردس:

  81.2قضیٍ 

2   هیساًی ثبقس وِ هكرهِ اـ زٍ ًیؿت. ذن   فطو وٌیس    2   2 1 ثب ذن   2 2   

2   ثیًَی       4  1   2  یىطیرت اؾت   4 4 
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  ثب تغییط هتغییط 
 2      

 2  ٍ  
4 2      2   4  1  2

2  2    وِ زض آى  3   1   

ثهَضت ظیط              ًَٖ ّوبًی گطٍُ ذَاّس ثَز ٍ ٖول روٕ ثطای توبم ًمبٌ   1 0 ًمُِ 

 ذَاّس ثَز.

  1  1    2  2   
 1 2  2 1

  1   1 2 1 2 
 

 1 2  1 2

  1   1 2 1 2 
   

 (              اؾت )یٌٗی        ثطاثط       ٍ ٍاضٍى ًمُِ 

 وکتٍ:

1 زض هرتهبت ازٍاضز فطهَل هزعایی ثطای  1 ٍلتی   2  2    ٍرَز ًساضز 2  

J- پایا 

2 یه ذن ثیًَی ثبقس وِ تَؾٍ   فطو وٌیس    3 ٌٖبنط   ٍ   زازُ قسُ اؾت وِ       

 اگط فطو وٌین ًیؿت.  3ٍ  2هیساًی ّؿتٌس وِ هكرهِ اـ 

 1   2          1   3                 ̅  

1 آًگبُ 
2   1

3   1 1 1 وِ زض آى  1     4          1   6   

2 )زضهٗبزلِ ٍایطقتطاؼ تٗوین یبفتِ    1    3   3   2 
2 تغییط هتغیط ثبٖج  6   4  

 هی قَز.(     ثَرَز آهسى يطیت رسیس 

 ضا ثهَضت ظیط تٗطیف هی وٌین   پبیب اظ  –  یه 

       1728
4 3

4 3  27 2 

ضا ثسٍى   پبیب ًبنفط اؾت. تغییط هتغیط ّب  –  تَرِ زاضین وِ ثب تَرِ ثِ هجیي هىٗت، هرطد هٌفی اؾت پؽ 

 تغییط هی گصاضًس.

 قضیٍ:
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1 فطو وٌیس 
2   1

3   1 1   1  ٍ 2
2   2

3   2 2 پبیبّبی ثِ  –  زٍ ذن ثیًَی ثب  2  

1 ثبقٌس. اگط  2 ٍ 1  تطتیت  2 ( ّؿت وِ   ); ثؿتبض رجطی  ̅ زض  0  آًگبُ  2     4 1  ٍ

 2   6 1   

2 تغییط هتغیط    3 1  ٍ 2  هٗبزلات هطثٌَ ثِ ذن ّبی ثیًَی ضا ثِ ّن تجسیل هی وٌٌس. 1 2  

 اثبات:

1 اثتسا فطو هی وٌین  1  چَى ایي ّن اضظ اؾت ثب ایٌىِ  0  2 لصا ذَاّین زاقت  0   0 . 

2 ضا ََضی اًتربة هی وٌین وِ     لصا  1 4  
4 2

3

4 2
3  25 2

2
 

4 1
3

4 1
3  25 1

2
 

4  12 2
3

4  12 2
3  25 1

2
 

4 2
3

4 2
3  25 12 1

2
 

2 وِ ًتیزِ هی زّس 
2    6 1 

2 ثٌبثطایي  2    6 1  

2 اگط   لًیِ احجبت قسُ اؾت  1 6  

2 اگط  2 )   ثِ   آًگبُ ثب تجسیل  1 6    2 ( ضٍاثٍ 1     4 1  ٍ 2 ثبلی ذَاّس  1 6  

 هبًس.

1 اگط  2 آًگبُ  0    4. چَى 0 
3  25  

2 2 زاضین  9  ضا ََضی ثط هی گعیٌین   ٍ  1 ٍ  0 

2 وِ    6 1 . 

 تًجٍ:

 زاضای زٍ همساض اؾت وِ اغلت اتفبق هی افتس   

2 زاضای هٗبزلِ   زض ایي حبلت ذن ثیًَی  0   -1   3  ذَاّس ثَز.   
2 زاضای هٗبزلِ   زض ایي حبلت ذن ثیًَی  1728   -2   3  ذَاّس ثَز.    

3 تَؾٍ هٗبزلات فطهب  2 5 2زض ثرف  432   هَضز اٍل یه ثبض ثب    3   3 زیسُ قسُ ٍ  0 

 زض ثرف اٍل زیسُ قس. 4   ٍ یه ثبض ثب  25   هَضز زٍم یه ثبض ثب 
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 حبلت ّبی یه ٍ زٍ وِ زض ثبلا اقبضُ قسُ زاضای ذَز ضیرتی ّبیی ثِ فطم ظیط ّؿتٌس

2 حبلت اٍل، یٌٗی ذن    3 ضیكِ   اؾت وِ زض آى               ی ذَز ضیرتی زاضا   

 ؾَم ٍاحس ًبثسیْی اؾت

2 حبلت زٍم، یٌٗی ذن    3 اؾت وِ زض آى               زاضای ذَز ضیرتی     

 2   1. 

 تًجٍ:

پبیب ثیبى هی وٌس وِ چِ ظهبًی زٍ ذن زض ثؿتبض رجطی یه هیساى یىطیرت ّؿتٌس. اهب اگط  –  تَرِ هی وٌین وِ 

یىؿبى ثیبثین وِ ًوی تَاًین آى  ّبیپبیب –  ذن ضا ثب  2( وبض وٌین هوىي اؾت ثسٍى ثؿتبض رجطی )  ثب هیساى 

 ثِ یىسیگط تیسیل وٌین.  ّب ضا ثب تَاثٕ ثب يطایت زض 

2 ثطای هخبل ّط زٍی    3  25   ٍ 2   3 ّؿتٌس. ذن اٍل زاضی تٗساز  1728  زاضی   4 

ذن زٍم تٌْب ًمبٌ ظیط ضا زاضین اؾت ٍ ثطای   6 4  ثطای هخبل توبم يطایت  ℚًبهتٌبّی ًمُِ ثب هرتهبت زض 

∞  2 0    2 0   0 0   

ثِ زیگطی تجسیل وٌین. الجتِ هی تَاًین اظ  ℚپؽ هب ًوی تَاًین یىی اظ ذن ّب ضا ثب تَاثٕ ثب هرتهبت زض 

ℚ √01   ِوِ    2   2        ثطای تجسیل ذن ّب ثِ یىسیگط اؾتفبزُ وطز و  
√10

2
. 

 تعزیف:

پبیبّبی یىؿبى ثبقٌس آًگبُ هی  –  تٗطیف قسُ اًس زاضای   اگط زٍ ذن ثیًَی هتفبٍت وِ ضٍی یه هیساى 

 گَیین ایي زٍ ذن ثِ ّن تبثیسُ قسُ )پیچ ذَضزُ( اًس.

2 پبیبی  –  زض ًْبیت تَرِ هی وٌین وِ    3  
3 

1728  
  

2 

1728  
 اؾت.  اؾت ثطاثط  1728 0  ٍلتی وِ  

2 چَى    3  1  ٍ 2   3 پبیبّب ثیي زٍؾَیی ّبی  –  ّؿتٌس هب  1728ٍ  0پبیبّبی  –  زاضای    

هتٌبْط ثب یه ذن ثیًَی تٗطیف قسُ ضٍی     ضا هی یبثین )یٌٗی، ّط   اظ ذن ثیًَی تٗطیف قسُ ضٍی  ̅   

پبیبّبی یىؿبى هی تَاًٌس ثب تغییط هتغیطّب ثِ یىسیگط تجسیل  –  ثب   اؾت. ٍ ّط زٍ ذن ثیًَی تٗطیف قسُ ضٍی   

 س.(تٗطیف هی قًَ ̅ قًَس وِ ضٍی 
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 پبیب هی تَاًس تٗطیف قَز ٍ ًتبیذ هكبثِ ثبلا ًیع ثطلطاض اؾت. –  ، 3ٍ  2زض هیساى ّبیی ثب هكرهِ 
  2خن َای بیضّی در هشخصٍ 

طاؼ تٗوین یبفتِ اؾتفبزُ وطزین ثِ ّویي زلیل زلات ٍایطقتقتطاؼ ثِ ربی هٗبطهب زض ثرف گصقتِ اظ هٗبزلات ٍای

 وبضایی ًساضًس.  2ًتبیذ ثسؾت آهسُ زض هیساى ّبی ثب هكرهِ 

 تَرِ وٌیس وِ هٗبزلات ٍایطقتطاؼ یىتب ّؿتٌس 

2        فطو وٌین    3 2ظیطا زض هكرهِ زٍ زاضین  0  2   آًگبُ         0  

2 3    ثبقس(   ضیكِ )هوىي اؾت زض تَؾیٕ ّبی  0 فطو وٌیس  م )ضیكِ ضیكِ زٍ 0 ٍ  0   

0 تَاى زٍم( 
3    0  زض هٌحٌی لطاض زاضًس ٍ   0  0  ثبقس آًگبُ    

     0  0      0  0  0  

 وبض هی وٌین  ثٌبثطایي ثب هٗبزلات ٍایطقتطاؼ تٗوین یبفتِ ثطای ذن ثیًَی 
 2   1    3   3   2 

2   4   6 

1 اگط   ثب تغییط هتغیط ذَاّین زاقت 0 

   1
2 1  (

 3

 1
)                   1

3 1   1
 3  1

2 4   3
2  

 وِ هٗبزلِ ضا ثِ فطم ظیط زض هی آٍضًس

 1
2   1 1   1

3   2
  1

2   6
  

6 ایي هٗبزلِ یىتب ًیؿت اگط ٍ تٌْب اگط 
  0  

پبیب زض ایي حبلت  –  
1

 6
 تٗطیف هی قَز.  

1 اگط  1   فطو هی وٌین  0   هٗبزلِ ظیط ضا ذَاّین زاقت 1   ٍ  2  
 1

2   3
  1   1

3   4
  1   6

  

3 ایي هٗبزلِ یىتب ًیؿت اگط ٍ تٌْب اگط 
 تٗطیف هی قَز. نفطپبیب زض ایي حبلت  –  ٍ  0  
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حبل ثِ هٗبزلِ ٍایطقتطاؼ تٗوین یبفتِ ثط هی گطزین ٍ ًمبٌ زض ثیٌْبیت ضا ثطضؾی هی وٌین. هٗبزلِ ّوگي ظیط ضا 

 زاضین

 2   1     3  2   3   2 
2   4  2   6 

3 

3 ذَاّین زاقت  0  حبل اگط  ∞پؽ  0  اؾت وِ زضؾت هخل   تٌْب ًمُِ زض ثیٌْبیت   0 1 0  

 هٗبزلِ ٍایطقتطاؼ اؾتبًساضز اؾت.

لطاض زاقتِ ثبقس ًمُِ   زض   0  0  اؾت. پؽ اگط  0   ، ذٍ ٖوَزی ∞ٍ   0  0  ثیي ًمبٌ   ذٍ 

0 1   0  ًمُِ   ٍ   تلالی زیگط    3  هی ثبقس.   0  

. روٕ ؾِ ًمُِ      زاضین   حبل هی تَاًین روٕ ًمبٌ ضا تَنیف وٌین. الجتِ ثطای توبم ًمبٌ 

 َضت ظیط اؾتب اگط ّن ذٍ ثبقٌس. هٗىَؼ ًمبٌ ثهثطاثط ثیٌْبیت اؾت اگط ٍ تٌْ      

                3      

 ضٍال ظیط ضا َی هی وٌین 2 ٍ  1 ثطای روٕ زٍ ًمُِ 

ضا زضًمُِ ؾَهی هخل   ایي ذٍ  (ایي ذٍ هوبؼ اؾت 2 ;  1 ضا ضؾن هی وٌین )ٍلتی  2 ٍ  1 گصضا اظ   ذٍ 

 3
3 لُٕ هی وٌس. حبل       3

ًزبم هی زّین ٍ ضا هحبؾجِ هی وٌین )تٌْب ثب فطهَل زازُ قسُ ایي وبض ضا ا  

1 ّب ًیؿت.( ٍ ؾپؽ   تَرِ هی وٌین وِ ایي ٍاضٍى ًؿجت ثِ هحَض    2   3  

 ًیع ّؿتٌس پؽ ثِ فطم یه گطٍُ آثلی ّؿتٌس.  قبهل   ایي روٕ قطوت پصیط اؾت. ًمبٌ 

 1ديگاوٍ ساسی وقاط در مشخصٍ 

 زٍ حبلت ظیط ضا ثطضؾی هی وٌین

1-  2      3   2 
2 2 لصا  6        3   2 

2   6  2)چَى زض هكرهِ  0 

2)ظیطا 0  2        ّؿتین( ثب هكتك گیطی يوٌی ذَاّین زاقت   0  ٍ3  1 ) 
  ثطاثط   0  0    ثٌبثطایي قیت ذٍ گصضا اظ ًمُِ 

 0  0
2

 0
اؾت لصا هٗبزلِ ذٍ ثهَضت ظیط زض هی  

0   0       آیس   هخل   ٍ   یگصاضی ًمبٌ لُٕ اؾت. ثب رب  ثطای ثطذی       

 ضا هی یبثین.   1  1  
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0        2           3   2 
2   6   3    2     2  

2    

0 حبنل روٕ ضیكِ ّب ی    0 2  ثطاثط 1    اؾت لصا زاضین   2    

 1   2     2  
 0

2   0
4   0 0   0

3   2 0
2

 0
2  

 0
4   6

 0
2  

0 )چَى 
2   0 0   0

3   2 0
2   6 ) 

1 ایي اقتطان )لُٕ زازى(   هرتهبت      1   2 هؿبٍی   1  1  اؾت. ًمُِ  0   0  

2 وِ   2  2    2هی ثبقس پؽ     1   1   1   1  ٍ 1  
 0

4  6

 0
2  

2-  2   3   3 2 ایي هٗبزلِ ضا ثهَضت  6   4     3   3   4   6 هی  0 

 اؾت( ؾپؽ ثب هكتك گیطی يوٌی ذَاّین زاقت  2ًَیؿین )چَى هكرهِ هیساى 
 3 

    2   اؾت وِ  0   0       پؽ ذٍ هوبؼ  0  4  
 0

2  4

 3
ثب   

 ضا هی یبثین وِ   1  1  هخل    ٍ   ربیگصاضی ٍ حل ّوبًٌس هَضز لجل ًمبٌ  لُٕ 

 1   2  
 0

4   4
2

 3
2                1     1   0   0  

2 وِ   2  2    2ثٌبثطایي    3   1  ٍ 1  
 0

4  4
2

 3
2   . 

 درِيریختی

اؾت وِ تَؾٍ یه تبثٕ گَیب زازُ هی   ̅     ̅    𝛼یه ّوطیرتی   هٌَٓض اظ یه زضٍى ضیرتی اظ 

𝛼  1قَز. ثٗجبضت زیگط    2  𝛼  1  𝛼  2   )تَاثٕ گَیب )چٌس رولِ ای ّبی ذبضد لؿوتی ٍ

زاقتِ ثبقین   ̅         هَرَز ثبقٌس ثَُضیىِ ثطای توبم  ̅ ثب يطایت زض       2 ٍ       1 

𝛼       1       2        

ٌی ثطذی ًمبٌ ًبثسیْی ثبقس یٗ αٍ ّوچٌیي فطو هی وٌین       𝛼ّوطیرتی اؾت زاضین  𝛼چَى 

 .        𝛼هَرَز ثبقٌس ثَُضیىِ       
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 ًكبى هی زّین. 0هی ًگبضز ضا ثب   توبم ًمبٌ ضا ثِ  ِزضٍى ضیرتی ثسیْی و

 مثال 

2 ثب   فطو وٌیس    3 ّوطیرتی  𝛼آًگبُ   𝛼    2زازُ قسُ ثبقس ٍ فطو وٌیس       

       1 وِ زض آى        𝛼        1       2اؾت ٍ 
3 2  

2 
 2  2   ٍ

 2      (
3 2  

2 
) (3  (

3 2  

2 
)

2
)     

 اؾت.  یه زضًٍطیرتی ضٍی  𝛼ّوطیرتی اؾت وِ تَؾٍ تَاثٕ وؿطی زازُ قسُ لصا  𝛼چَى 

 تًجٍ:

ثطای تَيیح زضٍى ضیرتی ّب تَؾٍ تَاثٕ گَیب ثْتط اؾت یه قىل اؾتبًساضز زض ًٓط زاقتِ ثبقین. ثطای ؾبزگی 

تبثٕ گَیبی زلرَاّی ثبقس        ب ثِ فطم ٍایطقتطاؼ زازُ قسُ ثبقس. فطو وٌین فطو وٌین ذن ثیًَی ه

2 زاضین    ̅         چَى ثطای توبم    3 ضا ثب   پؽ هی تَاًین تَاى ّبی ظٍد        

ِٓ وٌین وِ ثیبى وٌین ٍ هلاح  زض یه چٌس رولِ ای اظ   ضا ثب يطة   ٍ تَاًْبی فطز   یه چٌس رولِ ای اظ 

 هی زٌّس.   ̅   ثب ًمبٌ زض        وؿطّبی گَیبی هكبثْی هخل 

        ن ثٌبثطایي هی تَاًین فطو وٌی
 1     2    

 3     4    
ثب  2 ثٗلاٍُ ثب گَیب وطزى وؿط ٍ ربیگصاضی  

 3        ذَاّین زاقت       
 1     2    

 3   
  

 ضا زض ًٓط هی گیطین.       𝛼        1       2زضٍى ضیرتی 

(      )𝛼       𝛼اؾت زاضین  ّوطیرتی 𝛼چَى    𝛼      یٌٗی 

  1         1       ٍ 2         2       

      1 ضا ثِ فطم  1 لصا اگط  
 1     2    

 3   
ضا ثِ فطم فَق  2 ٍ اگط  0    2 ثٌَیؿن آًگبُ  

  0    1 ثٌَیؿین آًگبُ ذَاّین زاقت 

 تَاثٕ گَیب ّؿتٌس.    2 ٍ     1 وِ زض آى       𝛼        1     2پؽ هی تَاًین فطو وٌین 
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 حبل هی تَاًین ثِ ایي پطؾف وِ اگط یىی اظ تَاثٕ گَیب زض ًمُِ ای تٗطیف ًكَز چِ اتفبلی هی افتس پبؾد ثسّین.

    1 فطو وٌین 
    

چٌس رولِ ای ّبیی ّؿتٌس وِ ٖبهل هكتطن ًساضًس.   ٍ   وِ زض آى  ⁄    

. اگط        𝛼آًگبُ هی تَاى فطو وطز  0     زاقتِ ثبقین       اگط ثطای ثطذی ًمبٌ 

 تٗطیف هی قَز. 𝛼تٗطیف هی قَز. لصا تبثٕ گَیب اؾت ٍ زض ًتیزِ     2 ،  2.19آًگبُ َجك توطیي  0     

 زیف:تع

𝛼   ًبثسیْی اؾت( ثهَضت  𝛼ضا )زض حبلتی وِ  𝛼زضرِ  تٗطیف  {               }     

 هی وٌین 

𝛼اگط   ٓط هی گیطین.ضا ثطاثط نفط زض ً 𝛼زضرِ  1 

 تعزیف:

𝛼 1 ضا یه زضٍى ضیرتی رساقسًی ًبهین ّطگبُ هكتك  1 
هتحس ثب نفط ًجبقس یب ثَُض هٗبزل حسالل      

 هتحس ثب نفط ًجبقس.      یب       یىی اظ 

 مثال

       1 ذَاّین زاقت   𝛼    2زض ازاهِ هخبل لجلی ٍلتی 
3 2  

2 
 2 ٍ ثب تَرِ ثِ ایي   2 

2 وِ    3  ثب اًسوی هحبؾجبت ذَاّین زاقت       

 1    
 4  2  2  8    2

4  3       
 

𝛼   لصا   4  

2 3 4      چٌس رولِ ای  ًیع چٌیي اؾت ظیطا اگط  3هربلف نفط اؾت )حتی زض هكرهِ     

3 آًگبُ  0    زاضای ضیكِ چٌس گبًِ اؾت وِ هتٌبلى ثب فطو اؾت(   

 رساقسًی اؾت. 𝛼لصا 

 مثال 
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ثسؾت آهس اؾتفبزُ ثطضؾی هی وٌین اظ فطهَل ّبی زٍگبًِ ؾبظی وِ زض ثرف لجلی  2هخبل لجل ضا زض هكرهِ 

2 هی وٌین. زض هَضز       3   2 
2 وِ        𝛼        1     2زاضین  6  

 1    
 4   6

𝛼   ثٌبثطایي  ⁄2   4 . 

3 4      چَى   پؽ زضٍى ضیرتی هَضز ثحج رسا قسًی ًیؿت. 0  2      ٍ  0 

2 ثَُض هكبثِ اگط    3   3     1 آًگبُ  6   4  
 4   4

2

 3
𝛼   ثٌبثطایي  ⁄2  

 رساقسًی ًیؿت. 𝛼ٍلی  4

 وکتٍ

 اؾت ٍ رساقسًی ًیؿت. 2 زاضای زضرِ       𝛼ًگبقت   زض هكرهِ 

 مثال

 یه هخبل هْن ثطای زضٍى ضیرتی ًگبقت فطٍثیٌَؼ هی ثبقس. وِ ثهَضت ظیط تٗطیف هی قَز

ضا ًگبقت                 تٗطیف قَز. آًگبُ ًگبقت    ضٍی هیساى هتٌبّی   فطو وٌین 

 زاضز.   فطٍثیٌَؼ هی ًبهین وِ ًمف ثؿیبض هْوی زض ًٓطیِ ذن ّبی ثیًَی ضٍی هیساى هتٌبّی 

 1.12لم 

اؾت وِ   ثب زضرِ   یه زضٍى ضیرتی اظ   تٗطیف قَز. آًگبُ    ضٍی هیساى هتٌبّی   فطو وٌین 

 رساقسًی ًیؿت

 اثبات:

 اؾت.   ًگبقتی ثب تَاثٕ گَیب )چٌس رولِ ای ّب( ثبقس وِ زاضای زضرِ                 فطو وٌین 

       ًىتِ انلی ایي اؾت وِ 
̅̅̅̅       

̅̅̅̅ ٍ   1  1  یه ّوطیرتی اؾت. فطو وٌین   

    ًمبَی زض   2  2  
̅̅̅̅ 1 ثبقٌس ثَُضیىِ    ثبقس وِ   3  3  ٍ روٕ ایي زٍ ًمُِ ثطاثط ًمُِ  2  

 3   2   1   2  ٍ 3     1   ثَُضیىِ  1   3  
 2  1

 2  1
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 )هب زض ایٌزب ثب فطم ٍایطقتطاؼ وبض هی وٌین ٍ احجبت زض فطم ٍایطقتطاؼ تٗوین یبفتِ ثَُض هكبثِ اًزبم هی قَز(

3 ام ثِ فطم ظیط هی ثبقس  - تَاى 
 

   2
  1

 
  2

   ٍ 3
 

   ( 1
 

  3
 
)   1

ثَُضیىِ   

   
 2

 
  1

 

 2
 
  1

   

   2  2      1  1      3  3    یٌٗی 

1 ّبیی وِ  حبلت  بیت قَز ثطاحتی ثطضؾی هی قًَس.یب حبلتی وِ یىی اظ ًمبٌ ثیٌْ 2  

3 وِ   2  2    1  1  2ایي فطهَل ثیبًگط ایي اؾت وِ    2  2 1 ٍ 

  3     1   وِ زض آًْب  1   3  
3 1

2  

2 1
 

3 ثطؾٌس ذَاّین زاقت   تَاى  ٍلتی ایي ٖجبضت ّب ثِ
 

   2
 2 1

   ٍ 3
    ( 1

   3
 )   1

  

    ثَُضیىِ 
3   1

 
 2   

2  1
   

ًمُِ ٍ ایي یٌٗی هب فطهَل زٍگبًِ ؾبظی ضا ثطای  3  3  2  2      زاضین       3 2چَى 

  1
 
  1

 
 ثبقس وبض هی وٌین(     ثب ذن ثیًَی زیگطی وِ       ثسؾت آٍضزین )اگط  زض   

   پؽ زض  0  اؾت. چَى   ّوطیرتی اؾت وِ تَؾٍ تَاثٕ گَیب زازُ قسُ یه زضًٍطیرتی زض    چَى 

 رساقسًی ًیؿت.   هتحس ثب نفط اؾت ثٌبثطایي    هكتك 

 1.12قضیٍ 

𝛼   ثبقس آًگبُ   ن ثیًَی یه زضًٍطیرتی رساقسًی اظ ذ 𝛼فطو وٌیس         𝛼   وِ زض آى

     𝛼   ّؿتِ ّوطیرتی𝛼    ̅     ̅  .هی ثبقس 

𝛼   رسا قسًی ًجبقس آًگبُ  𝛼 اگط        𝛼   

 اثبات
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    1 ثبقس وِ زض آى       𝛼        1     2فطو وٌین 
    

ثَُضیىِ  ⁄    

         1  

1 رساقسًی ثبقس آًگبُ  𝛼فطو وٌین 
ثٌَٗاى چٌس رولِ ای نفط ًیؿت. فطو وٌین         پؽ  0  

 ََضی ثبقس وِ  ̅         ٍ فطو وٌین  {0             | ̅   }  

1-   9    9        9  

2-    (          )     {             }       𝛼   

3-    1    

4-       𝛼    ̅    

ًیع     𝛼یٌٗی  𝛼هتٌبّی اؾت لصا تهَیطـ تحت   چٌس رولِ ای نفط ًیؿت پؽ         چَى 

 ای ثب هكرهبت فَق ٍالٗب هَرَز اؾت      لصا  هتٌبّی اؾت

𝛼   ازٖب هی وٌین    {         ̅ |𝛼  1  1       }  

 (       𝛼  1  1چٌیي ًمبَی ثبقس )      حبل ازٖب ضا حبثت هی وٌین: فطو وٌین 

ٍ     1  2 1 زض ًتیزِ ذَاّین زاقت 
   1 

   1 
ثٌبثط  0  1   ثبیؿتی         چَى    

1     1  2 1 هٗیي اؾت لصا ذَاّین زاقت   1  2 ، 2.19توطیي   
 

 2  1 
( 0  )چَى  

. َجك فطو        𝛼  1  1ّب ضا ثكوبضین وِ  1 تٗییي هی قَز پؽ وبفیؿت  1 تَؾٍ  1 یٌٗی 

 اؾت. 𝛼ثطاثط ثب زضرِ      زضرِ  2قوبضُ 

ثٌبثطایي ثب تَرِ ثِ فطم هزوَِٖ  ضیكِ زاضز )ثب احتؿبة ضیكِ ّبی تىطاضی( 𝛼   ثِ اًساظُ      یٌٗی 

{         ̅ |𝛼           }  زاضای      هی تَاى گفت وِ اگط ثتَاًین ًكبى زّین

 ازٖب حبثت ذَاّس قس.ضیكِ تىطاضی ًیؿت زض ایي نَضت 

ٍ  0  0      0    ثبقس )فطو ذلف( زض ایي نَضت     یه ضیكِ تىطاضی  0 فطو وٌین 

ثب يطة َطفیي ذَاّین زاقت        ٍ      زاضین  0  0       0    ّوچٌیي 

           0 
  0
⇒            0  0   0    
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ضیكِ تىطاضی ًساضز. ٍ ایي احجبت      وِ ثب قطٌ ؾِ هتٌبلى اؾت پؽ     1   0  1   لصا 

 ازٖب ضا وبهل هی وٌس.

 . فطو وٌین       𝛼  1  1ََضی ثبقسوِ   ̅     1  1  فطو وٌین 

    𝛼 1زض ایي نَضت ثطای ّط  {     1 }   ذَاّین زاقت     

 𝛼      1  1           زض ًتیزِ هی تَاى گفت زلیمب    𝛼  ًِمُِ ّؿت و𝛼  1  1  

𝛼    ثب تطویت ًتیزِ اذیط ثب ازٖب ًتیزِ هی گیطین            𝛼  

 0           ّوَاضُ نفط ذَاّس ثَز لصا         رساقسًی ًجبقس زض ایي نَضت  𝛼حبل اگط 

{           𝛼| ̅         }تىطاضی ذَاّس ثَز پؽ  ّوَاضُ زاضای ضیكِ ّبی      𝛼 

𝛼   ذَاّس ثَز پؽ  𝛼   ووتط اظ         𝛼 . 

 قضیٍ 

𝛼ثبقس. فطو وٌیس   یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى   فطو وٌیس  ثبقس آًگبُ   یه زضٍى ضیرتی اظ  0 

𝛼    ̅     ̅  پَقبؾت 

 اثبات

 0      اگط             𝛼ّؿت وِ       یه   ̅         ثبیس ًكبى زّین ثطای ّط 

    1 فطو وٌین  0      حىن ثسیْی اؾت پؽ فطو وٌین 
    

ثَُضیىِ  ⁄    

         1  

 چٌس رولِ ای حبثت ًیؿت     حبلت اٍل: 

زض غیط ایي  0  0   پؽ ثبیس  1         ذَاّس زاقت. چَى  0 زض ایي حبلت ضیكِ ای هخل 

اؾت. فطو وٌین   ضیكِ  0 یٌٗی  0  0   ًتیزِ هی قَز  0  0      0   نَضت اظ 

√ 3        0 تٗطیف قسُ ٍ زاضین   𝛼  0  0، 2.19پؽ ثٌبثط توطیي  ̅  

𝛼  0  0          هی تَاى   ̅         . حبل ثب تَرِ ثِ ایي وِ ̅    وِ زض آى

2    ̅          ًَقت 
  3        لصا  2       
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         𝛼  0  0آًگبُ      اگط 

                         𝛼  0   0   𝛼  0  0آًگبُ       اگط 

 چٌس رولِ ای حبثت ثبقس     حبلت زٍم: 

هتٌبّی اؾت هی تَاى گفت وِ تٌْب تٗسازی هتٌبّی ًمُِ هی  𝛼    ًبهتٌبّی ٍ    ̅    𝛼اظ آًزب وِ 

ّط زٍ ثبیس   ٍ   ( پؽ 𝛼    2زازُ قسُ تهَیط قًَس )حساوخط ثطاثط ثب   تَاًٌس ثِ ًمُِ ای ثب هرتم 

ًیع حبثت ذَاّس ثَز زض ایي حبلت تٗساز   حبثت اؾت پؽ      حبثت ثبقس، چَى   غیط حبثت ثبقٌس اگط 

 زازُ قسُ تهَیط هی قًَس ثیٌْبیت اؾت.  وِ ثِ یه ًمُِ ثب هرتم  ًمبَی

  {     |𝛼             {     |  
    

    
    }        

 {      |      2            

هی تَاى یبفت   ّط زٍ ثبیس غیط حبثت ثبقٌس حساوخط یه تبثٕ هخل   ٍ   وِ ثحج ثبلا ضا ًمى هی وٌس پؽ 

آًگبُ اظ ایي زٍ ضاثُِ             حبثت زیگطی ثبقس وِ    ظیطا اگط            وِ 

                        ذَاّین زاقت 

  𝛼        هی ذَاّین ًكبى زّین 

اوخط زٍ حس*پؽ ثب تَرِ ثِ ثحج ثبلا هی تَاى گفت  𝛼         آًگبُ  𝛼        اگط 

 *ًیؿت.  𝛼  هی تَاى یبفت وِ زض        ٍ       ًمُِ هخل 

ضا   1  1  لطاض زاضز. لصا هی تَاى  𝛼  ثبقس پؽ زض       ًمُِ ای غیط اظ   1  1  فطو وٌین 

 ََضی ثطگعیس وِ 

  1     ̅            𝛼  1    1  1  

 پؽ ثٌبثط * 

  1  1          𝛼     2     ̅       𝛼  2    1  1        

 𝛼  2   1  𝛼  2  𝛼  1       ● 
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2 ًمُِ هتغیط زض       ثطای وبضثطزّبی ثٗسی هحه هٌبؾجی ثطای رساقسًی لاظم زاضین اگط    3       

2 3    2هكتك گطفتِ ٍ ًَقت   ًؿجت ثِ   ثبقس آًگبُ هی تَاى اظ      

 هكتك ثگیطین:  ًؿجت ثِ        گَیبی  تَاًین اظ تبثٕثَُض هكبثِ هی 

 
 

  
 هكتمبت رعئی ّؿتٌس.   ٍ    وِ زض آى                        

 لم 

2 ذن ثیًَی   فطو وٌیس    3 زضًٓط هی گیطین.   ضاضٍی       ثبقس. ًمُِ حبثت       

تَاثٕ        ٍ        وِ زض آى                             فطو هی وٌین 

ٍاثؿتِ اؾت وِ زض هٗبزلِ ظیط نسق هی وٌس   ثٌَٗاى تبثٕ ثِ    ( ّؿتٌس ٍ      )ثب يطایت   ٍ   گَیب اظ 

  

  
 

3 2  

2 
آًگبُ زاضین  

 

  
      

      
 

1

 
  

 وکتٍ

لن فَق ثیبى هی وٌس وِ زیفطاًؿیل 
  

 
 یل پبیبؾت.یه تجس 

 لم

𝛼1ثبقٌس وِ   زضًٍطیرتی ّبی ًبنفط اظ ذن ثیًَی   𝛼3 𝛼2 𝛼1فطو وٌیس   𝛼2  𝛼3  فطو وٌین

𝛼       (   
        

   )  

1  ن فطو وٌی
  ٍ  2

هَرَز ثبقٌس ثَُضیىِ  
  2

    

  2   
   2

  ٍ
  1

    

  1   
   1

 آًگبُ 

 
  3

    

  3   
   1

   2
  

 وکتٍ

 َجك ًىتِ لجلی 
  

 
  𝛼  اؾت لصا يطة اؾىبلط   یه تجسیل زیفطاًؿیل پبیب زض  

  
  اظ  ⁄ 

ضا  ⁄ 

 نسق هی وٌس. 2.26زاضین. یٌٗی ّط زضٍى ضیرتی ًبنفط زض فطيیبت لًیِ 
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 1.12قضیٍ 

ح ًبنفط یه ٖسز نحی  تٗطیف قسُ اؾت ٍ فطو وٌیس   یه ذن ثیًَی ثبقس وِ ضٍی هیساى   فطو وٌیس 

زازُ قسُ ثبقس )ثطای   (            )        ثب هٗبزلِ  زض    ثبقس فطو وٌیس يطة تَؾٍ

زض ایي نَضت  (تَاثٕ گَیب ّؿتٌس   ٍ    وِ   ̅         توبم 
  

    

     
    

 ًجبقس.  هًطثی اظ هكرهِ   رسا قسًی اؾت اگط ٍ تٌْب اگط   لصا يطة زض 

 یادآيری

وِ    تٗطیف هی قَز. زضًٍطیرتی فطٍثیٌَؼ    یه ذن ثیًَی ثبقس وِ ضٍی هیساى هتٌبّی   فطو وٌین 

 اؾت.  یه زضٍى ضیرتی ضٍی  2.20تٗطیف هی قَز. وِ َجك                 تَؾٍ 

 1.12قضیٍ 

  تَاًی اظ ٖسز اٍل   تٗطیف هی قَز وِ    یه ذن ثیًَی ثبقس وِ ضٍی هیساى هتٌبّی   فطو وٌین 

رساقسًی اؾت اگط ٍ       اٖساز نحیح ثبقٌس وِ ّط زٍ نفط ًیؿتٌس زضًٍطیرتی   ٍ   اؾت. فطو وٌیس 

     تٌْب اگط 

 

 خن َای هًفرد 

2 تب حبل ثب ذن ثیًَی    3 3 ثب ایي فطو وِ        زاضای ضیكِ ّبی هزعا       

3 ثبقس وبض وطزُ این. اهب هُبلِٗ حبلتی وِ   زاضای ضیكِ ّبی تىطاضی ثبقس ربلت ذَاّس ثَز.      

3 اثتسا حبلتی ضا ثطضؾی هی وٌین وِ  ضا ثطضؾی هی وٌین آًگبُ هٗبزلِ  0  زاضای ؾِ ضیكِ       

2 ذن ثهَضت  تٌْب ًمُِ هٌفطز ایي ذن اؾت، ّوچٌیي ًوَزاض ایي ذن ضا ثطای تهَض   0 0 ًمُِ اؾت.  3  

 ثهَضت ظیط هی تَاًین ضؾن وٌین.

 

 



 خم های بیضوی 35

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 ّط ذٍ گصضا اظ ایي ًمُِ ذن ضا زض حساوخط یه ًمُِ زیگط لُٕ هی وٌس. 

ثِ گطٍُ ثبٖج ثطٍظ هكىلاتی ذَاّس قس. لصا هب آى ضا وٌبض ذَاّین گصاقت. ًمبٌ   0 0 ايبفِ وطزى ًمُِ 

هىٗت ًوبیف هی زّین وِ یه گطٍُ اؾت وِ لَاًیي گطٍّی آى هكبثِ ٍلتی اؾت وِ        ثبلیوبًسُ ضا ثب 

ثبقس ٍلی   0 0 وبیع ثَز. تٌْب چیعی وِ ثبیس ثطضؾی قَز ایي اؾت وِ روٕ زٍ ًمُِ ًجبیس تزاضای ضیكِ ّبی ه

  0 0 ذن ضا حساوخط زض یه ًمُِ لُٕ هی وٌس ذٍ گصضا اظ زٍ ًمُِ زیگط ًوی تَاًس اظ   0 0 چَى ذٍ گصضا اظ 

 ثگصضز.

 2..1قضیٍ 

2 ذن ثیًَی   فطو وٌیس  ثبقٌس. وِ قبهل   ًمبٌ ًبهٌفطز ایي هٌحٌی ثب هرتهبت زض        ٍ  3  

∞ًمُِ  گطٍُ روٗی( ثب هٗبزلِ   )           هی ثبقٌس ًگبقت   1 0 1  

         
 

 
 اؾت.       ٍ   یه یىطیرتی گطٍّی روٗی ثیي  0     ٍ  

 اثبات

  فطو وٌین 
 

 
2 آًگبُ چَى      ذَاّین زاقت  3  

 

 
 2  

1

 2  ٍ  
 

 
 

1

ثٌبثطایي هی  3 

 پبضاهتطی وطز  ضا تَؾٍ        تَاى توبم ًمبٌ 
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ٍ ایي َجك پبضاهتطی وطزى ثبلا ثسیْی  0     ثطای احجبت یه ثیه ثَزى وبفیؿت ًكبى زازُ قَز وِ 

 . پؽ ًگبقت ثبلا یه ثیه اؾت.       هتٌبيط ثب  0  اؾت ظیطا 

ثبیؿتی ًكبى زّین   3  3    2  2    1  1  ثطای احجبت ّوطیرتی فطو هی وٌین 

 (  1  1    2  2 )     1  1     2  2    1   2   3 

 ّوطیرتی ضا زضحبلت ّبی هرتلف ظیط ثطضؾی هی وٌین

1 آًگبُ یب   2  2    1  1     2  ٍ 1 1 یب  2     2  ٍ 1   2  

1 زض حبلت    2  ٍ 1 1   2  2    1  1  زاضین  2     2  لصا   

    1 1 چَى ثٌبثط تمبضى زاضین   0       2    پؽ 2   

    1     2  (
 1

 1
)  (

 2

 2
)  (

 1

 1
)  (

 1

  1
)  0  

1 زض حبلت   زاضین  2  

 3   2   1   2  ٍ 3     1   ثَُضیىِ  1   3  
 2  1

 2  1
 

 پؽ ثب هحبؾجِ ضٍاثٍ فَق ذَاّین زاقت 

 3  
  2   1 

2    1   2   2   1 
2

  2   1 
2  

  2   1 
2   1

3   2
3 1 2

2  2 1
2

  2   1 
2  

     ثب ربیگصاضی 
 3  ٍ     

 ذَاّین زاقت  2 

 3
 2  

 2 1
 3 2

 3   1
 2 2

 4   1
 4 2

 2

  2
 1   1

 1 2  2
 1   1

 1 2  
 1
 2 2

 2  1
 1   2

 1 2

  2
 1   1

 1 2  2
 1   1

 1 2 

3 زض ًتیزِ 
 2    1   2 

 2  

 زاضین 3 حبل ثطای 

   3     3   1   1  
  2  1  3   2  1  1   2  1  1

 2  1
 

  2  1  3   2  1   2  1

 2  1
  

 زض ًتیزِ 
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 3
 3  

  2
 3   1

 3 2  1   2 
2   1

 2 2
 3   1

 3 2
 2

  2
 1   1

 1   2
 1   1

 1 
 

 1
 2 2

 2  1
 1   2

 1 2

  1   2 
 1 2

⁄

    1   2 
 3 

3 حبل اگط اظ 
 2  ٍ 3

1 ًؿجت ثگیطین ذَاّین زاقت  3    2   3  

1 زاضین   2  2    1  1  زض حبلتی وِ    2  ٍ 1 3 زض ایي حبلت  2     2  2 1  ٍ

 3     1   وِ زض آًْب  1   3  
3 1

2

2 1
2 )ظیطا     3  2    3 2) 

1 پؽ اگط  1 آًگبُ زاضین  0    2  وِ لجلا ثطضؾی قسُ اؾت    

1 لصا   ٍ زاضین  0 

 3  
4 1

4  8 1 1
2

4 1
2    3

 2  
9 1

 8  8 1
 2 1

 6

4 1
 6  

1

4
 1
 2  

 3  
3 1

3

2 1
 

3 1
3

8 1
  1  

9 1
3  8 1

2

8 1
    3

 3   
1

8
  1

 3 

3 زض ًتیزِ ثب تَرِ ثِ ضٍاثٍ ثبلا ذَاّین زاقت   2 1   1   2 

 وکتٍ 

2 زاضای ضیكِ هًبٖف زٍگبًِ اؾت هٗبزلِ هٌحٌی ثهَضت   زض حبلتی وِ ذن ثیًَی    3 اؾت ٍ  2  

 ًوَزاضی ثِ فطم ظیط زاضز 

 

 

2 اگط ضیكِ ّبی هًبٖف ضا نفط ثگیطین هٗبزلِ ذن ضا هی تَاى ثهَضت  ًَقت وِ زض آى       2  

فطو   ثب هرتهبت زض   ضا ًمبٌ ًبهٌفطز        ّوبًٌس لجل اؾت   تٌْب ًمُِ هٌفطز   0 0 ٍ  0  

 هی وٌین. هٗوَلا هٗبزلِ ثبلا ضا ثهَضت 
 

 
 2 ثِ نفط ًعزیه هی قَز   ًوبیف هیس ّین. ٍلتی        

 زاضین   هیل هی وٌس لصا ثطای ذن   ؾوت ضاؾت هٗبزلِ ثبلا ثِ ؾوت 
 

 
 2 یب    

 

 
)زض ًعزیىی     

 هی ثبقس.     ٍ       ثطاثط   0 0 مُِ ( یٌٗی زٍ هوبؼ زض 0ً  
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 2..1قضیٍ 

2 ذن   طو وٌیس ف 0ثب       2   ثب    ًمبٌ ًبهٌفطز        ثبقس فطو وٌیس      

𝛼2ثبقٌس ٍ فطو وٌیس   هرتهبت زض      

       𝜓ًگبقت ظیط ضا زض ًٓط ثگیطیس 
    

    
  ٍ∞  1  

𝛼اگط  -1  ( هی ثبقس  )گطٍُ يطثی    ثِ        یه یىطیرتی اظ  𝜓آًگبُ    

𝛼اگط  -2  یىطیرتی ظیط ضا ًتیزِ هیسّس  𝜓آًگبُ    

       {  𝛼  |         2    2  1} 

 وِ زض آى ٖجبضت ؾوت ضاؾت گطٍُ يطثی اؾت.
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 تمریًات فصل دِم

 ثطاثط هٌفی حبنلًطة ضیكِ ّبؾت. 3ًكبى زّیس لؿوت حبثت یه چٌس رولِ ای زضرِ      -1
1 ٍلتی  2 ٍ  1 ثب اؾتفبزُ اظ لؿوت اٍل فطهَلی ثطای روٕ زٍ ًمُِ       ثسؾت آٍضیس.  2  

 جًاب:

    : 

3 ؾِ ضیكِ هىٗت   ٍ   ٍ   فطو وٌین     2  ثبقس زض ایي نَضت زاضین       
                 3          2                  

 لصا حىن ثطلطاض اؾت.

    : 

 روٕ زٍ ًمُِ زض ولیِ حبلت ّب زض ثرف لَاًیي گطٍّی ثطضؾی قسُ )هرهَنب زض ایي حبلت(

2    زض ذن   5 3 ًمُِ  -2   3  ∞تٗطیف هی قَز. ًمُِ ای غیط اظ  ℚٍالٕ اؾت وِ ایي ذن ضٍی  2 

 ثبقس. ℚیب، غیط نحیح ثب هرتهبت زض ثیبثیس وِ گَ
 جًاب:

4  فطو وٌین 
2 زض ایي نَضت  ⁄3  (4

3⁄ )

3

 2  
64

27
 2  

10

27
   √

10

27
  

4 ًمُِ هَضز ًٓط  
3⁄  √

10

27
 هی ثبقس وِ یه ًمُِ گَیب ٍ غیط نحیح اؾت.  

2    ضٍی ذن   3  4    ٍ   10 3   ٍ   9 2   ًمبٌ  -3   3  ٍالٌٗس. 73 
 ضا هحبؾجِ وٌیس        ٍ     :    
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    ثبیس ثب ًتبیذ         ضا هحبؾجِ وٌیس رَاة قوب ثطای         ٍ     :    

ؾبظگبض ثبقس ثب ایي حبل تَرِ زاقتِ ثبقیس وِ یه هحبؾجِ زض ّط زٍ فطهَل هَضز اؾتفبزُ لطاض هی گیطز )زض ٍالٕ 

 ّین(قطوت پصیطی روٕ گطٍّی ضا ثب هخبل ًكبى هی ززض ایي ؾَال 

 جًاب

هی ثبقس ٍ هٗبزلِ  1  ضا هی ًَیؿین وِ زاضای قیت   ٍ   ذٍ گصضا اظ زٍ ًمُِ     ثطای هحبؾجِ 

 اؾت ثب ربیگصاضی هٗبزلِ ذٍ زض هٗبزلِ ذن ذَاّین زاقت. 7    ذٍ ًیع ثهَضت 

    7 2   3  73   3   2  14  24  0  

1  چَى زٍ ضیكِ ضا هی قٌبؾین پؽ    1   2 پؽ  3  ٍ ثب تَرِ ثِ هٗبزلِ ذٍ زاضین  4  

ٌَٖاى  ِضا ث  ضٍی هٌحٌی اؾت ٍلی ثب تَرِ ثِ لَاًیي گطٍّی ، ٍاضٍى ایي ًمُِ ًؿجت ثِ هحَض   3 4  

     3  4      حبنل روٕ هی گیطین پؽ 

 ضا هحبؾجِ هی وٌین.   2    زض ٍالٕ         حبل ثطای هحبؾجِ 

2 3    2قیت ذٍ ثب هكتك گیطی يوٌی اظ هٗبزلِ ذن ثسؾت هی آیس زاضین        
3 2

2 
 

3  4   8   پؽ هٗبزلِ ذٍ ثِ نَضت ظیط اؾت      8  35 . 

 ثب ربیگصاضی هٗبزلِ ذٍ زض هٗبزلِ ذن )لُٕ ذن ٍ ذٍ( زاضین

   8  35 2   3  73   3   64 2    0 

8  ضیكِ هًبٖف اؾت پؽ  4-ى اؾت ٍ چَ 64پؽ روٕ ضیكِ ّب ثطاثط   64 . حبل ثب 72   

ضٍی ذن لطاض زاضز ٍ ٍاضٍى آى ثطاثط حبنل روٕ   611  72 پؽ  611   تَرِ ثِ هٗبزلِ ذن زاضین 

  611  72   2            هُلَة اؾت یٌٗی 

   : 

 ضا هحبؾجِ هی وٌین      حبل ثِ ضٍـ هكبثِ 

2 ذن ثیًَی   فطو وٌیس  -4   3 زض ایي   7 6   ٍ   2 1   ثبقس. فطو وٌیس  37  34 

 5ضا زض پیوبًِ   2،  5         ضا هحبؾجِ وٌیس ٍ ّوچٌیي ثب تَرِ ثِ ایي هُلت وِ     نَضت 
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فطهَل     اؾت. هلاحِٓ هی وٌین چَى  5زض پیوبًِ     هحبؾجِ وٌیس. ًكبى زّیس رَاة هكبثِ 

ثطاثط ًیؿت. ثب ایي حبل رَاة ّب یىؿبى اًس ایي ًكبى هی زّس     ثب فطهَل روٕ  5روٕ ًمبٌ زض پیوبًِ 

 وِ تحَیل زض پیوبًِ یه ٖسز فطز ّوطیرتی اؾت.

 جًاب:

2 1   پؽ  1    ٍ  1  زاضین    3 3 لصا  37  34    2 پؽ  0   

 پؽ 5   لِ ذن ثسؾت هی آٍضین اؾت ٍ ثب تَرِ ثِ هٗبز 6   ضیكِ ؾَم ثطاثط 

       6 5  

ذَاّین زاقت  5قیت ذٍ ضا اظ َطیك هكتك گیطی  رعئی ثسؾت هی آٍضین وِ زض پیوبًِ   2ثطای یبفتي 

 اؾت ثب لُٕ ذن ٍ ذٍ زاضین   2 1 ذٍ هوبؼ زض ًمُِ  1    پؽ  1  

    1 2   3 3 لصا  37  34    2   2پؽ  2  ٍ لصا  1  پؽ  0   

 زاضین 5ّوچٌیي زض پیوبًِ   5         3 1   2  1     

 پؽ حىن ثطلطاض اؾت.  5 6    3 1  

2 ثِ هٗبزلِ   ًمُِ ای ضٍی ذن ثیًَی       فطو وٌیس  -5   3 ثبقس. ًكبى زّیس اگط       

2 3آًگبُ  0    چیؿت؟( ) ضاٌّوبیی: قطٌ ایي وِ یه چٌس رولِ ای ضیكِ هًبٖف زاقتِ ثبقس0   

 جًاب:

3 پؽ     چَى  ضیكِ ایي ذن اؾت ٍ چَى  ذن ًبهٌفطز اؾت یٌٗی زاضای   یٌٗی  0      

3 ضیكِ   ضیكِ تىطاضی ًیؿت یٌٗی اگط  ثبقس ضیكِ هكتك آى ًیؿت یٌٗی ضیكِ  0      

3 2 2 3ًیؿت. پؽ حىن ثطلطاض اؾت یٌٗی        0. 

 هی قَز اگط ٍ تٌْب اگط ایي ؾِ ًمُِ ّن ذٍ ثبقٌس. ∞ًكبى زّیس روٕ ؾِ ًمُِ ضٍی ذن ثیًَی ثطاثط  -6

 جًاب:

ذن ثیًَی ثبقٌس وِ ّن ذٍ ّؿتٌس زض ایي نَضت ثب تَرِ ثِ ذبنیت  ؾِ ًمُِ ضٍی 3 ٍ  2 ٍ  1 فطو وٌین 

1 قطوت پصیطی روٕ ذَاّین زاقت    2   3    1 اظ  2 ٍ  1 ٍ ذٍ گصضا اظ زٍ ًمُِ  3   2  
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1 ًیع ذَاّس گصقت پؽ ثٌبثط ذَال روٕ گطٍّی  3 ًمُِ ؾَم    2 1 پؽ زاضین  3      2  

 3    1   2   3   3   3     

1 ثطٖىؽ اگط    2   3 1 زض ایي نَضت ثٌبثطذبنیت قطوت پصیطی زاضین       2    3  ٍ

 2   3  ّب ّن ذٍ ّؿتٌس.   . حبل اؾتفبزُ اظ ذبنیت روٕ گطٍّی ثیبى هی وٌسوِ 1   

2 ذن   فطو وٌیس  -7   2   2 1 زاضای   0   ًكبى زّیس  2.6.3ثبقس. ّوبًٌس ثرف   2 2   

 هطتجِ چْبض اؾت

 جًاب:

 اؾت.ثحج هَضز ًٓط ّوبى هرتهبت ازٍاضزظ اؾت ٍ هیساًین زض ایي هرتهبت روٕ ًمبٌ ثِ نَضت ظیط 

  1  1    2  2   
 1 2   2 1

  1    1 2 1 2 
 

 1 2   1 2

  1    1 2 1 2 
  

 . پؽ َجك فطهَل ثبلا ذَاّین زاقت. 2  2  4ضا هحبؾجِ هی وٌین ظیطا   2اثتسا   4ثطای هحبؾجِ 

   0     0  (0 
  2

 
)   0     

4  2  2   0      0     (0 
 2

 
)   0    

 اؾت. لصا حىن ثطلطاض

حبثت   ضا هحبؾجِ هی وٌس )ضاٌّوبیی: ثب اؾتمطا ضٍی ََل ثؿٍ زٍتبیی    ٍالٗب  2.1ًكبى زّیس ضٍـ ثرف  -8

 وٌیس(

 اثبات:

اؾتمطا   زضًٓط هی گیطین ٍ ضٍی   ضا ثطاثط   َجك ضاٌّوبیی ثب اؾتمطا هؿئلِ ضا حبثت هی وٌین. ََل ثؿٍ زٍتبیی 

زض ایي نَضت  0  . فطو وٌین 1  2    2نحیحی ثبقس وِ ٖسز   هی ثٌسین یٌٗی فطو وٌین وِ 

1پؽ  1    20  1  
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0    ثطلطاض ثبقس یٌٗی   فطو وٌین حىن ثطای همبزیط ووتط اظ   2 1 حبل ثطای  1   1  2   

پؽ َجك فطو اؾتمطا ذَاّین زاقت.   2  2  پؽ  1  2    2حبثت هی وٌین چَى   

  2   0  2 1 0   زض ًتیزِ  1   1  2     2 1    2  1   1  2  

 پؽ حىن ثطلطاض اؾت.

3   1        ضٍی ذن ثبقس آًگبُ ًكبى زّیس           اگط  -9    وِ     

 ًمُِ اقتطان ذٍ ٖوَزی ٍ ذن اؾت

 جًاب:

 اؾت. پؽ ثب ربیگصاضی زض هٗبزلِ ذن زاضین 0   هی گصضز  ∞ٍ   0  0  ذُی وِ اظ ًمُِ 

  2   1 0   3   0
3   2 0

2   4 0   6 

 2   1 0   3   0
2   1 0 0   3 0 

  2   0
2    1 0   3     0  

     0     0    1 0   3     0      0     1 0   3  

     1 0   3   0 

 پؽ حىن ثطلطاض اؾت.

یه ًگبقت زٍ ثِ یه                 اٖساز حمیمی ثبقس ًكبى زّیس ًگبقت  ℝفط و وٌیس -10

2 اظ وطُ    2   2 ℝزض  1 
3

 ثِ  
ℝ
 هی زّس. چَى وطُ فكطزُ اؾت پؽ  2

ℝ
تحت تَپَلَغی المبیی  2

 اظ اظ وطُ فكطزُ اؾت.

 جًاب: 

        ضا ثِ            ٍ         فمٍ زٍ همساض                 چَى ًگبقت 

 هی ثطز 
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 فصل سّم: نضاط تاب

هُبلِٗ ذن ّبی ثیًَی ًمف  ضِ هطتجِ هتٌبّی زاضًس ایي ًمبٌ ززض یه رولِ هی تَاى گفت ًمبٌ تبة یٌٗی ًمبَی و

 تبة ّؿتٌس.  ی بّضٍی هیساى هتٌ  ًكبى زازُ ذَاّس قس وِ توبم ًمبٌ  4هْوی زاضًس. زض ثرف 

 وقاط تاب

 تعزیف

یه ٖسز نحیح هخجت   . فطو وٌیس تٗطیف قسُ اؾت  یه ذن ثیًَی ثبقس وِ ضٍی هیساى   فطو وٌیس 

  {0   | ̅     }     ضا ثهَضت ظیط تٗطیف هی وٌین      ثبقس زض ایي نَضت هزوَِٖ 

 هی ثبقس.  ٍ ًِ نطفب زض  ̅ زاضای ًمبَی ثب هرتهبت زض      تبویس هی وٌین وِ 

 مثال

2 فطم  ضا هی تَاى ثِ  ثبقس  2ٍلتی هكرهِ هیساى  وبض   2  ًَقت. زض ایي نَضت تٗییي        

2 هكىلی ًرَاّس ثَز. فطو وٌیس  3  2  1 ثبقس وِ   3     2     1      ًمُِ  ̅  

لصا  0  ٖوَزی ثبقس. یٌٗی   نسق هی وٌس اگطٍ تٌْب اگط ذٍ هوبؼ زض ًمُِ     2زض ضاثُِ   

 یىطیرت اؾت. 2  2 گطٍّی اؾت وِ ثب   2  ٍ  { 0 3    0 2    0 1    }  2  

 ي مثال یادآيری

 ضا هی تَاى ثِ یىی اظ زٍ فطم ظیط ًَقت:  زض فهل زٍم ًكبى زازُ قس وِ ذن ثیًَی 

 1    2      3   2 
2   6  0       2    2   3   3   4   6  0 

6 زض حبلت اٍل  3 ٍ زض حبلت زٍم  0   )ظیطا زض غیط ایي نَضت ذن ّب هٌفطز ذَاٌّس قس( 0 

ثبیس ٖوَزی ثبقس ٍ ایي یٌٗی هكتمبت رعیی   ثبقس آًگبُ هوبؼ ثط  2ًمُِ ای اظ هطتجِ         اگط 

 ثبیس نفط ثبقس.   ًؿجت ثِ 

 ی آى زض هٗبزلِ اٍل ذَاّین زاقتوِ ثب ربیگصاض 0  یي یٌٗی زض حبلت اٍل ا
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 0   2   6     √ 6 
تٌْب ًمُِ اظ هطتجِ هی  ثبقس ٍ چَى ضیكِ زٍم زض   6 √ 0 لصا  2

یىطیرت  2 وِ گطٍّی اؾت وِ ثب گطٍُ  {(6 √ 0)  }  2  هٌحهط ثِ فطز اؾت پؽ  2هكرهِ 

 اؾت.

 هجبحج فَق ضا زض لًیِ ظیط ذلانِ هی وٌین

 2..قضیٍ 

ٍ  2  2   2  ًجبقس آًگبُ  2ثبقس اگط هكرهِ هیساى   یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى   فطو وٌیس 

  0  2  یب  2   2  ثبقس آًگبُ  2اگط هكرهِ هیساى 

 مثال 

 ضا ثطضؾی هی وٌین   3  حبل 

2 ضا هی تَاى ثهَضت   ًجبقس لصا  3یب  2اثتسا فطو وٌین هكرهِ هیساى    3  ثیبى وطز.      

ثب   2ًمُِ   یٌٗی هرتهبت      2نسق هی وٌس اگط ٍ تٌْب اگط     3زض ضاثُِ   ًمُِ 

ظیطا ٍلی اظ لحبِ ٖلاهت هتفبٍت ذَاّس ثَز  ّوبًٌس ّویي اؾت  ثطاثط اؾت )ٍ هرتهبت   ًمُِ   هرتهبت 

 (   ًتیزِ هیسّس     2ثطاثط ثبقس ضاثُِ   اگط هرتهبت 

2 لصا    وِ     2 
3 2  

2 
2 ثب اؾتفبزُ اظ     3  ذَاّین زاقت      

  3 2    2  12   3        2 4  6  2  01    2  1 

3 4 6912 هجیي چٌس رولِ ای اذیط   هی ثبقس وِ ًبنفط اؾت.  2 2 12 

ضا   زٍ   ( ٍرَز زاضز ٍ ّط ̅ )زض   ثطای  پؽ چٌس رولِ ای زاضای ضیكِ چٌسگبًِ ًیؿت لصا چْبض همساض هزعا

اؾت هكبّسُ هی وٌین   3  ًیع ًَٖی اظ  ∞ذَاّین زاقت. ٍ چَى  3ًمُِ اظ هطتجِ  8ًتیزِ هی زّس. پؽ هب 

  3  3   3  تبة ّؿتٌس. یٌٗی  -3ٌٖهط اؾت وِ ّط ٌٖهط آى  9گطٍّی ثب   3  وِ 

 ثطضؾی هی قَز 3.2ثبقس زض توطیي  2حبلتی وِ هكرهِ هیساى 

2 ثِ فطم   هی ضؾین. هی تَاًین فطو وٌین  3ِ هكرهِ ثحبل    3   2 
2 اؾت.  6   4  

  2ضا ثطای   اؾت. ثب ضٍال هٗوَل هرتهبت    ثطای   ثطاثط ثب هرتهبت   2ثطای   ثَُض هكبثِ هرتهبت 
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هحبؾجبت اظ ثیي ذَاّس  ربیگصاضی هی وٌین. ثطذی اظ هطاحل  ثطای   هحبؾجِ وطزُ ٍ آى ضا ثزبی هرتهبت 

3ضفت ظیطا  )ثب هحبؾجبت ذَاّین زاقت  0 
2 2   4

2 
)

2
  2 4چَى  0  3  ًتجزِ هی  1 

 2 گیطین  
3   2 6   4

2 2 تَرِ هی وٌین وِ  0    6 زضؾت ًیؿت ظیطا زض ایي نَضت  0 

 3   6      6

1
3⁄ ثبیؿتی  6 ب ی 2 زاضای ضیكِ ّبی چٌس گبًِ ذَاّس ثَز پؽ حسالل یىی اظ  3 

 هربلف نفط ثبقٌس.

2 اگط  4  ذَاّین زاقت  0 
2 زاضای ّیچ همساضی ًیؿت   وِ ًوی تَاًس اتفبق ثیفتس پؽ  0 

  { }  3  لصا ٍ

2 اگط    2 هٗبزلِ ای ثِ فطم  0 
3  3ثسؾت هی آٍضین وِ زاضای ضیكِ ؾِ تبیی هٌفطز زض هكرهِ     

 هی ثبقس.

ضا ثسؾت هی زّس. ٍ  3اؾت. وِ زٍ ًمُِ اظ هطتجِ   یه همساض هَرَز اؾت ٍ زٍ همساض ًیع هتٌبْط ثب   لصا ثطای 

 3   3   زض ًتیزِ هی ثبقس ٍ 3اظ هطتجِ   3  ًمُِ ای اؾت وِ ّوَاضُ ٍرَز زاضز لصا  ∞چَى 

 1..قضیٍ 

هكرهِ هیساى   ) وِ      یه ٖسز نحیح هخجت ثبقس اگط   ٍ   یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى   فطو وٌیس 

            اؾت( یب هكرهِ نفط ثبقس آًگبُ 

. آًگبُ     ثٌَیؿین وِ        ضا ثهَضت   ٍ    |  اگط 

                        

 اثبات

هی  یٌٗی چٌسرولِ ای ّبی تمؿین اضائِ  ثب شوط ایي ًىتِ وِ همسهبت هطثٌَ ثِ احجبت ایي لًیِ زض ثرف ثٗسی)

  (ویي رب هی آٍضینقَز ٍلی ثربَط حفّ تطتیت احجبت ضا ّ

رساقسًی اؾت ّطگبُ  𝛼ثبقس آًگبُ   یه زضًٍطیرتی اظ ذن ثیًَی  (          )      𝛼اگط 

 هتحس ثب نفط ًجبقس      

 حبلت اٍل: 
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زاضای   ًگبقت يطة تَؾٍ  3.6ًجبقس َجك لًیِ   يطیجی اظ هكرهِ هیساى یٌٗی   فطو وٌیس 

     
  2

  

 2  2 1  
2 2 2 2 اؾت وِ هكتك هرطد    𝛼یٌٗی   اؾت پؽ يطة تَؾٍ  0   

 رساقسًی اؾت.

𝛼   اؾت پؽ  2 ( زاضای هطتجِ 𝛼یٌٗی   )ّؿتِ يطة تَؾٍ      ، 2.21ٍ لًیِ  3.7َجك ًتیزِ   

1       گطٍُ ّبی آثلی ثیبى هی وٌس  لًیِ ؾبذتبضی ثطای 2 
   2

      
  

 ّب(  )ثطای توبم  1    |  وِ 

     |  ّب   ضا ٖبز هی وٌس پؽ ثطای توبم  1 ٖسز اٍلی ثبقس وِ   فطو وٌیس 

{0   | ̅     }     زاضین      )تَرِ زاضین وِ ثٌبثط  تٗطیف      𝛼 ِزض ًتیز 

           𝛼         2) 

 اؾت.    زاضای هطتجِ           یٌٗی 

1       لصا  2  اؾت لصا ثبیس  2 زاضای هطتجِ      ،     ّوبًٌس احجبت ثطای 
   2

پؽ  

2 ٍ چَى    | 2  1 لصا  2 1           2             پؽ    

 حبلت زٍم:

یه ذن   فطو وٌیس )وِ ثیبى هی وٌس:  2.28هكرهِ هیساى اؾت( ثب تَرِ ثِ گعاضُ   )   |  فطو وٌین 

یه ٖسز نحیح ًبنفط ثبقس فطو وٌیس يطة   تٗطیف قسُ اؾت ٍ فطو وٌیس   ثیًَی ثبقس وِ ضٍی هیساى 

  ̅         زازُ قسُ ثبقس )ثطای توبم   (            )       تَؾٍ   زض   ثَؾیلِ 

تَاثٕ گَیب ّؿتٌس زض ایي نَضت    ٍ    وِ 
  

    

     
    

 ًجبقس.(  هًطثی اظ هكرهِ   رسا قسًی اؾت اگط ٍ تٌْب اگط   لصا يطة زض 

 (  ̅     رساقسًی ًیؿت )   ًتیزِ هی قَز  

ثبقس وِ زض   یه زضًٍطیرتی رساقسًی اظ ذن ثیًَی  𝛼)وِ ثیبى هی وٌس: فطو وٌیس  2.21َجك لؿوت زٍم 

𝛼   رسا قسًی ًجبقس آًگبُ  𝛼 هی ثبقس. اگط  ̅     ̅    𝛼ّؿتِ ّوطیرتی   𝛼     آى   

      𝛼  ووتط اظ زضرِ      ثَُضیىِ تٗساز اًٖبی              ( ٍ ثٌبثط احجبت حبلت اٍل
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یب  1اظ هطتجِ      هی ثبقس اظ َطفی ّط ًَٖ  2 ثطاثط    زضرِ زضًٍطیرتی  3.7اؾت. ثٌبثط    زضًٍطیرتی 

یب  1ثطاثط      اؾت پؽ هطتجِ  2 اؾت ٍ چَى ثَُض اویس ووتط اظ   تَاًی اظ      هی ثبقس پؽ هطتجِ   

 ذَاّین زاقت  زض ایي نَضت ثطای ّط        هی ثبقس پؽ   

 ، ثبقس زض ایي نَضت ازٖب هی وٌین وِ ثطای ّط   ثطاثط      اگط هطتجِ   { }       

            

         اؾت    اظ هطتجِ       ثطای احجبت ازٖب ًكبى هی زّین وِ 

پَقبؾت پؽ   ̅     ̅      ، 2.22ثبقس ثب تَرِ ثِ لًیِ    اظ هطتجِ   فطو وٌین ًمُِ 

یٌٗی         1   پؽ     1       لصا      ّؿت وِ   ̅     

هی تَاى ٌٖهطی اظ   َم هی قَز وِ ثِ اظای ّط ب تَرِ ثِ ثحج ثبلا ثِ اؾتمطا هٗلاؾت. ث 1   ثطاثط   هطتجِ 

 هی ثبقس.   زٍضی اظ هطتجِ       ؾبذت ثٌبثطایي    هطتجِ 

 ایي احجبت ازٖب ضا وبهل هی وٌس.

 *                 تزعیِ هی وٌین آًگبُ       ٍ  0  وِ        ضا ثهَضت   

 زاضین 1        چَى               پؽ ثٌبثط حبلت اٍل      چَى 

                   

             زاضین  *ثٌبثط         اگط 

                                  زاضین  *آًگبُ ثٌبثط           اگط 

 تعزیف

         ضا هٗوَلی ًبهین ّطگبُ   اظ هكرهِ   ذن ثیًَی 

 ثبقس آًگبُ ایي ذن ثیًَی ضا فَق هٌفطز هی ًبهین 0     ٍ ّطگبُ 

 تذکز

 ( ًساضز ٍاغُ فَق هٌفطز ّیچ اضتجبَی ثب ٍاغُ هٌفطز )تبحیط ًمبٌ ثسضفتبض ضٍی 
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 وکتٍ

، ثطای {2  1 }ثرف پصیط ًیؿت یه پبیِ  هخجت ثبقس وِ ثط هكرهِ هیساى  یه ٖسز نحیح  فطو وٌیس 

1 1 ثهَضت      طثطهی گعیٌین. یٌٗی ّط ٌٖه             1 ثیبى هی قَز وِ  2 2  

 اٖساز نحیح ّؿتٌس. 2 ٍ 

هی ًگبضز. یٌٗی      ضا ثِ      ، 𝛼ّوطیرتی ثبقس پؽ   ̅     ̅    𝛼فطو وٌیس 

𝛼  1    1هَرَزًس ثَُضیىِ              2  ٍ𝛼  2    1 لصا ّوطیرتی  2   

𝛼    ̅     ̅   2تَؾٍ هبتطیؽ  2 ،𝛼  (
  
  

 ًوبیف زازُ هی قَز. (

 تطویت ّوطیرتی ّب ثهَضت تطویت هبتطیؽ ّبی هتٌبْط هی ثبقس.

 مثال

2 تٗطیف قسُ ٍ  ℝیه ذن ثیًَی ثبقس وِ ضٍی   فطو وٌیس    3 ٍ فطو وٌیس       

2)  }  2  زض ایي نَضت  2  
1

3⁄  0) ( 2
1

3⁄  0) ( 22
1

3⁄ ضیكِ ؾَم ٍاحس   وِ زض آى  {(0 

 اؾت.

1 فطو وٌیس   (2
1

3⁄  0)  ٍ 2  ( 2
1

3⁄ هی ثبقس ٍ   2  پبیِ ای ثطای  {2  1 }زض ایي نَضت  (0 

 3  ( 22
1

3⁄  0)   1   2  

 مثال

 ثبقس.   ̅  ̅        𝛼هرتلٍ هعزٍد   𝛼   ℂ    ℂفطو وٌیس 

ّوطیرتی اؾت زض ٍالٕ چَى توبم هًبضة زض فطهَل لبًَى گطٍُ ّب حمیمی  𝛼ثطاحتی ًكبى زازُ هی قَز وِ 

1̅ ّؿتٌس ذَاّین زاقت    2̅   1   2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝛼  1  𝛼  2  𝛼  1یٌٗی    2   

𝛼  1  1  1زاضین   0  2  ٍ𝛼  2  1  1 𝛼2پؽ هبتطیؽ  2  1   (
1 1
0 ضا ذَاّین  (1

𝛼زاقت. تَرِ زاضین وِ   𝛼 .ّوبًی ذَاّس قس 
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 چًد جملٍ ای َای تضسیم 

اؾت ّوچٌیي ثطذی ًتبیذ هَضز ًیبظ ثطای احجبت  3.2ّسف اظ ایي ثرف فطاّن ؾبظی همسهبت هطثٌَ ثِ لًیِ 

 ثسؾت ذَاّس آهس.  4.2ّبی ثرف 

ن ثیًَی وِ تَؾٍ يطة ٖسز نحیح زازُ هی قَز هُبلِٗ ًگبقتْبی یه ذّبی تبثی ثِ ثطای هُبلِٗ ظیطگطٍُ 

 هی پطزاظین 

ثطای زضًٍطیرتی ّب وِ تَؾٍ تَاثٕ گَیب زازُ هی قًَس ثبیؿتی فطهَلی اضائِ زّین ثطای ایي هٌَٓض ثب هتغیط ّبی 

 قطٍٔ هی وٌین  ٍ   

 تعزیف

 طیف هی وٌین.ضا ثهَضت ظیط تٗ             𝜓چٌس رولِ ای تمؿین 

𝜓0  0 

𝜓1  1 

𝜓2  2  

𝜓3  3 4  6  2  12    2 

𝜓4  4   6  5  4  20  3  5 2 2  4    8 2   3  

𝜓2  1  𝜓  2𝜓 
3  𝜓  1𝜓  1              2 

𝜓2   2   1 𝜓    𝜓  2𝜓  1
2  𝜓  2𝜓  1

2               3 

 ...لم 

یه چٌس رولِ ای    𝜓ظٍد ثبقس   اؾت ٍ اگط       2     یه چٌس رولِ ای زض    𝜓فطز ثبقس   اگط 

 اؾت.      2      2زض 

 اثبات

 حصف
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 تعزیف

 چٌس رولِ ای ّبی ظیط ضا تٗطیف هی وٌین 

    𝜓 
2  𝜓  1𝜓  1 

    4  1  𝜓  2𝜓  1
2  𝜓  2𝜓  1

2  

 3..لم 

یه چٌس رولِ ای زض     فطز ثبقس   . ٍ اگط              ّب زاضین    ثطای توبم 

 اؾت      2     یه چٌس رولِ ای زض     ظٍد ثبقس آًگبُ    اؾت ٍ اگط       2      

 اثبات

 حصف

 3..لم 

         2
 چٌس رولِ ای ّبی ثب زضرِ ووتط 

𝜓 
2      2  2 1  چٌس رولِ ای ّبی ثب زضرِ ووتط 

 اثبات

 حصف

 3..قضیٍ 

2 یه ًمُِ ضٍی ذن ثیًَی         فطو وٌیس    3 )ضٍی هیساًی وِ هكرهِ آى       

)   یه ٖسز نحیح هخجت ثبقس آًگبُ   ًیؿت( ثبقس ٍ فطو وٌیس  2
     

  
2    

 
       

       3)  

 اثبات

 آهسُ اؾت 9.5زض ثرف 

 3..قضیٍ 
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(  یه ذن ثیًَی ثبقس. زضًٍطیرتی وِ زض لًیِ ثبلا زازُ قس )یٌٗی زضٍى ضیرتی يطة تَؾٍ   فطو وٌیس 

 اؾت.  2 زاضای زضرِ 

 اثبات

 حصف

 ثَزًس وِ زض ایي ثرف ثیبى قسًس 3.2زض ٍالٕ لن ّبی فَق اثعاضی ثطای احجبت لًیِ 

  Weilجفت سازی 

تبثْب زاضز یه ًوًَِ اظ وبضثطز آى زض احجبت لن  - ض رفت ؾبظی ٍیل ًمف ٖوسُ ای زض هُبلِٗ ذن ّبی ثیًَی ز

 ّؽ )تٗساز ًمبٌ ذن ثیًَی ضٍی هیساى هتٌبّی( هی ثبقس.

 تعزیف

ٖسز نحیحی ثبقس وِ هكرهِ هیساى آى ضا ٖبز ًوی   ثبقس ٍ   یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى   فطو وٌیس 

 ̅ ام ٍاحس زض  گطٍُ ضیكِ ّبی  {1   |̅   }   . فطو وٌیس           وٌس آًگبُ 

ضیكِ  زض   زاضای ضیكِ چٌسگبًِ ًیؿت لصا زاضای  1   ضاٖبز ًوی وٌس هٗبزلِ   ثبقس چَى هكرهِ هیساى 

ام اٍلیِ هی ًبهین. ثَُض هٗبزل  ضا ضیكِ    اظ  اؾت. ّط هَلس   گطٍُ زٍضی اظ هطتجِ    اؾت. ثٌبثطایي  ̅ 

 
 

    |  ط اگط ٍ تٌْب اگ 1 

 2..تعزیف ي قضیٍ 

ٖسز نحیحی ثبقس وِ هكرهِ هیساى آى ضا ٖبز ًوی   ثبقس ٍ   یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى   فطو وٌیس 

ثٌبم رفت ؾبظی ٍیل هَرَز اؾت وِ زض قطایٍ ظیط نسق                 وٌس آًگبُ یه رفت 

 هی وٌس

 ًؿجت ثِ ّط یه اظ هتغیطّب زٍ ذُی اؾت. یٌٗی     -1

    1   2        1        2    

      1   2        1        2  

2  1    2  1   ثطای توبم ًمبٌ        
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زاقتِ ثبقین        ًؿجت ثِ ّط یه اظ هتغیطّب ًبتجبّیسُ اؾت یٌٗی اگط ثطای توبم     -2

 1        زاقتِ ثبقین        ٍ ّوچٌیي اگط ثطای توبم     آًگبُ  1        

     آًگبُ 

 1        زاضین        ثطای توبم ًمبٌ  -3

 1                زاضین          ثطای توبم ًمبٌ  -4

زض فطم   ثبقس )اگط   ًگبقت ّوبًی ثب يطایت زض  𝜎ثَُضیىِ  ̅ اظ  𝜎ثطای توبم ذَزضیرتی ّبی  -5

( 𝜎  𝜎)  ( زاضین      𝜎        𝜎ٍایطقتطاؼ ثبقس ٍ ایي یٌٗی   𝜎(       ) 

(   𝛼    𝛼)  زاضین   اظ  𝛼ثطای توبم زضًٍطیرتی ّبی رساقسًی  -6 اگط              

زضٍى ضیرتی فطٍثیٌَؼ ثبقس  𝛼لطاض گیطًس آًگبُ گعاضُ فَق ثطای حبلتی وِ    زض هیساى هتٌبّی   يطایت 

ضا   8 3 ًیع ثطلطاض اؾت )زض ٍالٕ گعاضُ ثطای توبم زضًٍطیرتی ّبی رساقسًی ٍ رساًكسًی ثطلطاض اؾت 

 ثجیٌیس.(

 01.3نتنجه 

 ام اٍلیِ اؾت. - یه ضیكِ   2  1    ثبقٌس. آًگبُ      ثطای  پبیِ ای {2  1 }فطو وٌیس 

 اثبات

 وِ زضآى     2  1    فطو وٌیس 
 

ّوچٌیي َجك لؿوت ّبی اٍل  1  2   1    آًگبُ  1 

 2  1      2   1    ٍ ؾَم لًیِ لجل  
  1 

1    ذَاّین زاقت     آًگبُ ثطای اٖساز نحیح        فطو وٌیس  ثٌبثطایي  2   

       2      1   2 
     2   2 

  1  

2  ّب ثطلطاض اؾت پؽ ثب تَرِ ثِ لؿوت زٍم لًیِ لجل ذَاّین زاقت   چَى ایي ٖجبضت ثطای توبم     . 

2  چَى   ام اٍلیِ اؾت. - یه ضیكِ   ًتیزِ هی گیطین وِ     |  اگط ٍ تٌْب اگط    

 22..وتیجٍ 

      آًگبُ           اگط 

 21..وتیجٍ 
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  ℚ       ، 3  تٗطیف قسُ ثبقس آًگبُ ثطای  ℚیه ذن ثیًَی ثبقس وِ ضٍی   فطو وٌین 

 یادآيری

2 تَؾٍ   . ثطای هخبل اگط  ℚ    2  هوىي اؾت  2  ٍلتی  زازُ   1    1     

 { 0 1    0 1   0 0   }  2  قسُ ثبقس آًگبُ 

ٍ هرتهبت گَیب   هطتجِ  ایّؿت وِ ًمبٌ آى زاض ℚضٍی   آًگبُ ذن  12 10 9 8 7 6 5 4 3  اگط 

وِ زاضای هرتهبت گَیب ّؿتٌس ثطلطاض   ّؿتٌس. ّط چٌس ًتیزِ ثیبى هی وٌس وِ ایي ثطای توبم ًمبٌ اظ هطتجِ 

 ًتیزِ ثطلطاض ًیؿت. 2  ٍلی ثطای اؾت 

حبل اظ رفت ؾبظی ٍیل ثطای ثسؾت آٍضزى زٍ لًیِ وِ زض احجبت لًیِ ّؽ ًمف زاضًس اؾتفبزُ ذَاّین وطز. یبزآٍضی هی 

)  𝛼ثبقس آًگبُ هبتطیؽ   یه زضٍى ضیرتی اظ ذن ثیًَی  𝛼وٌین وِ اگط 
  
  

 𝛼، احط   ثب هَلفِ ّبی زض  (

 ضا ًكبى هی زّس.     اظ  {2  1 }ثط پبیِ 

 23..قضیٍ 

ٖسز نحیح هخجتی ثبقس وِ   ثبقس. فطو وٌیس   ضٍی هیساى   یه زضًٍطیرتی اظ ذن ثیًَی  αفطو وٌیس 

            𝛼      (α)    تَؾٍ هكرهِ هیساى ٖبز ًوی قَز. آًگبُ 

  اثبات

زاضین  3.9اظ لًیِ  6ام اٍلیِ اؾت َجك لؿوت  - یه ضیكِ     2  1    ، 3.10َجك ًتیزِ 

 
   (α)

    𝛼  1  𝛼  2        1    2    1    2  

    1  1 
      1  2 

      2  1 
      2  2 

    
     

 

(α)   ام اٍلیِ اؾت پؽ  - یه ضیكِ   چَى                    

 تعزیف
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𝛼 ساز نحیح ثبقٌس. زضًٍطیرتی ٖا    ٍ   زضًٍطیرتی ّبی اظ    𝛼فطو وٌیس  ضا ثهَضت ظیط     

𝛼 )تٗطیف هی وٌین     )     𝛼           وِ زض آى 𝛼     ّوبى يطة ٌٖهط

𝛼     ٍهی ثبقس   زض   تَؾ 

 23..قضیٍ 

   ( 𝛼    )   2    𝛼   2         (   (𝛼   )      𝛼        ) 

 Tate - lichtenbaumجفت سازی  

 23..قضیٍ 

 .1   |  ٖسز نحیحی ثبقس وِ   ثبقس فطو وٌیس    یه ذن ثیًَی ضٍی   فطو وٌیس 

 |    }   ًوبیف هی زّین. فطو وٌیس     (  ) ضا ثب  (  ) ،  ٌٖبنط اظ هطتجِ 
  1} 

  )      (  )        (  )   ٍ فطو وٌیس 
̅̅̅̅  .    ََضی اًتربة قًَس وِ  (

َاى زضًٍطیرتی فطٍثیٌیَؼ اهیي ت - ًكبى زٌّسُ      اهیي رفت ؾبظی ٍیل ٍ  - ًكبى زٌّسُ    

 زض ایي نَضت                      ثبقس. تٗطیف هی وٌین 

     (  )     (  )   (  )⁄   
 

یه رفت ؾبظی زٍ ذُی ًبتجبّیسُ ٍ الجتِ ذَـ   

 تٗطیف اؾت. 

 . ًبهیسُ هی قَز Tate – lichtenbaumایي رفت ؾبظی ضا رفت ؾبظی تٗسیل یبفتِ  

 .ثهَضت ظیط تٗطیف هی قَز    ام -  ضٍی ضیكِ Tate – lichtenbaumرفت ؾبظی انلی 

〈   〉   (  )     (  )   (  )⁄    
 (  

 )
 

⁄  
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 چُارم : خن َای بیضّی رِی هیداو َای هتًاَیفصل 

وِ       ثبقس. چَى فمٍ تٗساز هتٌبّی رفت   یه ذن ثیًَی ضٍی   یه هیساى هتٌبّی ٍ   فطو وٌیس 

 هتٌبّی اؾت.      ٍرَز زاضز، گطٍُ       

 هطتجِ آى هتوطوع قساظ رعئیبت ایي گطٍُ هی تَاى ضٍی 

 ّبی ثیًَی ضٍی هیساى ّبی هتٌبّی ضا ثطضؾی ذَاّین وطز.زض ایي ثرف لًیِ اؾبؾی ذن 

 3.2مثال 

2 ذن ثیًَی   فطو وٌیس    3 ایي اهىبى ضا  5 ثبقس ًمبٌ لبثل قوبضـ  5 ضٍی هیساى  1   

3 همبزیط   ضا ثساًین. ثب زاًؿتي همبزیط   هی زّس وِ همبزیط هوىي ثطای  ضا ًیع  5زض پیوبًِ  1   

یبفت. توبهی ایي وبضّب ًمبٌ  5ًیع هی تَاى زض پیوبًِ   هی تَاى ثسؾت آٍضز ٍ ؾپؽ ضیكِ زٍم ضا ثطای همبزیط 

 ضا هكرم هی وٌٌس  ذن ثیًَی 

          3    1   
 0 1   0 4   1 1 0 

- - 3 1 
 2 1   2 4   1 1 2 
 3 1   3 4   1 1 3 
 4 2   4 3   2 4 4 

∞ ∞ ∞ ∞ 
 

 اؾت  9زاضای هطتجِ   5   لصا 

 هحبؾجِ وٌین   ضا زض   4 2   1 3 هی ذَاّین 

قیت ذٍ گصضا اظ ایي زٍ ًمُِ ثطاثط 
4 1

2 3
  3 اؾت. پؽ ذٍ گصضا زاضی هٗبزلِ    5       2 

  2   3  1 2 هی ثبقس ثب ربیگصاضی   2    3 ٍ هحبؾجِ ذَاّین زاقت  1   

0   3  4 2 )چَى ضیكِ  3  پؽ   2  اؾت ٍ چَى  4لصا حبنل روٕ ضیكِ ّب  1   
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ّب ًتیزِ هی گیطین   اؾت( حبل ثب اًٗىبؼ ًؿجت ثِ هحَض  4ضا هی قٌبؾین پؽ ضیكِ ؾَم  3ٍ  2ّبی 

 3 1   2 4   4 2  

 اؾت.  1 0 زٍضی ثبهَلس   5   ووی هحبؾجِ ًكبى هی زّسوِ 

 3.1مثال 

2 ذن ثیًَی   فطو وٌیس    3 ثبقس آًگبُ ثب هحبؾجبتی هخل هخبل لجل ذَاّین  7 ضٍی هیساى  2 

 زاقت

   7  {   3 4   0 4   3 1   3 6   5 1   5 6   6 1   6 6 } 

 3  3 نسق هی وٌس پؽ ایي گطٍُ ثب     3زض ضاثُِ   یه هحبؾجِ ًكبى هی زّس وِ توبم ًمبٌ 

 یىطیرت اؾت. 

 3..مثال 

2 ذن ثیًَی   فطو وٌیس       3 ثبقس. هبًٌس هخبل اٍل هی تَاًین ًمبٌ ضا  2 ضٍی هیساى  1 

 ثسؾت ثیبٍضین. زاضین:

    2  {   0 1   1 0   1 1 }  

 اؾت.  2اظ هطتجِ   1 0 ٍ ًمُِ  4اظ هطتجِ   1 1   0 1 اؾت. ًمبٌ  4ایي گطٍُ یه گطٍُ زٍضی اظ هطتجِ 

ٌٖهط اؾت. هی تَاًین آى ضا  4هیساًی هتٌبّی ثب  4 هی اًساظین. هی زاًین   4   حبل ًگبّی ثط 

4 ثهَضت  2 ثٌَیؿین وِ زض آى ضاثُِ  {2    1 0}     1 ثطلطاض اؾت )وِ ثٗس اظ  0 

3 ًتیزِ هی گیطین  1  يطة َطفیي زض   1  0 ) 

 ضا هكرم هی وٌین:  4   حبل ٌٖبنط 

  0   2  1    1 

  1   2    0    0 1 

     2     0    0   

   2   2   2    0  2 
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 پؽ 

   4  {   0 1   1 0   1 1     0          2 0    2  2 } 

اؾت پؽ  2اظ هطتجِ   1 0 ٍرَز زاضز. زض ٍالٕ  2وبض هی وٌین حساوخط یه ًمُِ اظ هطتجِ  2چَى زض هكرهِ 

 ّؿتٌس.   4   ّؿتٌس هَلس ثطای  2 ٍ   ًمُِ وِ قبهل  4اؾت. ّط یه اظ  8زٍضی اظ هطتجِ   4   

یه  2 ًگبقت فطٍثیٌَؼ ثبقس ثطاحتی زیسُ هی قَز وِ   2  2        2 فطو وٌیس 

 .{           2 |  4         }  2   اؾت ٍ   4   ربیگكت ضٍی ٌٖبنط 

یه ربیگكت    ًگبقت فطٍثیٌیَؼ    اظ   ٍ ّط تَؾیٕ    ضٍی   زض ٍالٕ ثطای ّط ذن ثیًَی 

 ًیع ّؿت.      اؾت ٍ ّوچٌیي ٌٖهط ّوبًی ظیط گطٍُ      ضٍی ٌٖبنط 

 3.2لم 

ٍ یب ثطای ثطذی  1  ثبقس آًگبُ ثطای ثطذی    یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى هتٌبّی   فطو وٌیس 

 1  2 (  )  زاضین  2  | 1 وِ  1             1
   2

  

 اثبات:

اظ ًٓطیِ گطٍُ ّب هی زاًین وِ یه گطٍُ آثلی هتٌبّی ثب روٕ هؿتمین گطٍُ ّبی زٍضی یىطیرت اؾت یٌٗی ثب 

  1
   2

      
 .1    |   زاضین  1  وِ ثطای ّط  

   ،  چَى ثطای ّط 
1 زاضای  (  ) ضا ٖبز هی وٌٌس ّؿت پؽ  1 ًَٖ ثب هطتجِ ای وِ  1 زاضای  

  

1 حسوخط  3.2ضا ٖبز هی وٌس. نجك لًیِ  1  ًَٖ اؾت وِ هطتجِ قبى  
ًمُِ ثب ایي ذبنیت هَرَز اؾت  2

  )حتی اگط هرتهبت ضا زض 
̅̅ زض ایي  0  . ٍ ایي احجبت ضا وبهل هی وٌس. )اگط 2  زض ًٓط ثگیطین( پؽ  ̅̅

 .((  اؾت1  هٗبزل ثب ظهبًی اؾت وِ نَضت گطٍُ ثسیْی )

 ٍ َس( )قضی 3.1قضیٍ 

زض ضاثُِ ظیط نسق  (  ) ثبقس آًگبُ زضرِ    یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى هتٌبّی   فطو وٌیس 

 هی وٌس 
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|  1    (  )|  2√  

 اثبات

 ایي لًیِ زض ثرف ثٗسی احجبت ذَاّس قس.

 ..3قضیٍ 

1    ثبقس ٍ فطو وٌیس   تَاًی اظ ٖسز اٍل      فطو وٌیس     . 

اگط  ٍ تٌْب اگط          هَرَز اؾت ثَُضیىِ    ضٍی   زض ایي نَضت یه ذن ثیًَی 

| |  یىی اظ قطایٍ ظیط ثطلطاض ثبقس:  ٍ ّوچٌیي ثطای   √2 

1-          1 

 ظٍد   ٍ   √2    -2

  3      1  ظٍد ٍ   ٍ   √     -3

     ٍ  3    2  فطز ٍ    -4

  4      1  ظٍد ٍ   ٍ  0   -5

 0  فطز ٍ     -6

 3.3قضیٍ 

اؾت وِ زض لًیِ لجل    ٖسز نحیحی ثبقس وِ هطتجِ یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى هتٌبّی   فطو وٌیس 

1 )هوىي اؾت  2  | 1 ٍ  2 1   وِ  2 1     ضا ثهَضت ظیط  هی ًَیؿین   اقبضُ قس   1 )

(  ) ٍرَز زاضز ثَُضیىِ    ضٍی   زض ایي نَضت ذن ثیًَی           1
   2

اگط ٍ تٌْب  

 اگط 

 (لًیِ لجل 6ٍ  5ٍ  4ٍ  3ٍ  1زض حبلت ّبی ) 1   |1  -1

2-  1  لًیِ لجل( 2)زض حبلت  2  

 هی آیٌس (  ) ّب تٌْب گطٍُ ّبیی ّؿتٌس وِ ثب گطٍُ  ایي
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 درِيریختی َای فرِبیًّش  2.4

  یه هیساى هتٌبّی ثب ثؿتبض رجطی   فطو وٌیس 
     ٍ فطو وٌیس  ثبقس  ̅̅̅̅

̅̅̅̅    
ثب يبثُِ  ̅̅̅̅

 ثبقس.     

    ثط ًمبٌ ثب هرتهبت زض    ثبقس آًگبُ تبحیط    یه ذن ثیًَی ضٍی   فطو وٌین 
̅̅̅̅ ثهَضت   

                                 ظیط اؾت. 

 3.3لم 

          ثبقس ٍ فطو وٌیس ٍ    یه ذن ثیًَی ضٍی    فطو وٌیس 
̅̅̅̅ زض ایي   

 نَضت 

1-             
̅̅̅̅   

              اگط ٍ تٌْب اگط               -2
 اثبات

     ٍ ّوچٌیي ثطای توبم              تَاًی اظ هكرهِ هیساى ثبقس زاضین   ٍلتی 

 ضا ثجیٌیس(  )يویوِ      زاضین 

چَى احجبت ثطای فطم ٍایطقتطاؼ ٍ فطم ٍایطقتطاؼ تٗوین یبفتِ یىی اؾت لصا هب ضٍی هٗبزلِ انلی وبض هی وٌین. 

2 زاضین    1    3   3   2 
2   . اگط ایي هٗبزلِ ضا ثِ تَاى     وِ  6   4  

 ثطؾبًین ذَاّین زاقت

      2   1  
      3  

       3   2  
  2   4  

    6 

 توبم قس. 1نسق هی وٌس. پؽ احجبت  زض هٗبزلِ        یٌٗی 

ٍ ّویي ََض         اگط ٍ تٌْب اگط      (  یبزآٍضی هی وٌین )َجك يویوِ  2ثطای احجبت  

 ثٌبثطایي         
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       (  )                           

 3.3لم 

اؾت   ثب هطتجِ   یه زضًٍطیرتی اظ    ثبقس زض ایي نَضت    یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى   فطو وٌیس 

 رساقسًی ًیؿت.   ٍ 

 اثبات

 2.20ّوبًٌس لًیِ 

 تًجٍ 

 ّوبًی اؾت   ّؿتِ زضًٍطیرتی 

 وکتٍ

  اؾت پؽ   یه زضًٍطیرتی اظ    چَى 
2   زاضین  1  ٍ ّوچٌیي ثطای        

  

          
2   ًیع یه زضًٍطیرتی اؾت پؽ  1 ٍ چَى يطة تَؾٍ        

  1 

 اؾت.  ًیع یه زضًٍطیرتی اظ 

 لًیِ ظیط ًمف هْوی زض قوبضـ ًمبٌ یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى هتٌبّی زاضز.

 3.3قضیٍ 

  1  ثبقس ٍ    یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى   فطو وٌیس 

1-         (  
  1)   (   )   

2-       
(   )  یه زضًٍطیرتی رساقسًی اؾت، پؽ  1       (  

  1) 

 اثبات

  چَى 
 اؾت. 4.5زضٍالٕ ثیبى زیگطی اظ لن  1اؾت پؽ     ًگبقت فطٍثیٌَؼ ثطای هیساى   

  ایٌىِ  
 ًتیزِ هی قَز. 2.21اظ لن  2حبثت قس. پؽ  2.29یه زضًٍطیرتی رساقسًی اؾت زض لًیِ  1  
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 اثبات قضیٍ َس

 ضا احجبت وٌین  2 4 حبل هی تَاًین لًیِ ّؽ 

1    فطو وٌیس     (  )    1 هی ذَاّین ًكبى زّین  (1   )    

| |  ثطای ایي هٌَٓض ثِ لن ظیط ًیبظ ذَاّین زاقت.  √2 

 3.2لم 

 زض ایي نَضت 1         ِ اٖساز نحیحی ثبقٌسو  ٍ   فطو وٌیس 

    (     )   2   2      

 اثبات

 ًتیزِ هی زّس  3.16فًیِ 

   (     )   2   (  )   2     1    (   (   1)     (  )       1 ) 

(  )   ٍ  1  1     ٍ چَى   ًتیزِ حبنل هی قَز. 4.1 لصا اظ لن   

 تذکز

زض  3.16زض لن فَق هَضز ًیبظ ًجَز ایي قطٌ ثطای ایي هٌَٓض آٍضزُ قسُ وِ لًیِ  1         فطو 

حبلت ولی ًوی تَاًس زضؾت ثبقس ثلىِ ظهبًی احجبت هی قَز وِ زضًٍطیرتی رساقسًی ثبقس ٍ یب زضًٍطیرتی 

 ثبقس   فطٍثیٌَؼ 

 ِ ّؽ هی پطزاظین. حبل ثِ ازاهِ احجبت لًی

(     )   چَى  زاضین  1         ّبیی وِ   ٍ   اظ لن ًتیزِ هی گیطین ثطای توبم  0 

 (
 

 
)

2
  (

 

 
)  1  0 

هزوَِٖ توبم اٖساز گَیب 
 

 
زض  3یب تَاًی اظ  2ضا تَاًی اظ   چگبل اؾت )احجبت:  ℝزض  1         وِ  

 اٍل ّؿتٌس. اٖساز گَیبی ثِ فطم   ًٓط ثگیطیس. ّط وسام اظ ایي ّب ضا وِ زض ًٓط ثگیطین ًؿجت ثِ 
2 ⁄  ٍ
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2     زاضین  ثطای توبم اٖساز حمیمی  چگبل اًس.( ثٌبثطایي ℝثَيَح زض  ⁄ 3       1 . لصا 0 

2 ایي یٌٗی هٌفی ٍ یب نفط اؾت. ٍ  هجیي چٌسرولِ ای | |ثٌبثطایي  0  4   2√   

 ٍ ایي احجبت لًیِ ّؽ ضا وبهل هی وٌس.

 وتیجٍ

ضا ثِ ٌَٖاى ّؿتِ  (  ) لًیِ ّؽ ًتبیذ هفیس ثؿیبضی زاضز یىی اظ آى ّب ایي اؾت وِ هب هی تَاًین 

 زض ًٓط ثگیطین. 1   ّوطیرتی 

 اؾت. 1   رساقسًی اؾت ثٌبثطایي هطتجِ ّؿتِ ّوطیرتی ثطاثط زضرِ  1   ًتیزِ زیگط آى اؾت وِ 

 اؾت  3.16ٍ ًتیزِ لًیِ  3.9لًیِ  6ؾَهیي ًتیزِ هْن رفت ؾبظی ٍیل هرهَنب لؿوت 

 3.22قضیٍ 

 ٍ فطو وٌین ثبقس   یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى   فطو وٌیس 

     1    (  )    1  زض ایي نَضت زضًٍطیرتی (1   )    

   
2   تٌْب ٖسز نحیح هی ثبقس وِ زض هٗبزلِ   ضا زاضین ٍ  0       

2        0 

          نسق هی وٌس. ثٗجبضتی زیگط اگط 
̅̅̅̅  زاضین  

 (  2
   2

) تٌْب ٖسز نحیح هی ثبقس وِ ثِ ضٍـ   ٍ                    

زاضین  1         ّبیی وِ   تٌْب ٖسز نحیح هی ثبقس وِ ثطای توبم   ظیط ثسؾت هی آیس ثٗلاٍُ 

       ((  ) 
 (  )وِ               (

 اؾت.   هبتطیؽ زضًٍطیرتی  

 اثبات

  ثِ ضٍـ ٖىؽ ًمیى: اگط 
2  2.21ثٌَٗاى زضًٍطیرتی هربلف نفط ثبقس آًگبُ ثٌبثط لًیِ        

𝛼ثطای ّط  𝛼    ًبهؿبٍی ظیط ضا زاضین  0      𝛼  
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  ّؿتِ 
2 هتٌبّی هی ثبقس پؽ وبفیؿت حبثت وٌین ایي ّؿتِ ًبهتٌبّی اؾت یٌٗی  0       

زض ایي نَضت اظ لجل هی  1         وِ      زضٍى ضیرتی هَضز ًٓط نفط اؾت. فطو وٌین 

 (  ))  𝛼ثهَضت ظیط ٖول هی وٌس      ضٍی    زاًین وِ 
)  (

  
  

) . 

 رساقسًی هی ثبقس. حبل  1   زضًٍطیرتی  2.21ثٌبثط لًیِ 

    𝛼     𝛼              (   1)     (   1)

    (  ) 
                     1 

(  )         زاضین  3.15حبل ثٌبثط گعاضُ  ثٌبثطایي                  

 حبل زاضین                 

    1     (   1)    1               1         

      (  ) 
                

 (  )حبل هبتطیؽ 
 زض ضاثُِ ظیط نسق هی وٌس 

 ((  ) 
 )

2
  ((  ) 

 )     0          

 ایي هُلت ضا ثطضؾی هی وٌین

(
  
  

) (
  
  

)  (
 2         
         2) 

(
 2                 

            2      
)  ((  ) 

 )
2
  ((  ) 

 )     

 11   2           2              0          

 12                 0         

 13                 0         

 14      2           2           0         
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 (  ))ثٌبثطایي 
 )

2
  ((  ) 

 ) زاضین      یٌٗی ضٍی           0    

  
2        0  

  ٍرَز زاضز ثٌبثطایي ّؿتِ  1         وِ      حبل چَى ثیٌْبیت 
2        

  زاضین  (  ) ًبهتٌبّی هی ثبقس. ثٌبثطایي ضٍی 
2        0 . 

  تٌْب ٖسز نحیحی اؾت وِ زض ضاثُِ   حبل وبفیؿت حبثت وٌین 
2 نسق هی وٌس.  0       

1 فطو وٌین    ٖسز نحیح زیگطی ثبقس وِ ضاثُِ ظیط ثطای آى ثطلطاض ثبقس    
2        0 

  )    1    زاضین 
2       )  (  

2   1    )  0. 

      𝛼ثبقس آًگبُ   یه زضًٍط یرتی اظ  𝛼ثبقس ٍ   ضٍی هیساى   )اگط ذن ثیًَی  2.22ثٌبثط لًیِ 

       پَقبؾت.( پؽ زضًٍطیرتی      
̅̅ ̅̅       

̅̅ ̅̅  پَقبؾت فلصا   

    (  
̅̅̅̅ )      (  

̅̅̅̅ )       
 
      

    (  
̅̅̅̅ )       1   

    0 

  )    ثب تَرِ ثِ ضٍاثٍ اذیط 
̅̅̅̅  زض ٍالٕ زضًٍطیرتی       1         (

  ) ضٍی   1       
̅̅̅̅   )      نفط اؾت چَى  (

̅̅̅̅ پؽ زضًٍطیرتی فَق ضٍی  (

 هی ثبقس ثٌبثط تٗطیف هطتجِ زاضین  قبهل ًمبَی اظ هطتجِ      ًیع نفط اؾت چَى      

1   . پؽ  1     |     1         وِ      ٍ چَى ثیٌْبیت           0 

1   ٍرَز زاضز ثٌبثطایي   1   زض ًتٌزِ  0 

 (  ))  اثٍ ظیط ضا زاضین ًىتِ: ضٍ
 )

2
  ((  ) 

 )     0          ٍ 

 ((  ) 
)  (

  
  

)   

ضاثُِ اٍل ضا هی تَاى ثب اؾتفبزُ اظ لًیِ ویلی ّویلتَى زض رجط ذُی ًیع حبثت وطز: چٌس رولِ ای هكرهِ 

(  ) 
 ثهَضت ظیط اؾت  

   |   (  ) 
|  |

     
     

|   2               
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 (  )پؽ ثٌبثط لًیِ ویلی ّویلتَى زاضین 

2
      (  ) 

       0 

 خن َای بیضّیتعیین هرتبٍ  4.3

زض لًیِ ّؽ تَاًؿتین وطاى ّبیی ثطای گطٍُ ًمبٌ یه ذن ثیًَی ضٍی هیساى هتٌبّی ثسؾت آٍضین، زض ایي ثرف زضثبضُ 

 ضٍـ ّبیی ثطای تٗییي هطتجِ گطٍُ ثحج ذَاّین وطز.

 خم ريی سیز میذان َا

  ) فتي هطتجِ زازُ هی قَز ٍ ّسف هب یب   ضٍی هیساى هتٌبّی وَچه   گبّی ذن 
ّب   ثطای ثطذی  ( 

ایي وبض ثِ ضاحتی ثب ًَقتي اًٖب یب ثطذی وبضّبی اثتسایی اًزبم هی قَز. ٍ ًىتِ ربلت تَرِ  1  اؾت. ثطای 

 ّب اًزبم زّین.  ایي اؾت وِ هب هی تَاًین ایي وبض ضا ثطای توبهی 

 3.21قضیٍ 

1         فطو هی وٌین  2 ٍ هی ًَیؿین              𝛼        زض

  )  زاضین  1  ایي نَضت ثطای توبم 
 )     1   𝛼       

 اثبات

𝛼      یه ٖسز نحیح اؾت. ایي گعاضُ ضا هی تَاى ثطای توبم اٖساز نحیح رجطی ٍ ّوچٌیي اٖساز گَیب

 ًیع حبثت وطز. ثطای ازاهِ احجبت ثِ لن ظیط ًیبظ ذَاّین زاقت

 .3.2لم 

0 . آًگبُ     𝛼   فطو وٌیس   2 ، 1     ٍ   1   1  ثطای توبم  1         

 اثبات

𝛼2اگط َطفیي هٗبزلِ   𝛼 𝛼  1يطة وٌین زاضین  𝛼  1ضا زض  0      𝛼   𝛼  1  ُِضاث

 زاضین وِ ثب روٕ آى ّب لن احجبت هی قَز  هكبثْی ًیع ثطای 

 حبل ثِ ازاهِ احجبت لًیِ هی پطزاظین

 یه ٖسز نحیح اؾت. فطو وٌیس     𝛼، 0  اظ لن ًتیزِ هی گیطین وِ ثطای توبم 
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          𝛼           2   𝛼           

2 زض ایي نَضت           𝛼        ضا ٖبز هی وٌس لصا ثٌبثط      چٌس رولِ ای

اؾت وِ يطایت آى نحیح      الگَضیتن تمؿین ثطای چٌس رولِ ای ّب، ذبضد لوؿت، یه چٌس رولِ ای 

2 اؾت )یٌٗی ًمبٌ  زاضای      ّؿتٌس یٌٗی ایي چٌسرولِ ای ٍ  1زاضای يطیت پیكطٍی       

 زاضین  4.10يطایت نحیح ّؿتٌس.( ثٌبثطایي َجك لًیِ 

(  
 )

2
  𝛼       

      (  )   (  )(  
2       )  0 

  اؾت. تَرِ وٌیس وِ   یه زضًٍطیرتی اظ 
ٍرَززاضز وِ   یه ٖسز نحیح  4.10. َجك لًیِ      

   
2 1     تَؾٍ   ٍ ّوچٌیي یه  0             (  

تٗییي هی قَز  ( 

𝛼        1ثٌبثطایي     (  
 . ٍ ایي احجبت ضا وبهل هی وٌس.( 

 3.3مثال 

2 ًكبى زازُ قس وِ زض ذن  4.3زض هخبل       3 . ثٌبثطایي 4  2    زاضین   2 ضٍی  1 

  2  1  4  ٍ چٌسرولِ ای ظیط ضا زاضین  1  

 2    2  (  
 1  √ 7

2
)(  

 1  √ 7

2
) 

 ثیبى هی وٌس 4.12لًیِ 

    4  4  1  (
 1  √ 7

2
)

2

 (
 1  √ 7

2
)

2

 

 اؾتفبزُ وطز 4.13هؿتمین ٖجبضت اذیط هی تَاى اظ ضاثُِ ثبظگكتی لن ثسٍى هحبؾجِ 

  2    1  2 0     1  2 2   3 

4  4    زض ًتیزِ   1  . یٌٗی هب ثب فْطؾت وطزى ًمبٌ هی تَاًین هطتجِ ضا ثیبثین.8  3   

 ثَُض هكبثِ ثب اؾتفبزُ اظ ضاثُِ ثبظگكتی یب هحبؾجبت زلیك ًتیزِ هی گیطین وِ 

(
 1  √ 7

2
)

100

 (
 1  √ 7

2
)

100

 2969292210605269 
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 زض ًتیزِ 

    100  2101  1  2969292210605269  2535301200456455833701195805484 

 تًجٍ

ایي اؾت وِ ایي اهىبى ضا هی ز ّس وِ هطتجِ ثطذی ذن ّب ضا ؾطیٕ هحبؾجِ وٌین ٍ اقىبل ایي  4.12هعیت لًیِ 

 چه تط تٗطیف قسُ ًیبظ ّؿتلًیِ ایي اؾت وِ ثِ یه ذن ثیًَی وِ ضٍی هیساى هتٌبّی وَ

 وماد لژاوذر

2 ثطای تْیِ فْطؾتی اظ ًمبٌ ذن    3 ضا هی   ضٍی هیساى هتٌبّی، توبم ًمبٌ هوىي ثطای       

3 اظ   آظهبیین پؽ ضیكِ زٍم  ضا زض نَضت ٍرَز هی یبثین ایي یه الگَضیتن اٍلیِ ثطای قوبضـ       

 ًمبٌ اؾت

)ًوبز لػاًسض 
 

 
 ثهَضت ظیط تٗطیف هی وٌین  ضا ثطای توبم اٖساز اٍل فطز  (

(
 

 
)  {

 1         2 زاضای رَاة ثبقس          0              

0            2 زاضای رَاة ًجبقس                                         

 1          0                                                                    

 

ثهَضت ظیط      ٖسز اٍلی اؾت ٍ ثطای ّط   وِ    ایي تٗطیف ضا هی تَاى ثطای ّط هیساى هتٌبّی 

 تٗوین زاز.

(
 

  
)  

{
 

 
     ثبقس                   1 

2  زاضای رَاة    اگط   

     ًجبقس                    0
2  زاضای رَاة   اگط   

 اگط0                                                            1 

 

 3.23قضیٍ 

2 ذن ثیًَی   فطو وٌیس    3  ثبقس زض ایي نَضت زاضین    ضٍی       

         1  ∑ (
 3      

  
)
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 اثبات

0 هفطٍو ثبقس زض ایي نَضت اگط  0 فطو وٌین ًمُِ 
3    0 هربلف نفط ٍ ًبهطثٕ ثبقس    زض    

چٌسرولِ ای ثبلا ٍرَز زاضز وِ یىی اظ ایي ًمبٌ نفط اؾت ٍ اگط       هبًٌس  0 آًگبُ  زٍ ًمُِ ثب هرتهبت 

 اؾت 0 قبى ثطاثط   ًبهطثٕ ثبقس چٌیي ًمبَی هَرَز ًیؿتٌس. پؽ تٗساز اٖسازی وِ هرتهبت 

 1  (
 0

3   0  

  
0 اؾت. روٕ ضٍی  ( ، احجبت لًیِ ضا وبهل هی ∞ٍ ايبفِ وطزى ًمُِ یه ثطای     

 وٌس.

 3.23قضیٍ 

3 فطو وٌیس  فطز اؾت. زض ایي نَضت   ثبقس وِ زض آى        یه چٌسرولِ ای ثب       

|∑ (
 3     

  
)    
|  2√  

 اثبات

3 ٍلتی  2 زاضی ضیكِ تىطاضی ًجبقس          3 هٗبزلِ یه ذن ثیًَی اؾت لصا       

 ثیبى هی وٌس وِ  4.14لًیِ 

  1          ∑ (
 3     

  
)    

 ٌبثط لًیِ ّؽ ًتیزِ ثطلطاض اؾت.ثحبل  

3 حبلتی وِ   آهسُ اؾت. 4.3زاضای ضیكِ تىطاضی اؾت زض توطیي       

 3.3مثال 

2 ذن   فطو وٌیس    3  ّؿتٌس پؽ  5هطثٕ ّبی ًبنفط زض پیوبًِ  4ٍ  1ثبقس.  5 ضٍی  1   

    5  5  1  ∑(
 3    1

5
)  6  (

1

5
)  (

3

5
)  (

1

5
)  (

1

5
)  (

4

5
)  9

4

  0
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 مزتبٍ وقاط

 تعزیفطزیقٍ پیذا کزدن مزتبٍ وقاط ي یک 

زض ًٓط هی گیطین   ضا وَچىتطیي ٖسز نحیح هخجت   زض ایي نَضت هطتجِ         فطو وٌیس 

     ثَُضیىِ 

  ضا ٖبز هی وٌٌس. پؽ ثطای توبم اٖساز نحیح       َجك لًیِ لاگطاًػ هطتجِ ًمبٌ ّوَاضُ هطتجِ گطٍُ 

 ضا ٖبز وٌس.  ،  اگط ٍ تٌْب اگط هطتجِ      زاضین 

1  ثب تَرِ ثِ ثبظُ ّؽ زاضین   2√           1 اؾت   √4. ََل ثبظُ ثطاثط  √2 

 ثطای یبفتي هطتجِ ًمبٌ زٍ حبلت ضا ثطضؾی هی وٌین

 ٍيٗیت هُلَة:

پیسا وٌین آًگبُ زلیمب یه هًطة اظ هطتجِ ایي ًمُِ زض ثبظُ   √4ثب هطتجِ ثعضگتط اظ   اگط ثتَاًین ًمُِ ای هخل 

ّؽ ذَاّس ثَز اظ َطفی هی زاًین هطتجِ ّط ًَٖ هطتجِ گطٍُ ضاٖبز هی وٌس پؽ هی تَاى گفت آى هًطة اظ 

 وِ زض ثبظُ ّؽ اؾت هطتجِ گطٍُ ذَاّس ثَز.  هطتجِ 

 ٍيٗیت ًبهُلَة 

زى پیسا وٌین زض ایي حبلت هی تَاًین ثب پیسا وط  √4ثب هطتجِ ثعضگتط اظ   ایي اؾت وِ ًتَاًین ًمُِ ای هخل 

ًمبٌ زیگط ٍ ثب تَرِ ثِ ایي وِ وَچىتطیي هًطة هكتطن هطتجِ ّبی اًٖب هطتجِ گطٍُ ضا ٖبز هی وٌس هی تَاى 

 زض ثطذی هَالٕ هطتجِ گطٍُ ضا هحبؾجِ وطز.

 3.3مثال 

2 ذن   فطو وٌیس    3 اؾت  116زاضای هطتجِ   1 0 ثبقس. هی تَاى ًكبى زاز  101 ضٍی  1  7 

101 پؽ   اؾت ثب تَرِ ثِ لًیِ ّؽ زاضین  116هًطثی اظ   101     

101  1  2√101      101   101  101  1  2√101 

82یٌٗی   101 101 اؾت پؽ  116وِ زض ایي ثبظُ اؾت ذَز  116تٌْب يطیت  122  . ثِ ٌَٖاى  116 

 اؾت.  1 0 ضا یبفت وِ هَلسقبى  116یه ًتیزِ هی تَاى گطٍُ ّبی زٍضی اظ هطتجِ 
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 3.3مثال 

2 ذن   فطو وٌیس    3  189زاضای هطتجِ   3 2 ثبقس. هی تَاى ًكبى زاز  557 ضٍی  21  16 

511اؾت پؽ لًیِ ّؽ ًتیزِ هی زّس    557 وِ زض ایي ثبظُ اؾت ذَز  189تٌْب يطیت  605 

3  189 557 اؾت پؽ  567   567 . 

  3.2مثال 

2 ذن   فطو وٌیس    3 اظ   0 19 ٍ ًمُِ  13اظ هطتجِ   2 1  ثبقس ًمُِ  103 ضٍی  12  7 

84اؾت. َجك لًیِ ّؽ زاضین  26هًطثی اظ  103 یٌٗی   103   اؾت. پؽ هطتجِ  2هطتجِ    103  

103 اؾت پؽ  104وِ زض ایي ثبظُ اؾت  26ٍ تٌْب هًطة  124  104. 

 3.2مثال 

2 ذن   فطو وٌیس    3  ثب گطٍُ   7   زیسُ قس وِ  4.2ثبقس. زض هخبل  7 ضٍی  2 
3
  

3
 

ّؿتٌس. پؽ َجك ضٍال ًتیزِ هی گلیطین وِ  3یىطیرت اؾت ٍ توبم ًمبٌ غیط اظ ًمُِ زض ثیٌْبیت زاضای هطتجِ  

3اؾت. لًیِ ّؽ ثیبى هی وٌس  3هًطثی اظ  7 هطتجِ    7  9یب  6یب  3پؽ هطتجِ ثطاثط یىی اظ اٖساز  13 

)یٌٗی یىی اظ ًمبٌ هًطثی اظ زیگطی ًجبقس( یبفت  3ذَاّس قس. الجتِ اگط ثتَاى زٍ ًمُِ هؿتمل اظ هطتجِ  12ٍ یب 

7 اؾت پؽ  9هی ؾبظًس. یٌٗی هطتجِ ول گطٍُ يطیجی اظ  9آًگبُ آى ّب ًیع ظیطگطٍّی اظ هطتجِ   9. 

       ي هخبل زض حبلتی وِ هلاحِٓ وطزین وِ زض ای
 

  
 

ثطای تؿْیل  یبفتي هطتجِ گطٍُ وبضی زقَاض ثَز 

 ایي هَئَ لًیِ ظیط ضا ثیبى هی وٌین.

 3.23قضیٍ 

       ّب زاقتِ ثبقین   ثبقس ٍ ثطای ثطذی    ذن ثیًَی ضٍی   فطو وٌیس 
 

  
 

زض ایي  

2   نَضت  2   یب  1   2 1     یب  1   

 اثبات

2 َجك لًیِ ّؽ     1 | |وِ     . ثطای احجبت لًیِ اظ لن ظیط اؾتفبزُ هی وٌین وِ  √2 

 تٗییي هی وٌس.   هحسٍزیت ّبیی ثطای 
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  3.23لم 

  2          

 اثبات

ًمُِ ثبقس وِ  2 زاضای      . زض غیط ایي نَضت هوىي اؾت    ثبقس. آًگبُ    هكرهِ   فطو وٌیس 

 هوىي ًیؿت.  زض هكرهِ  3.2َجك لًیِ 

ثبیس  1  اؾت پؽ    ام ٍاحس  –  زّس وِ ضیكِ  یًتیزِ ه 3.11ًتیزِ            چَى 

1    ثبقس. لصا   يطیجی اظ    2  2          

 ازاهِ احجبت:

2  هی ًَیؿین   ثطای ثطذی  2 زض ایي نَضت         1      1 لصا     

   2 2|. َجك لًیِ ّؽ زاضین 1        | ثب هطثٕ وطزى ًبهؿبٍی اذیط زاضین   √2 

4  4    2 2  4  4  2 | |پؽ   1       . ثب ثیبى ایي هُلت وِ 2 

 ّؿتٌس احجبت ثِ پبیبى هی ضؾس.  همبزیط احتوبلی  2  1  0

 تعزیف

 ّوٌْكت ثبقس.  ثب هطثٕ یه ٖسز زض پیوبًِ   ًبهین ّطگبُ   ضا هبًسُ هطثٗی ثِ پیوبًِ   ٖسز 

 ّوٌْكت ًجبقس.  ثب هطثٕ ّیچ ٖسزی زض پیوبًِ   ًبهین ّطگبُ   ضا ًبهبًسُ هطثٗی ثِ پیوبًِ   ٖسز 

 مثال

1هبًسُ ّبی هطثٗی اٖساز  13زض پیوبًِ   11  3  42  4  22  9  32  10  62  12 ّؿتٌس ٍ   82 

 ًبهبًسُ ّبی هطثٗی ّؿتٌس 11 8 7 6 5 2اٖساز 

 تًجٍ 

 ّوبًٌس لًیِ لجل زازُ ًوی قًَس ٍ زض ثؿیبضی اظ ذن ّب ضاثُِ  ثؿیبضی اظ هَالٕ همبزیط 
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 زاضین( پؽ حبلت  2 ثطلطاض ًیؿت )فمٍ تٗساز ووی وؿط اظ هطتجِ  
 

  
 

ثِ  

زاضای ًمبٌ ثب هطتجِ ثیكتط    هَرَز اؾت وِ ذن ثیًَی ضٍی هیساى   ًسضت اتفبق هی افتس یٌٗی تٗساز ظیبزی 

 قًَس      ضا پیسا وٌین وِ هطتجِ قبى ثبٖج تٗییي  ( پؽ ثِ ًسضت هی تَاًین ًمب4.6ٌ ّؿتٌس )توطى  √4اظ 

ٍ   ّؿت وِ ضٍی  ًمُِ ای ثب هطتجِ ثِ ََض وبفی ثعضي   ضٍی هیساى   زض ظیط ًكبى زازُ ثیبى هی قَز وِ ثطای ذن 

 ّن ضٍی پیچف هطثٗی آى هَرَز اؾت.

 تعزیف

     فطو وٌیس
2 زاضای هٗبزلِ   گط اثبقس   زض پیوبًِ  یه ًبهبًسُ هطثٗی     3       

2 زاضای هٗبزلِ    ثبقس آًگبُ پیچف هطثٗی    3  (2.23اؾت. )توطیي  3    2   

 وکتٍ

1         اگط  4.10َجك توطیي  1  زاضای    آًگبُ     ًمُِ اؾت. پؽ اگط هب    

ضا هی یبثین ٍ اظ ضٍی آى هی تَاًین هطتجِ ّط زٍ گطٍُ ضا هحبؾجِ   هطتجِ یىی اظ ایي زٍ گطٍُ ضا ثساًین آًگبُ 

 وٌین.

 )هْن(3.22قضیٍ 

ٍ   ثبقس زض ایي نَضت ّط زٍ گطٍُ    یه ذن ثیًَی ضٍی   یه ٖسز  اٍل ثبقس ٍ  229  فطو وٌیس 

 ّؿتٌس وِ هطتجِ اـ یه يطیت زض ثبظُ  )پیچف هطثٗی( زاضای ًمُِ ای هخل    

    1  2√     1  زاضز.   √2 

 اثبات

 حصف

  3.22مثال 

2   زضؾت ًیؿت ظیطا ذن 229  زّین وِ لًیِ ثبلا ثطای  زض ایي هخبل ًكبى هی   3 ضا زض   1 

   229   ًٓط ثگیطیس هحبؾجبت ًكبى هی زّس وِ 
6
  

42
  ثطای توبم     42. پؽ 

200. وطاى ّبی ّؽ ثیبى هی وٌس  229    ّط  42پؽ ٍرَز یه ًمُِ اظ هطتجِ  260  229     
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2    اؾت ذن  229ًبهبًسُ هطثٗی ثِ پیوبًِ  2ضا ًتیزِ هی زّس. چَى  252ٍ  210زٍ همساض    3  8 

   229    یه  هحبؾجِ ًكبى هی زّس  اؾت  پیچف هطثٗی 
4
  

52
ثطای توبم     52پؽ  

   ٍ ًِ   ضا ًتیزِ هی زّس پؽ ًِ  260ٍ  208زٍ همساض  52. ٍرَز ًمُِ ای اظ هطتجِ  229      ًمبٌ 

 زاضای ًمُِ ای وِ يطیت اـ زض ثبظُ ّؽ ثبقس ًیؿتٌس.

 Baby step, Giant stepگام کّچک، گام بسرگ 

ضا پیسا هی   هحبؾجِ وٌین. اثتسا یه ٖسز نحیح هخل  ضا  . هی ذَاّین هطتجِ         فطو وٌین 

الجتِ هب ٌَّظ همساض زلیك      . َجك لًیِ لاگطاًػ         . فطو وٌیس     وٌین وِ 

1  ضا ًوی زاًین ٍلی هی زاًین     2√      1 ضا زض ایي   . ثبیس توبم همبزیط  √2 

هطحلِ ًیبظهٌس اؾت.   √4نسق هی وٌس. ایي وبض ثِ      ضاثُِ لطاض زازُ ٍ هكرم وٌین وسام یه زض 

 4ٍلی هوىي اؾت آى ضا ثِ تٗساز 
1

 هطحلِ َجك الگَضیتن ظیط وبّف زّین. ⁄4

   1     ؾجِ وي بهح -1

   ضا وِ   ٖسز نحیح  -2
1

هحبؾجِ ٍ شذیطُ      2 1 0  ضا ثطای    اًتربة وي ٍ ًمبٌ  ⁄4

 وي.

   تب ظهبًی وِ ایي ًمبٌ ثب       1         ضا ثِ اظای      2    ًمبٌ  -3

        2    ثطذَضز وٌٌس یٌٗی 

1   ًتیزِ ثگیط  -4 1    . فطو وي        2   2    

 تزعیِ وي       1 ضا ثِ َٖاهل اٍل    -5

 )،     1  ثطای  -6
  

⁄  ضا هحبؾجِ وي. اگط   (
  

⁄ ضا ثب   ، آًگبُ  ثطای ثطذی    

 
  

 ثطگطز. ٍ اگط  5َٖو وي ٍ ثِ هطحلِ  ⁄
  

⁄  اؾت.  هطتجِ ًمُِ   ّب آًگبُ   ثطای توبم    

تىطاض هی وٌین تب ظهبًی وِ       هطاحل اٍل تب قكن ضا ثطای ًمبٌ تهبزفی زض        ثطای یبفتي  -7

1  ضا وِ   وَچىتطیي هًطة هكتطن هطتجِ ّب فمٍ یه   2√      1  2√  

 .        ٖبز وٌس، زض ایي نَضت 

 3.12لم 
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| |یه ٖسز نحیح ثبقس وِ   فطو وٌیس   وِ 1 ٍ  0 . زض ایي نَضت اٖساز نحیح 2 2 

     0     ٍ    1 0   هَرَزًس ثَُضیىِ      2  1 

 اثبات

0 فطو وٌیس  0    وِ    2             ٍ 1  
    0 

زض ایي نَضت  ⁄ 2

| 1|  2 2   
2 ⁄    1  

 وکتٍ

0 ثطذَضز اتفبق هی افتس. فطو وٌیس  3لن فَق ثیبى هی وٌس وِ زض هطحلِ  ّوبًٌس لن    2        

 . زض ایي نَضت زاضین     ثبقس ٍ 

    2       1  2  1      1     0       0   0 

     

  |0 |  وِ زض آى 

 3.12لم 

ثبقس. فطو وٌیس ثطای ثطذی اٖساز نحیح هخجت     ( ٍ  0یه گطٍُ روٗی )ثب ٌٖهط ّوبًی   فطو وٌیس 

ثبقٌس. اگط   همؿَم ٖلیِ ّبی زٍثسٍ هتوبیع       1 ٍ ّوچٌیي فطو وٌیس  0   زاقتِ ثبقین   

( 
  

⁄  اؾت.  هطتجِ   ّب. آًگبُ   ثطای توبم  0  (

 اثبات

.   |  ٖسز اٍلی ثبقس وِ    . فطو وٌیس    فطو وٌیس ٍ    |  ثبقس پؽ   هطتجِ   فطو وٌین 

|  پؽ    |    لصا  ( 
  

⁄  )زض ًتیزِ   (
  

⁄     وِ ثب فطو هتٌبلى اؾت پؽ  0  (

 وکتٍ
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 ضا ثسؾت هی زّس.  هطتجِ  6لن ثبلا ثیبى هی وٌس وِ هطحلِ 

 تًجٍ

وبفی ثبقس ظیطا یبفتي ًمبٌ ثطذَضز    ًمبٌ   ثطای نطفِ رَیی زض حبفِٓ هوىي اؾت ًگْساضی هرتهبت  -1

)ثب فطو ایي وِ ثب فطم ٍایطقتطاؼ ذن وبض هی وٌین( ٍلتی ثطذَضز ثؿتگی زاضز   هرتهبت فمٍ ثِ      

 ضا هی تَاى هحبؾجِ وطز.  اًزبم قس، هرتهبت 

ضا هحبؾجِ وطز. ثطای    2ٍ یه ثبض   هی تَاى یه ثبض ثطای ّویكِ     2    ثطای هحبؾجِ  -2

روٕ هی ثٌسین. ثَُض هكبثِ یه    2ضا ثب    2   ،    2  1     ثسؾت آٍضزى 

 روٕ هی ثٌسین.    ضا ثب   ،   1   هحبؾجِ هی قَز ٍ ثطای هحبؾجِ    

   ضا هی تَاى تزعیِ وطز. اگط چٌیي ًجبقس هی تَاى حسالل توبم ٖبهل ّبی   هب لجلا فطو وطزین وِ  -3

 )وَچه ضا پیسا وطز ٍ ثطای ایي ّب 
  

⁄  ضا هحبؾجِ وطز.  0  (

 ًوبیٌسُ ذَثی ثطای هطتجِ گطٍُ ذَاّس قس.  زض ایي نَضت 

ٍ    1   ثِ    ٖلت ًبهگصاضی ایي ضٍـ ثِ گبم وَچه، گبم ثعضي چیؿت؟ گبم وَچه اظ هحبؾجِ  -4

ضا پكت ؾط هی    2هی آیس ظیطا هب هطحلِ ثعضي    2 1   ثِ     2  گبم ثعضي اظ هحبؾجِ 

 گصاضین.

 3.22مثال 

2 ذن ثیًَی   فطو وٌیس    3 ( ٍ فطو وٌیس 4.7ثبقس )ّوبًٌس هخبل  557 ضٍی  21  10 

   2 3 . 

 ضًٍس فَق ضا ثطای ایي هخبل ثطضؾی هی وٌین

1-   558   418 33  

557وِ ثعضگتط اظ  5  فطو وٌیس  -2
1

 ثهَضت ظیط اؾت.    اؾت فْطؾت  ⁄4

∞  2 3   58 164   44 294   56 339   132 364  

اًزبم  1  وِ ثطذَضز زض ًمبٌ زض لیؿت هب ثِ اظای   3 2     2    زاضین  1  ٍلتی  -3

 هی گیطز.



 خم های بیضوی 18

 

1   زاضین  -4  2       567    

567زاضین  -5  34 ). ثسؾت هی آٍضین  7 
567

3
) ضا ثِ ٌَٖاى ًوبیٌسُ ثطای  189. حبل    189  

 زاضین.  هطتجِ 

189زاضین  -6  33 ). ثسؾت هی آٍضین   7 
189

3
)    38 535    ٍ 

 (
189

7
)    136 360     

 اؾت.   هطتجِ  189لصا 

  567  557    وبفیؿت زض ًٓط ثگیطین  4.7ّوبًٌس هخبل ایي ًمُِ ضا 

 خانوادٌ هنحنی َا

2 ذن   پیسا هی وٌین وِ        زض ایي ثرف فطهَلی ثطای تٗساز ًمبٌ   3  اؾت ٍ    

   0          

 .3.1قضیٍ 

یه ذن   وِ           . فطو وٌیس         0  یه ٖسز اٍل فطز ٍ   فطو وٌیس 

2 ثیًَی اؾت ثب هٗبزلِ    3      

  1     آًگبُ   4      3  اگط  -1

2   هی ًَیؿین   4      1  اگط  -2 ظٍد اؾت ٍ   اٖساز نحیح ٍ   ٍ   وِ  2  

 زض ایي نَضت   4      1    

   

{
 

 
  1  اگط   یه تَاى چْبضم ثِ پیوبًِ   ثبقس                                   2 

  1  اگط   هطثٕ ثِ پیوبًِ   ثبقس ٍلی تَاى چْبضم ثِ پیوبًِ   ًجبقس      2 

  1 اگط   هطثٕ ثِ پیوبًِ   ًجبقس                                                 2 

 

 صفحاثبات: 

 خن َای فّق هًفرد
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 تعزیف

، حتی ثب  . ثٗجبضتی زیگط ّیچ ًمُِ ای اظ هطتجِ       ضا فَق هٌفطز ًبهین ّطگبُ   زضهطتجِ   یه ذن 

 هرتهبت زض هیساى ثؿتبض رجطی هَرَز ًجبقس.

 تًجٍ

 –  اضتجبَی ًساضًس. ٍاغُ هٌفطز ثطای تَيیح  ّبی هٌفطز وِ لجلا ثطضؾی قسُ ّیچ ذن ّبی فَق هٌفطز ثب ذن

هی پطزاظز. ایي حلمِ هٗوَلا ظیط حلمِ یه اؾت   ثب زضًٍطیرتی هیساى ّبی ثعضي تط اظ پبیبّبی یه ذن ثیًَی 

 رتی ّبی ضٍی هیساىیپبیبّبی یه ذن ثیًَی ثب زضًٍط –  زضرِ زٍم گَیب اؾت. ٍاغُ فَق هٌفطز ثِ تَؾیٕ 

 بزلات زضرِ زٍم رجطی(ظیط حلمِ هٗثعضگتط زلرَاُ اضتجبٌ زاضز )

 2..3قضیٍ 

 اؾت. فطو وٌیس  تَاًی اظ ٖسز اٍل   وِ ثبقس.    یه ذن ثیًَی ضٍی   فطو وٌیس 

     1 . یٌٗی         0  فَق هٌفطز اؾت اگط ٍ تٌْب اگط   زض ایي نَضت         

         1       اگط ٍ تٌْب اگط 

 اثبات

2 هی ًَیؿین           𝛼       ِزاضین 4.12. َجك لًی 

            1   𝛼       

 زض ضاثُِ ثبظگكتی ظیط نسق هی وٌس.      𝛼   ثیبى هی وٌس وِ  4.13لن 

   0  2 ، 1     ،   1          1 

1 زض ایي نَضت          0  فطو وٌیس     0          ٍ   1  0         

1           . ثٌبثطایي 1  ثطای توبم      1        . 

  ٍرَز ًساضز. چَى        زض   ّیچ ًمُِ ای ثب هطتجِ  1  ثٌبثطایي ثطای 
̅̅̅̅  ⋃ پؽ ّیچ  1     

    زض   ًمُِ ای ثب هطتجِ 
̅̅̅̅  فَق هٌفطز اؾت.  ٍرَز ًساضز. ثٌبثطایي   
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1   ضاثُِ ثبظگكتی ًتیزِ هی زّس          0  حبل فطو وٌیس  ثطای توبم              

1 . چَى 1    . ثٌبثطایي 1  ثطای توبم               زاضین    

           1     1             

1   وَچه فطهب َجك لًیِ  اؾت   زاضای هطتجِ ثرف پصیط ثط   1      ثٌبثطایي          1 

 فَق هٌفطز ًیؿت.  اؾت. ٍ ایي یٌٗی   ثٌبثطایي زاضای ًمُِ ای ثب هطتجِ 

1         ثطای لؿوت آذط لًیِ تَرِ زاضین وِ     1 . ثٌبثطایي            

 .        0  اگط ٍ تٌْب اگط           1       

 1..3قضیٍ 

فَق هٌفطز اؾت اگط ٍ تٌْب   تٗطیف قَز. زض ایي نَضت    ضٍی   ٖسزی اٍل ثبقس ٍ  5  فطو وٌیس 

 . 1        ٍ ایي یٌٗی اگط ٍ تٌْب اگط  0  اگط 

 اثبات

. زض 0  فَق هٌفطز ثبقس ٍلی   فَق هٌفطز اؾت. ثطٖىؽ فطو وٌیس   آًگبُ َجك لًیِ لجل  0  اگط 

| |ًتیزِ هی زّس          0  ایي نَضت  | |. َجك لًیِ ّؽ    ثٌبثط ایي زاضین   √2 

 .4  یٌٗی   √2  

 ...3قضیٍ 

    . فطو وٌیس  3      2  یه ٖسز اٍل ٍ   فطو وٌیس 
ثب   زض ایي نَضت ذن ثیًَی   

2 هٗبزلِ    3  یه ذن فَق هٌفطز اؾت.   

 اثبات

   𝜓فطو وٌیس
    

 1  تٗطیف قسُ ثبقس. چَى  𝜓     3ّوطیرتی ثبقس وِ ثب هٗبزلِ   

  زض  3يطیجی اظ ؾِ ًیؿت،ّیچ ًَٖی اظ هطتجِ 
یه  𝜓ّوبًی اؾت. ثٌبثطایي  𝜓ٍرَز ًساضز. ثٌبثطایي ّؿتِ   

ثیه اؾت ثٌبثطایي ثبیس پَقب ثبقس ظیطا یه ًگبقت اظ یه گطٍُ هتٌبّی ثِ ذَزـ اؾت. هرهَنب ّط ًَٖ اظ 

 اؾت.   زاضای ضیكِ ؾَم هٌحهط ثِ فطز زض    
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یه   زض هٗبزلِ ذن نسق هی وٌس یٌٗی       هَرَز اؾت ثَُضیىِ      یه      ثطای ّط 

3  ضیكِ ؾَم هٌحهط ثِ فطز اظ  ضا هحبؾجِ وٌین.  اؾت هی تَاًین   زاضای همبزیط   اؾت. چَى    

 فَق هٌفطز اؾت.  ثٌبثطایي  1         ثب ايبفِ وطزى ًمُِ زض ثیٌْبیت ًتیزِ هی گیطین 

 يیژگی َای ایه خم

ثَزُ ٍ    یه ذن فَق هٌفطز ضٍی   ثطذی هحبؾجبت گطٍّی زض آى ّب ؾطیٗتط اًزبم هی گیطز. فطو وٌین 

یه ٖسز نحیح هخجت   هٗوَلا ثعضي اؾت( فطو وٌین  1  ثبقس )       ًمُِ ای اظ         

ضا ثسؾت    ضا هحبؾجِ وٌین. یه ضٍـ ایي اؾت وِ زض زٍثطاثط وطزى ّبی هتَالی    ثبقس هی ذَاّین 

زاضین  4.10یي نَضت ثٌبثط لًیِ زض ا 0  آٍضین. ٍلی ضٍـ ؾطیٕ تط ثِ ایي نَضت اؾت وِ فطو وٌین 

  
2  اظ آًزب: 0   

           
2          2       (  2

   2
)  (  2

    2
) 

ّوبى ََض وِ هلاحِٓ هی قَز ؾوت ضاؾت هحبؾجبت زض هیساى اًزبم هی گیطًس وِ ذیلی ؾطیٗتط اظ هحبؾجبت 

 وٌین: ، ثهَضت ظیط ٖول هی  گطٍّی اؾت. ثٌبثطایي ثطای هحبؾجِ 

0   هی ثطین   ضا ثِ هجٌبی    -1   1   2 
2       

   

0وِ             ضا هحبؾجِ هی وٌین      -2  )هحبؾجبت گطٍّی(      

  )      هحبؾجِ هی وٌین  -3
 2 

   1    
 2 

 )هحبؾجبت هیساًی( (

0پیسا هی وٌین ثطای ّط   1 حبل هزؤَ ًْبیی ضا اظ  -4       

بقٌس وِ ثب یه تغییط هتغیط ثِ وِ ّط زٍ ضٍی یه هیساى تٗطیف قسُ اًس ََضی ث 2 ٍ  1 فطو وٌین ذن ّبی 

 فَق هٌفطز ثبقس. 2 فَق هٌفطز اؾت اگط ٍ تٌْب اگط  1 یگط تجسیل قًَس زض ایي نَضت حبثت هی قَز وِ ّوس

1   1 ثطای هخبل اگط 
2   1

3     ٍ 2   2
2   2

3 2 ٍ ثب تغییط هتغیط  1   
 1

3√ 
  ٍ 2  

 1

2√ 
 

هُبلِٗ هی وٌین وِ آؾبى تط  2 هُبلِٗ وٌین، ضٍی ذن  1 ثِ ّوسیگط تجسیل هی قًَس ثِ ربی ایي وِ ضٍی ذن 

زیسین وِ یه ذن ثیًَی ضٍی یه هیساى ثِ ََض رجطی ثؿتِ ضا وِ هكرهِ اـ هربلف  2.5.1اؾت زض ثرف 

2 سض ظیط ًَقت: اؾت هی تَاى ثب ًوبز لػاً 2      1    𝜆   𝜆  0 1  

 3..3قضیٍ 
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∑      یه ٖسز اٍل فطز ثبقس ٍ چٌس رولِ ای ظیط ضا تٗطیف هی وٌین   فطو وٌین  (
  1

2
 
)

2

  
  1

2
  0 

2 ثب هٗبزلِ   زض ایي نَضت ذن ثیًَی       1    𝜆  ِو 𝜆    
ای ّؿت وِ    لصا ̅̅̅̅

𝜆  تٗطیف قسُ اؾت(   ضٍی   ٍ      )فطو هی وٌین         

زاضین  4.4ضا ثكوبضین حبل ثٌبثط توطیي       وبفیؿت ًمبٌ    ضٍی   ثطای ثطضؾی فَق هٌفطز ثَزى 

(
 

  
)   

  1
 زاضین  4.14. حبل ثٌبثط لًیِ   زض  2

         1  ∑ (    1    𝜆 )
  1

2

    

 

 هی پطزاظینزض ازاهِ احجبت لًیِ ثِ احجبت لن ظیط 

 3..3لم 

∑زض ایي نَضت      فطو وٌین      
    

 {
0              1   

 1             1|  
 

 اثبات:

 زاضین  0  زض ایي نَضت ثطای ّط   |1  اثتسا فطو وٌین 

 زاضین    زض ًتیزِ زض  1   1       1       هطتجِ گطٍُ يطثی اؾت(  1  )چَى 

∑     

    

 0  ∑     

    

 ∑ 1
    

   1   1 

1  حبل فطو وٌین    زض ایي نَضت چَى    
یه گطٍُ يطثی زٍضی اؾت پؽ زاضای یه هَلس هخل   

  هی ثبقس پؽ ّط ًَٖ   
0ًَقت وِ    ضا هی تَاى ثهَضت    لصا زاضین  2     

∑     
    

 0  ∑     
    

 ∑ (  )
   2

  0  ∑ (  )
   2

  0  
(  )

  1
 1

     1
 0 

 ثسیي تطتیت احجبت لن ثِ پبیبى ضؾیس.
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( 𝜆    1    )ازاهِ احجبت: حبل اگط 
  1

ضا ثؿٍ زّین یه چٌس رولِ ای اظ زضرِ  2
3   1 

2
ذَاّین  

   1   ثب ذبنیت   ْبّط هی قًَس. ٍ تٌْب هًطثی اظ    زاقت وِ زض آى رولِ حبثت ًساضین ٍ فمٍ رولات 

 1   ضا زاضین. حبل اگط يطیت  1   اؾت. لصا فمٍ یه رولِ  1  ْبّط هی قَز ذَز    وِ زض رولات 

∑ثٌبهین آًگبُ زاضین:    ضا  (    1    𝜆 )
  1

    
    

  1 وِ تؿبٍی آذط اظ      

 لن ًتیزِ قسُ اؾت. 

 ّؿتین زاضین:    ثٌبثطایي چَى 

         1     1     

1فَق هٌفطز اؾت اگط ٍ تٌْب اگط   ، 4.31حبل ثٌبثط گعاضُ   (  )زض  0   یب  1    

 ضا ًكبى هی زّس.    ٍ    لن ظیط ضا حبثت هی وٌین وِ اضتجبٌ ثیي 

 3..3لم 

3      فطو هی وٌین وِ    2 
2   1 

1 ثب يطایت زض هیساًی اظ  3یه چٌس رولِ ای زضرِ  0  

    زض  1    يطیت     ، 1  . فطو هی وٌین ثطای ّط ثبقس  هكرهِ 
   1

ثبقس زض ایي نَضت  2

      زاین 
1    2      1

  

 اثبات

 زاضین 

(    
  1

2 )
  

 ( 
3   1 

2       
  1   )

  

  

  
3   1   

2      
  

    1   
   (    

  1
2 )

  

     
   1   

2  

     
   1 1

2      
     1 

2  

     
   1 1

2      
    1 

2 (    
  1

2 )
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 ( 
3    1 

2           1   )( 
3   1   

2      
  

      1   ) 

1       ضا ََضی اًتربة هی وٌن وِ   ٍ   اًسیؽ ّبی  1 1     ثطای ثسؾت آٍضزى يطیت  1 

روٕ هی وٌین. یه رولِ ثب   ٍ   يطایت هتٌبْط اظ اٍلیي ٍ زٍهیي ٖبهل زض يطة ثبلا ضا يطة هی وٌین ٍ ضٍی 

0    
3   1 

2
 اظ ٖبهل اٍل ٍ یه رولِ ثب 

    1  1        1  1  
3

2
    1     2    

زض ایي   ٌْب اًسیؽ ّؿتٌس ت   اظ ٖبهل زٍم ثِ زؾت هی آیس اظ آًزبیی وِ ّوِ تَاى ّبی ٖبهل زٍم هًطة 

اؾت. حبنلًطة ایي  1   ًیع   اؾت. اًسیؽ هتٌبْط     1     هحسٍزُ وِ تَاى غیط نفط زاضز 

1    يطایت ثِ نَضت ظیط هی ثبقس.         
  

  

ًیع ثطلطاض ثبقس ثطای     ثطلطاض اؾت. حبل فطو هی وٌین وِ ثطای  1  ایي ضاثُِ ثِ ََض ثسیْی ثطای 

 حىن ضا حبثت هی وٌین. 1  

    1        
  

   
1    2      1

   
  

   
1    2      1   

 

 ٍ لصا حىن حبثت هی قَز. 

 ازاهِ احجبت لًیِ:

ثؿتگی زاضز   ثِ    . )0   فَق هٌفطز اؾت اگط ٍ تٌْب اگط   ثٌبثطضایي ثب اؾتفبزُ اظ لن هی تَاى گفت وِ 

 اؾت.(     زض   ٍ هؿتمل اظ تَاى 

 زض   یٌٗی  1   ثیبى هی وٌین. يطیت  𝜆ضا  ثِ نَضت یه چٌس رولِ ای اظ    حبل 

 (    1    𝜆 )
  1

 ثطاثط ثب يطیت  2
  1

( 𝜆    1   )زض  2
  1

اؾت. ایي يطیت ضا  2

 هحبؾجِ هی وٌین.

 زاضین:ثٌبثط لًیِ زٍ رولِ ای 

   1 
  1

2  ∑(

  1
2
 

)     1 
  1

2   
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   𝜆 
  1

2  ∑(

  1
2
 

)  
  1

2     𝜆  

 

 

   )يطیت    حبل 
  1

( 𝜆    1   )( زض 2
  1

 ثطاثط 2

   1 
  1

2 ∑ (
  1

2
 

)
2

𝜆 
  1

2
  0    1 

  1
2    𝜆   .اؾت 

 .𝜆  0   فَق هٌفطز اؾت اگط ٍ تٌْب اگط   ثٌبثطایي 

 3..3قضیٍ 

2 یه ٖسز اٍل ثبقس. زض ایي نَضت ذن ثیًَی  5  فطو وٌیس    3 فَق هٌفطز اؾت    ضٍی  1 

 .  3      2  اگط ٍ تٌْب اگط 

2 ٍ ثیًَی    3  . 4      3  فَق هٌفطز اؾت اگط ٍ تٌْب اگط    ضٍی    
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 ℚ: خن َای بیضّی رِی 8فصل 

ضزُ هْوی اظ هٗبزلات زیَفبًت ضا تكىیل هی زٌّس. زض ایي  ℚٍی زیسین ذن ّبی ثیًَی ض 1ّوبى ََض وِ زض فهل 

زض اثتسا ًكبى  ضا هُبلِٗ ذَاّین وطز. ℚفهل هب ؾبذتبض گطٍّی هزوَِٖ ًمبٌ ثب هرتهبت گَیبی یه ذن ثیًَی ضٍی 

ٍیل ضا احجبت ذَاّین  –ذَاّین زاز وِ ًمبٌ تبة )ًمبٌ ثب هطتجِ هتٌبّی( ثؿیبض ؾطیٗتط حبنل هی قًَس. ؾپؽ لًیِ هَضزل 

 یه گطٍُ آثلی هتٌبّیب تَلیس قسُ اؾت.   ℚ  وطز وِ ثیبى هی وٌس 

 ياگیل –زیر گرٌِ تاب . قضیٍ لّت 

ثِ ضاحتی لبثل هحبؾجِ اؾت. زض ایي ثرف هخبلی اضائِ هی زّین وِ رعئیبت ایي وبض ضا   ℚ  ظیطگطٍُ تبثی 

 ًكبى هی زّس

 تعزیف

فطو وٌین 
 

 
. فطو وٌین 1         یه ٖسز گَیب ثبقس وِ  0 

 

 
    1

 1
ثَُضیىِ  

ای  –  یه ٖسز نحیح اؾت. زض ایي نَضت اضظـ   یه ٖسز اٍل ٍ    وِ  1 1   
 

 
ضا ثهَضت ظیط  

)  تٗطیف هی وٌین 
 

 
)     

    0   لطاضزاز هی وٌین وِ 

 مثال

7 زاضین  (
1

2
)  0  ٍ 5 (

50

3
)  2  ٍ 2 (

7

40
)   3 

 تعزیف:

2 فطو وٌین    3  تٗطیف هی وٌین     . فطو وٌین      ثبقس وِ زض آى       

   {        ℚ |       2            3 }  { } 

3  ّب ضاثُِ ظیط ثطلطاض اؾت:    ثیي    2   1 
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ثِ ثیٌْبیت ًعزیه اؾت. یٌٗی ثَُض   ًمُِ ای اؾت وِ زض پیوبًِ تَاى ّبی    هی تَاى گفت وِ ّط ًمُِ اظ 

 ای ثِ ثیٌْبیت هیل هی وٌس. –  

 2.2قضیٍ 

2    فطو وٌیس    3   ٍ      . فطو وٌین      یه ذن ثیًَی ثبقس وِ       

 یه ٖسز اٍل ثبقس.

 اؾت.  ℚ  ظیطگطٍّی اظ     -1

 0        0      ثبقس آًگبُ    ℚ        اگط  -2

  3            2       هَرَز اؾت ثَُضی وِ   زض ایي نَضت ٖسز نحیح 

𝜆ًگبقت  -3
 
 

  

 5 
          وِ   4   

 
       4    ٍ∞ یه ّوَهطفیؿن  1 

 یه گطٍُ روٗی اؾت.   4  یه ثیه اؾت وِ زض آى 

𝜆آًگبُ  1         ٍ          اگط  -4
 
      0        . 

 اثبات:

  2احجبت

3 هرطد وؿط  اگط ٍ تٌْب اوط  ضا ٖبز هی وٌس.  هرطد وؿط   هی ثبقس.  2 هٗبزل هرطد وؿط       

 ضا ٖبز  وٌس.   هرطد وؿط   

  تَاى زلیمی اظ  0  وِ   2 ضا ٖبز وٌس آًگبُ   ثبقس وِ هرطد وؿط   تَاى زلیمی اظ  0  وِ    اگط 

ثبقس وِ هرطد   تَاى زلیمی اظ  0  وِ    اگط  ضا ٖبز هی وٌس. ثِ ََض هكبثِ 2 هی ثبقس وِ هرطد وؿط 

3 زلیمب هرطد وؿط   3 ضا ٖبز وٌس آًگبُ   وؿط  ٍ ایي   3  2بز هی وٌس ثٌبثطایي ٖضا       

 . 2  ٍ   3  ای هَرَز اؾت وِ   ثیبى هی وٌس 

 4احجبت 

 هی زاًین 

   {        ℚ |       2            3 }  { } 

 ّوچٌیي هی ثیٌین وِ هزوَِٖ 
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{        |       2            3 }  {        |  (
 

 
)   } 

 لطاض ًساضز. زاضین  1   اؾت وِ زض    یه هزوَِٖ اظ 

𝜆
 
         

 

 
       4      

    2

    3
        0         

 3احجبت

𝜆هی ذَاّین حبثت وٌین 
 

 یه ّوطیرتی یه ثیه اؾت. 

𝜆اگط 
 
)  آًگبُ    4       1      

 

 
)  ظیطا زاضین   5       زض ًتیزِ   5 

𝜆
 
         

 

 
       4   0       4  

يطة َطفیي زض   
⇒        

 

 
  0        5  

  5  |  
 

 
   (

 

 
)  5         5  

𝜆پؽ هی تَاى ًتیزِ گطفت 
 

𝜆یه ثیه اؾت زض نَضتی وِ ثپصیطین  
 

 یه ّوطیرتی اؾت. 

𝜆ًكبى هی زّین 
 

 ّوطیرتی اؾت. 

  فطو وٌین 
1

 
  ٍ  

 

 
2 ثب تمؿین هٗبزلِ     3  ذَاّین زاقت 3 ثط       

    3     2    3  

 ًوبیف هی زّین.  (      )  0   یه ٖسز گَیب اؾت ضا ثب ًوبز   وِ زض آى    |   

 لن ظیط ضا ثسٍى احجبت هی پصیطین 

 ..2لم 

            |  3 الف( 

   |   آًگبُ    |  3 ة( 

 زاضین
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𝜆
 
(      )  𝜆

 
          

 

 
  𝜆

 
      

1 هی وٌین وِ اگط  بازٖ   2   3  آًگبُ   

𝜆
 
  1  𝜆

 
  2  𝜆

 
  3  0       4   

 اظ ایي ازٖب اؾتفبزُ هی وٌین ٍ آى ضا ثٗسا حبثت ذَاّین وطز.

 1   2   3    𝜆
 
  1   2   3  0       4   

𝜆حبل هی ذَاّین ًكبى زّین 
 

2  1 ّوطیرتی اؾت. زض ایي نَضت   3 ًتیزِ هی زّس      لصا     

 اؾت. ثٌبثطایي   ℚ  ظیطگطٍّی اظ    

𝜆
 
  1   2  𝜆

 
   3   𝜆

 
  3  𝜆

 
  1  𝜆

 
  2  

𝜆پؽ 
 

 ّوطیرتی اؾت. 

 ّن ذٍ اًس. 3  2  1 ؾِ ًمُِ  2.6َجك توطیي 

 حبل ازٖب ضا حبثت هی وٌین

2  1 لطاض ثگیطز ٍ فطو وٌین  0        ضٍی ذٍ  3  2  1 فطو وٌین  ثب تمؿین     

  . فطو وٌین 0        ذَاّین زاقت   هٗبزلِ فَق ثط 
  ثبقس،    ًمُِ هتٌبْط   

زض   

  آًگبُ            اؾت. اگط  s-tهرتهبت 
   وِ زض آى           

1

  
  ٍ   

  

  
 هی ثبقس.  

1 ًمبٌ 
   ٍ 2

   ٍ 3
2  1 لطاض هی گیطز اظ آى رب وِ  0        ضٍی ذٍ     8.3َجك لن     

 0        هطتجِ اقتطان ذٍ  2.4ٍ َجك ثرف  2 1  وِ     |   ٍ     |  3 زاضین 

2 ٍ ذن    3  ثب اؾتفبزُ اظ هرتهبت تهَیطی هحبؾجِ هی قَز.       زض ًمُِ هتٌبّی       

 ٍ ذن  0         پؽ ذٍ  ؾبظی وٌینزض حمیمت ثبیس ذٍ ٍ ذن ضا ّوگي 

  2   3   وِ  3    2   
 

 
  ٍ  

 

 
 زض ًٓط هی گیطین. 
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3   ٍ ذن  0        ثب ذٍ      2 آغبظ هی وٌین ٍ ذٍ ٍ ذن ضا ّوگي هی  3   

2  ٍ  0         وٌین.    3     2   وِ  3   
 

 
  ٍ  

 

 
هی ثبقس. اگط  

 اؾت وِ      هتٌبْط ثب ًمُِ       ًمُِ     ٍ     ٍ     فطو وٌین 

   
 

 
 

 

 
  ٍ  

 

 
 

 

 
  

2 ثب ذن  0        پؽ هطتجِ اقتطان ذٍ    3 ثطاثط ثب       زض ًمُِ       

3   ٍ ذن  0        هطتجِ اقتطان ذٍ      2 اؾت. هخلا       زض ًمُِ  3   

 هوبؼ ثبقٌس.  ٍ   هوبؼ اًس اگط ٍ تٌْب اگط ذن ٍ ذٍ ثطحؿت هتغیطّبی   ٍ   ذٍ ٍ ذن ثطحؿت هتغیطّبی 

 اًزبم زاز.   ٍ   ثِ ربی   ٍ   لصا هی تَاى هحبؾجبت گطٍّی ذن ثیًَی ضا ثب اؾتفبزُ اظ 

 2.3لم 

3   ذن           0  یه ٖسز گَیبی حبثت اؾت ٍ   وِ     ذٍ      2 ضا  3   

لُٕ هی وٌس. ایي ذن زض چٌیي ًمُِ ای اظ اقتطان           0  وِ       حساوخط زض یه ًمُِ 

 هوبؼ ًیؿت.

 حصفاثبات لم: 

زلِ ذن زض لن زضهی آیس یٌٗی آًگبُ هٗبزلِ ذٍ ثهَضت هٗب 0  زاقتِ ثبقین         اگط زض هٗبزلِ 

  0    
  

 
   حبثت 

1 اهب یي ذٍ اظ ًمبٌ 
   ٍ 2

1 ٖجَض هی وٌس پؽ   
   2

ٍ ذٍ ثبیس هوبؼ ثط ذن ثبقس. هرتهبت ضا اظ   

1 زض ایي نَضت ذَاّین زاقت  تغییط هی زّین    ثِ        2 . 

1 اظ آًزب وِ  . یٌٗی تزض ایي ًمُِ ثط ذن هوبؼ اؾ  ٍ   ثٌبثط لَاًیي گطٍّی هٗبزلِ ذٍ ثطحؿت  2  

هوبؼ هی قَز ٍ ایي ثٌبثط لن اهىبى پصیط ًیؿت پؽ ثِ یه تٌبلى       زض ًمُِ  0        

 . 0  ضؾیسین لصا 

 ذَاّین زاقت   حبل ثب تمؿین ثط 

        0
تمؿین ثط  
→    

 

 
  

 

 
   0     
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𝛼وِ  𝛼   ℚثطای ثطذی    
 

 
  ٍ   

 

 
  

1 زض ایي نَضت 
   ٍ 2

   ٍ 3
 لطاض زاضًس.     𝛼  ضٍی ذٍ   

 2.3لم 

𝛼  
 2

2   1 2   1
2    2

2

1     1   2  1     2
2   1 2   1

2 
 

 حصف اثبات:

1 اظ آًزب وِ    2  زاضین          0 

 1     1   2  1     2
2   1 2   1

، 8.3ٍ اظ آًزبئیىِ َجك لن            1  2

2 پؽ     |   
2   1 2   1

2    2
2 𝛼زض ًتیزِ     2        0   0        2     ٍ

1   زاضین  1  |  3 چَى   𝛼 1 ٍ  𝛼 1 |  3 پؽ  𝛼  ٍ   |  1 |  2 ظیطا    3        0 

 پؽ ّوٌْكتی ثبلا ضا زاضین.  1  |  3 چَى 

3 ًمُِ 
3   ثب ذن     𝛼  ؾَهیي ًمُِ اظ اقتطان ذٍ        2 اؾت ثٌبثطایي ثطای  3   

 حل هی وٌین زاضین   ضا ثطحؿت  1احجبت لؿوت 

𝛼     3     𝛼    2    𝛼    3  0

  3  
2 𝛼  3 𝛼2 

1   𝛼3   𝛼2  2    

 اؾت یٌٗی   2 حبل هزؤَ ؾِ ًمُِ ثطاثط لطیٌِ يطیت

 1   2   3   
2 𝛼  3 𝛼2 

1   𝛼3   𝛼2  2  0        5   

 

1 ّوٌْكتی اذیط ثطلطاض اؾت ظیطا  3 زاضین           2   )چَى           0 

    |   5  | 1   2   3) 

3 ثٌبثطایي   𝛼 3 3 زاضین  8.3. ثٌبثط لن   3        0     ثٗلاٍُ     
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𝜆
 
  1  𝜆

 
  2  𝜆

 
  3  0       1   2   3  0       4   

𝜆پؽ 
 

 ّوطیرتی اؾت ٍ ایي احجبت ضا وبهل هی وٌس. 

 2.3قضیٍ 

زاضای ّیچ ًمُِ ای ثب  1 ًجبقس آًگبُ   تَاًی اظ   ٍ  1  ثطلطاض ثبقس اگط  8.1فطو وٌیس قطایٍ لًیِ 

 ضا ثجیٌیس( 8.9ًیؿت. )ّوچٌیي لًیِ   هطتجِ 

 اثبات:

  ًیؿت پؽ هی تَاى   تَاًی اظ   ثبقس )فطو ذلف( ثٌبثط فطو   ًمُِ ای اظ هطتجِ  1   فطو وٌین 

 nثطاثط   . اظ ایي وِ هطتجِ 1  ٍ  1         یب     وِ        ضا ثهَضت ظیط ًَقت 

 زض           پؽ      ًیؿت زاضین 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


