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MC باشد و  C∞ يك منيفلد  M فرض كنيد  -1 نـشان دهيـد تـابع      .  زيرمجموعه بسته آن باشد    ⊃

:],[همواري مانند 1o⎯→⎯Mfچنان وجود دارد كه )(o1−= fCباشد .  
 هاسـدرف    يك فضاي موضـعا اقليدسـي و       RI نشان دهيد كه اجتماع مجزاي تعداد ناشمارا كپي از         -2

  .پذير نيست است كه داراي پايه شمارش

MMfعــــدي وبn- يــــك منيفلــــد همبنــــدM فــــرض كنيــــد-3 C⎯⎯→⎯
∞

 باشــــند :
fffبطوريكه =oنشان دهيد.  باشد)(Mfيرمنيفلد يك زMاست   

ــد -4 ــرض كني NMf ف C⎯⎯→⎯
∞

ــه ازاي  : ــد و  ب ــيون باش ــك سوبمرس ــرار ∋Mfq)( ي   ق
qfK)(دهيم ),(همچنين فرض كنيـد  . =−1 RIMCg  تابعـك  ∋Kp باشـد و بـه ازاي  ∋∞
∋∗خطي )( NTqλ  د باشد كه   چنان موجو

pp
fg ∗∗ = oλ .   دهيددراينصورت نشانp   يك نقطه 

  .است) Kبه gتحديد (Kgبحراني 

RIRIPIf مانند C∞توان نگاشتي    نشان دهيد نمي   -5 ⎯→⎯)(: اي يـك    يافت بطوريكه بـه از     2
cf)( از آنcمقدار عادي )( برابر با −1 RIPI   . شود1

73 نشان دهيد-6 SS   .باشند پذير مي  توازي,

PNMf فرض كنيد-7 C⎯⎯→⎯×
∞

NMyx  و:   هرگاه تعريف كنيم . باشند),(∋×

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎯→⎯

),()(
:

ytftf
PNf

1

       و               1
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎯→⎯

),()(
:

txftf
PNf

2

2  

),()(نشان دهيد به ازاي هر  ),( NMTvvv yxyx    خواهيم داشت       =∋×
)()()()()(

),( yx vfvfvf
yxyx ∗∗∗ += 21  

   ثابت كنيد -8
RIMH آنگـــاه،باشـــد C∞ يـــك منيفلـــد همبنـــدMهرگـــاه) الـــف  o  و در حالـــت )(≅

MHimd)(كلي o    عديكه عددبتي صفر بM      هـاي     بيـانگر تعـداد مؤلفـه      ،  شـود     نيز ناميـده مـي
 .  استMهمبندي

)(≅o)ب  RIH1      
RISH)ج ≅)( 11  
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9-G    يك گروه توپولوژيـك وH گروهـي بـسته از آن و       زيرH

G   در .  حاصـل اسـت    ن فـضاي همگ ـ
  اينصورت

H وHاگر) الف   
Gثابت كنيد، فشرده باشند Gنيز فشرده است .  

H وHاگر) ب   
G ثابت كنيد،باشند همبند Gنيز همبند است .  

,)(فرض كنيـد  )  الف -10 2RIYX χ∈ و ),(),( 22 yxyxX ),(),( و = xyyx eeyxY += 
]مطلوبست ]YX , .  

  .  ثابت كنيد را با معرفي صريح ميدانهاي برداري روي آنnSO)(پذيري توازي) ب
),(),(مطلوبست محاسبه شار ميدان) ج yxyxZ 23=.  

),( نشان دهيد،هاي برداري لازم  با يافتن صريح ميدان-11 RInSLپذير است  توازي.  
  هاي تراز نگاشت منحني)  الف-12

14 2222 −+−+= xzyzyxf )(),,(        RIRIf ⎯→⎯3:  
) هـا (ي دلخـواه از آن      را در يك نقطه   ) ها(فضاي مماس بر منيفلد   .  بودن بررسي كنيد    را از نظر منيفلد   

  .بيابيد
ــوار ) ب ــت همــ ــراي نگاشــ 23بــ RIRIf ⎯→⎯:، ),(),,( zyx eeyzyxf ــشان =+  نــ

)(دهيد 11 Sf   .طه از آن بيابيدعد آن و فضاي مماسش را در يك نقب.  است3RI يك زيرمنيفلد−
 نيـز   TMپـذير باشـد ثابـت كنيـد         تـوازي  Mاگـر ) ب. پـذير اسـت      توازي nTثابت كنيد )  الف -13

  .پذير است توازي
)( فرض كنيد-14 2RIX χ∈و ),(),( xyyxX 22   .Xمطلوبست شار. =−
ثابـت كنيـد    .  يك فرم ديفرانسيل ناورداي چپ روي آن باشـد         α يك گروه لي و      G فرض كنيد  -15

  .o≡αXL داريم G رويXبراي هر ميدان برداري ناورداي راست
  : فرض كنيد-16
)( 43 RIdtdzydxdzdxtdydtdyzdxdtdzxdy Α∈∧∧+∧∧+∧∧+∧∧=α

)( 4RI
t

t
z

z
y

y
x

xX χ∈
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

   .αXLمطلوبست محاسبه 
  . ثابت كنيد كه اگر يك ايمرسيون يك به يك، سره نيز باشد، آنگاه يك امبدينگ است-17

NMfعد باشند وولوژيك همب دو منيفلد توپN وM فرض كنيد-18  يك تابع :⎯→⎯
  . استN يك باز درMf)(ثابت كنيد. پيوسته و يك به يك باشد
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kXX اگر-19 ,,K1هاي برداري روي  ميدانM فر است و نها صآ باشند كه كروشه لي دو به دوي

}،∋Mpبعلاوه در نقطه })(,,)( pXpX kK1آنگاه يك دستگاه ، مستقل خطي باشند 
),(مختصات Uxحول p چنان موجود است كه :  

ki
x

X ii ,,K1=
∂

∂
=  

)(  نشان دهيد هر زيرمنيفلد فشرده-20 1−− nعديبnRIتوان شرط  آيا مي. پذير است  جهت
  فشردگي را حذف كرد؟

nn فرض كنيد-21 RIRIf )( يك سوبمرسيون باشد و:⎯→⎯ nRIfc∈ . نشان دهيد
cfM)(زيرمنيفلد   .پذير است  يك منيفلد جهت=−1

)( نشان دهيد-22 RIPI توان از چسباندن يك نوار موبيوس و يك ديسك در طول مرزشان   را مي2
)(بدست آورد و از اين نتيجه بگيريد RIPI   .باشد پذير نمي  جهت2

  .پذير است عدي توازي ب -3 ثابت كنيد هر منيفلد -23

∑ با محاسبه گروه تك پارامتر موضعي ميدان برداري-24
= ∂

∂
=

n

i
i

i

x
xX

1
، اتحاد اويلر را nRI روي

RIRIfتابع (. ثابت كنيدnRIبراي توابع همگن روي n ناميم،   ميd  را همگن از درجه:⎯→⎯
)()(، ∋nRIx وRI∈λهرگاه به ازاي هر xfxf dλλ =(.  

 فرض كنيد -25
t

X
∂
∂

 وRI يك ميدان برداري روي=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

3tt
RIRIf

a

مطلوب است .  باشند:

Xf∗.  
  

} سه ميدان برداريZ وY وX فرض كنيد-26 }tθگروه تك پارامتري موضعي Zنشان .  باشد
)(],[])(,)([دهيد YXYX ttt ∗∗∗ = θθθ.برداري را هاي  سپس اتحاد ژاكوبي براي ميدان 

  .نتيجه بگيريد

MX)( يك منيفلد هموار وM فرض كنيد-27 χ∈،ِره اگر نگاشت سRIMu  و :⎯→⎯
ktu داشته باشيمX ازγ موجود باشد بطوريكه براي هر خم انتگرالo>kعدد ≤′ )()( γo 
  . استكامل Xآنگاه
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 ثابت كنيد-28
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

→

),(),(

:

xyxyxf

SSf

212

11

)( يك ديفئومورفيسم از RIPI كند   القاء مي1S به1

1و در نتيجه
1 SRIPI ≅)(.  

آيا اين مطلب در تناقض با  . انتگرالپذير نيستH نشان دهيد از مسائل حل شده،89 در تمرين -29
  اشد؟ب  نمي)Frobenius(قضيه فروبينيوس

 فرض كنيد-30
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯ ×

JAAA

MnGLf
T

nn

a

222 )(:
باشد   ميC∞ يك نگاشتfنشان دهيد.  باشد

nnو داراي رتبه ثابت   )مسائل حل شدهدر  87مقايسه شود با مساله . ( است22+
}و 3RI كره واحد در2S فرض كنيد-31 } 22 1 RIS ⎯→⎯− ),,(: ooπ نگاشت 
  . در اين دستگاه مختصات2Sمطلوبست فرم حجمي كانونيك. نگاري باشد كُنج

)( ثابت كنيد بين-32 RIPI  يك تناظر يك به 3RI و مجموعه همه صفحات گذرنده از مبدا در2
  باشد؟ ديفئومورفيسم مي، آيا اين تناظر يك به يك. يك برقرار است

ارز هستند اگر و فقط اگر فضاي  ، همM روي يك فضاي توپولوژيكC∞ ثابت كنيد دو ساختار-33
  . باشدجبر جابجائي يكه دار يكريخت−IRبه عنوان دو  نسبت به آنهاC∞توابع
YX فرض كنيد-34 } با شارهايM دو ميدان برداري روي, }tϕو { }tψ باشند و 

]بعلاوه ] o=YX }نشان دهيد،. , }tt ψϕ oشار YX   .باشد  مي+
  
  

 فرض كنيد -35
z

f
x

X
∂
∂

+
∂
∂

 و =
z

g
y

Y
∂
∂

+
∂
∂

 3RI دو ميدان برداري روي=

}),,(),({و yxhzzyxM  h وg وfمطلوبست تعيين.  باشد3RI يك رويه در==
} داشته باشيم∋Mp بطوريكه در هر نقطه })(,)( pYpXSpanMTp =.  

 فرض كنيد -36
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯−

),(

),(:

tSintSint

RIf

2
2

1

2

a

ππ
),(آيا.  ππ−f2زيرمنيفلد نشانده شده در يكRI 

  باشد؟ مي
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RIMfفرض كنيد -37 ثابت كنيد هر . پذير باشد  منيفلد جهتM يك سوبمرسيون و:⎯→⎯
  .پذير است ، جهتfمجموعه تراز

nRI روي-38 ∑فرم-1 ،2
=

+=
n

i
ini dxx

1

α نشان دهيد. را در نظر بگيريد
4434421

K

n

dd αα ك ي ∧∧

nRIحجم براي عنصر   .باشد مي 2

 نشان دهيد نگاشت-39
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
⎯→⎯

),,,(),,(
:

yzxzxyyxzyx
RIRIf

22

43

a
)( يك امبدينگ از RIPI 2 

  .كند  القاء مي4RIبه
باشند بطوريكه    2RIفرانسيل رويفرم دي-1 يك α يك ميدان برداري وX فرض كنيد-40
o=)(αXLو )(Xαنشان دهيد تابعي مانند.  همه جا ناصفر باشدRIRIf  چنان :2⎯→⎯

fdموجود است كه
X

=
)(α

α.  

 فرض كنيد-41
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−
⎯→⎯

),,(),,(
:

zzCosyzSinxzSinyzCosxzyx
RIRIf

a

33

نشان دهيد . 

  .كند  تعريف مي2S يك ديفئومورفيسم روي2S بهfيدتحد

  . دادC∞توان ساختار  نشان دهيد به يك فضاي توپولوژيك با توپولوژي گسسته نمي-42
  

111نشان دهيد هرگاه نگاشت دوخطي)  الف-43 +++ ⎯→⎯× nnk RIRIRIf چنان موجود :
  :باشد بطوريكه

zzefRIzRIeii

zvzvfi
nk =∈∀∈∃

==⇒=
++ ),()

),()
11

ooo
  

  .پذيرد  ميدان برداري مستقل خطي ميk تعدادnSدر اين صورت
12روي هر) ب +nSيك ميدان برداري وجود دارد كه همه جا ناصفر است .  
  .پذيرند  توازي7S و1S، 3Sنشان دهيد) ج

 نشان دهيد ميدان برداري -44
x

eX x
∂
∂

=   .باشد  مي1S يك ميدان برداري غيركامل روي−

  

  يا
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45-RIرا با دو اطلس { }),( RIRI11 =π و{ }),( RIxx 3

2 a=π 1 به ترتيب باRI2 وRI 
  :نشان دهيد. دهيم نمايش مي

21)الف RIRIf 3tt با ضابطه:⎯→⎯ aپذير است  مشتق.  

)(هيچ ميدان برداري) ب 2RIX χ∈وجود ندارد بطوريكه با )( 2RI
t

χ∈
∂
∂ ،f−مرتبط باشد.  

∑فرض كنيد)  الف-46
= ∂

∂
=

n

i
ii

x
cX

1
باشد  nRI يك ميدان برداري روي

1بطوريكه
1

−∈= nSccc n)( ,,Kهمچنين تابع.  باشدRIRIf Cn ⎯⎯→⎯
∞

چنان موجود باشد :
}{هرگاه.  مثبت باشدx>1 برابر صفر و رويx≤1كه روي tϕ شار موضعي ميدان 

∋−1 وجود دارندx>1 با شرط ∋nRIy باشد، نشان دهيد به ازاي هرXfبرداري nSc 
RItو ∈o بطوريكه   

xxyx tt ==≥∀ )(,)(
oo

o ϕϕ1  
Mqp و هر زوجMنشان دهيد براي هر منيفلد همبند) الف(با استفاده از قسمت ) ب يك  ,∋

MMfديفئومورفيسم qpf چنان موجود است كه:⎯→⎯ =)(.  
  

13)( ثابت كنيد-47 SpS ≅.  
  

48-3Sها  را به عنوان گروه اعضاي يكاني فضاي كواترنيونHIدر نظر بگيريد و قرار دهيد ،  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯×

),(),(
)(:

QPfQP
SOSSf

a

433

  

كه در آن
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

QZPZ
RIRIQPf

a

نشان . گردد  مي انجامHIباشد و اعمال ضرب در  مي),(:44

يك نگاشت موضعاً ديفئومورفيسم است ليكن ديفئومورفيسم . ( يك سوبمرسيون استfدهيد
  ) باشد نمي

  
∧=o آيا رابطه-49 αα d پذير  فرم ديفرانسيل-1 براي هرαبرقرار است؟   
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  : در نظر بگيريد3RIيهاي برداري زير را رو  ميدان-50
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  .دهند تشكيل مي 3RI رويC∞هاي هاي فوق يك پايه براي مدول ميدان نشان دهيد ميدان) الف
  . آوريدبدستپايه دوگان را ) ب
],[مطلوبست محاسبه) پ ji eeا و بيان آنها در پايهه}{ ie.  
  .مطلوبست بررسي اتحاد ژاكوبي) ت

هرگاه) ج
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

),,,(),(
:

twvuyx
RIRI

a

42ϕ  به صورت زير تعريف شده باشد، مطلوبست ميدان

)(برداري 4RIX χ∈ 1 بطوريكه باe ،ϕ−مرتبط باشد. 

yxtyxwyxvyxu −=+=+=−= ,,, 2222 
  


