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) ثابت كنيد-1 , ) ( , )SL IR M IR IR⊆ ≅ 42  . است IR4 صفرهاي يك تابع هموار نامنفي روي 2

نشان دهيد در اينصورت وجود .  باشندnRIدو زيرمجموعه بسته و مجزاي 1A وoA فرض كنيد-2
:],[اننددارد تابع همواري م 1o⎯→⎯nRIf بطوريكه )(oo

1−= fA11)( و
1

−= fAدن باش.   

 C∞ثابت كنيد نگاشتي.  باشندM دو زير مجموعه بسته مجزاي منيفلد2C و1C  فرض كنيد-3

:],[ مانند 1o⎯→⎯Mfچنان وجود دارد كه  )(o1
1

−= fC11)( و
2

−= fCدن باش.  
RIba   وnRIدو زيرمجموعه بسته و مجزاي  A1 وAo فرض كنيد-4 baط با شر,∋ .  باشند>

:],[صورت وجود دارد تابع همواري مانندنشان دهيد در اين baRIf n   :بطوريكه ⎯→⎯
                                  ( )A f a−=o

)  و  1 )A f b−= 1
1  

 همسايگي  داراي يك∋Xp هرگاه هر نقطه،گوييم  را موضعاً اقليدسي ميX فضاي توپولوژيك-5
Uباشد كه U به ازاي يك nهمئومورف با يك باز،  مناسب nRIثابت كنيد هرگاه.  باشدX 

  . ثابت استX براي تمام نقاطn عدد ،همبند باشد
6-براي يك منيفلد همبند. شود ميابهام تعريف   بي، همبندعد يك منيفلد توپولوژيكِ بrC، 1≥r، 

  )قضيه تابع وارون: راهنمايي . (اين مطلب را بدون استفاده از قضيه براوئر ثابت كنيد
پذير از   نشان دهيد كه هيچيك از دو شرط هاسدورف و پايه شمارش،پولوژيك در تعريف منيفلد تو-7

  .دنشو  از بقيه نتيجه نمي، هاي باز مجموعه
)بعدي و−nپذير  يك منيفلد ديفرانسيلM فرض كنيد-8 , )x Uثابت . دن يك كارت آن باش

  . يك ديفئومورفيسم روي برد خودش استxكنيد
  .يك كارت پوشاند توان با ها را نميnSبطور كلي  و2S ثابت كنيد-9

  .توان با يك كارت پوشاند در اينصورت آنرا نمي، يك منيفلد فشرده باشد M ثابت كنيد هرگاه-10
  باشد؟  مجدداً  يك كارت آن مي،  آيا اجتماع دو كارت يك منيفلد-11
  .مرتبط بودن بين كارتهاي يك منيفلد، رابطه هم ارزي نيست-C∞ ثابت كنيد رابطه-12
با توجه به  . دايره واحد باشد1S فرض كنيد-13

NSشكل مقابل ضابطه نگاشتهاي  ππ  را ,
  .بنويسيد

),( 1o=Nو ),( 1−= oS  
  سپس نشان دهيد اين دو كارت تشكيل يك 

  .دهند  مي1S برايC∞اطلس 
  

)(PSπ  

)(PNπ

Sl  

Nl  

P  

N  

S  
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,,)( فرض كنيد-14 RIPIUUU 221 ⊆o بازهاي استاندارد باشند و نگاشتهاي زير داده شده باشند:  

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

→

),(]),,([

:

zy
x

zyx
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1
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   و
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1
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⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

→

),(]),,([

:

yx
z

zyx

RIU
1

2

2
22

φ

φ
  

}نشان دهيد)  الف  }21,,|),( o=iUiiφيك اطلس ∞Cبراي )( RIPI   .تشكيل ميدهد 2

مطلوبست تعيين علامت )   ب 
),(

)(
yx∂

∂ −1
2φφ oo 2 رويUU ∩o.  

مت مطلوبست تعيين علا)   ج 
),(

)(
yx∂

∂ −1
21 φφ o 21 روي UU ∩.   

222 ثابت كنيد استوانه قائم نامتناهي با ارائه يك اطلس،-15 aYX عدي ب-2 يك منيفلد +=
   .است

 فرض كنيد-16
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈= NIn

n
M  يك منيفلد صفر RI،Mنشان دهيد با توپولوژي القائي از. 1|

  . منيفلد نيستo∪M}{بعدي است وليكن

}فرض كنيد -17 }o=⋅∈= yxRIyxM  يك 2RIز با توپولوژي القائي اMآيا.  باشد),(2

  باشد؟ منيفلد مي
nmفرض كنيد  -18 )( و≥ RIMR nmm نشان .  باشدmهاي از رتبه  مجموعه ماتريس⊃×

  .عد آنرا تعيين كنيد يك منيفلد است و سپس بmR دهيد
nm تمرين قبل را با فرض -19   . ثابت كنيدnR براي ≤
  .عدي استبn−پذير يك منيفلد ديفرانسيل، عديبn− ثابت كنيد هر فضاي برداري-20
),( ثابت كنيد-21 RInGLدباش پذير مي  منيفلد ديفرانسيل يك.  
باشد  باز مييعني هر نقطه آن داراي يك همسايگي  . ( موضعاً فشرده است، ثابت كنيد هر منيفلدي-22

   ).كه بستار آن فشرده است
  . موضعاً همبند است، ثابت كنيد هر منيفلدي-23
  .باشد  همبند، همبند راهي نيز ميپذيرِ  ثابت كنيد هر منيفلد ديفرانسيل-24

MUC هرگاه-25 ⊆⊆،Uو بازCكنيد يك تابع  ثابتند،باش فشرده∞Cمانند  
],[: 1o⎯→⎯Mf 1 چنان موجود است كه≡Cf و o≡−UMf.   



                  مسايل حل شده                                                                                     فصل هشتم 
_________________________________________________ 

 

 78

ثابت كنيد تابع حقيقي و همواري  . باشدM از منيفلدp  يك همسايگي باز نقطهW فرض كنيد-26
 W برابر يك باشد و در خارجW درp چنان موجود است كه در يك  همسايگيf مانندMروي

  .)  به دو طريق اثبات نماييد25 يا 3با استفاده از مساله  . (برابر صفر باشد
 لزوماً به ،  باز از يك منيفلد زيرمجموعه روي يكC∞يان دهيد تابعبا ارائه يك مثال نش)  الف-27

  . كل آن منيفلد قابل گسترش نيست
توان به كل آن منيفلد   روي يك زيرمجموعه بسته از يك منيفلد را ميC∞نشان دهيد هر تابع) ب

  .گسترش داد
NMf نشان دهيد اگر-28   . آنگاه پيوسته است، پذير باشد  مشتق:⎯→⎯
WV هرگاه-29 WVf دو فضاي برداري و,  يك f آيا لزوماً، يك تبديل خطي باشد:⎯→⎯

  ها است؟  منيفلدC∞نگاشت

NMf اگر-30 MUپذير و ديفرانسيل :⎯→⎯  نيز Ufثابت كنيد. دن باز باش⊇
  .پذير است ديفرانسيل

NMf و، n و mعد  دو منيفلد به ترتيب از بN وM فرض كنيد-31  نگاشت  يك:⎯→⎯
پذير است اگر و تنها اگر به ازاي هر تابع  نگاشتي ديفرانسيلfثابت كنيد. دنباش

RINgپذير ديفرانسيل fg تابع:⎯→⎯ oپذير باشد  نيز ديفرانسيل.  
VU يك فضاي برداري وV فرض كنيد-32 ثابت كنيد . دن باش∋Up يك زيرمجموعه باز آن و⊇
VUTp ≅.   
xv و∋C،Mx∞يك منيفلد M فرض كنيد-33 T M∈ ثابت كنيد خم . باشند

MC⎯⎯→⎯−
∞

),(: εεαچنان موجود است كه :( ) , ( )x vα α′= =o o.  
),(جائي  حلقه جابهايدال زير از.  باشند∋Mp يك منيفلد وM فرض كنيد-34 RIMC∞ را 

  : درنظر بگيريد
{ }o=∈= ∞∞ )(|),()( pfRIMCfMC p  

RIMClاگر p ⎯→⎯∞ pMCgf يك نگاشت خطي باشد بطوريكه به ازاي هر:)( )(, ∞∈ 
⋅=oداشته باشيم )( gfl،  در اينصورت نشان دهيدlداراي يك توسيع يكتا به يك اشتقاق در p 

  .باشد مي
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pMCفضائي از  زيرW در مساله قبل فرض كنيد-35 ي به يها   باشد كه توسط تمام حاصلضرب∞)(

gfفرم ,كه ⋅ ( ) pf g C M∞∈نشان دهيد فضاي برداري اشتقاقهاي در. توليد شده باشد p ،

,(يكريخت با فضاي برداري
)(

( RI
W
MC

Hom p
RI

∞

  . است

  . همبند باشدTM همبند است اگر و فقط اگرM ثابت كنيد منيفلد-36
NMf فرض كنيد-37  دراينصورت نشان دهيد ، باشدrCيك نگاشت :⎯→⎯

TNTMfنگاشت ⎯→⎯∗   . استrC−1 يك نگاشت:

 فرض كنيد -38
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ×⎯→⎯

))(,)((
:

xfxfx
NNMf

21

21

a
اي هر نشان دهيد به از.  باشدC∞ يك نگاشت

MTv x∈داريم ))(),(()( vfvfvf
xxx ∗∗∗ = 21.  

NM فرض كنيد-39 TNTMNMT نشان دهيد، دو  منيفلد باشند, ×≅× )(.   
22نگاشت-40 RIRI ⎯→⎯:ϕرابا ضابطه),(),( yxeyexyx yy λϕ  كه در آن =++
RI∈λمطلوبست.  بگيريدباشد، در نظر  مي:  

  . ديفئومورفيسم باشدϕ بطوريكه λمقاديري از) الف
  . ديفئومورفيسم و حافظ جهت باشدϕ بطوريكه λمقاديري از) ب

پذير باشد و چه نباشد   جهتMثابت كنيد چه.  باشدC∞ يك منيفلدM فرض كنيد-41
  .پذير است  همواره جهتTMمنيفلد

NM ثابت كنيد منيفلد-42   .پذير باشند   هردو جهتN وMپذير است اگر وفقط اگر  جهت×

NMfاگر)  الف-43 C⎯⎯→⎯
∞

 دراينصورت ،پذير باشد  منيفلدي جهتM يك ديفئومورفيسم و:
   .پذير خواهد بود  نيز جهتNثابت كنيد

)( چنان موجود است بطوريكهMآيا منيفلد) ب RIPITM n≅كه در آن ،)( RIPI n فضاي 
  .عدي استبn−تصويري حقيقي 

],[×RI روي -44 1oگيريم كه  را چنان در نظر مي~ارزي  رابطه هم),( toو ),( t−1ارز   هم

~دهيم  قرار مي. باشند
],[ 1o=M .Mنشان دهيد. ناميم  را نوار موبيوس مي:  

  .عدي است ب-2 يك منيفلد M) الف
  .پذير نيست  منيفلد جهتM) ب
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mRIMTMناميم هرگاه پذير مي را توازي Mعديبm- منيفلد-45   : نشان دهيد .≅×
  .پذير است  نيز توازيTMآنگاه، پذير باشد  توازيMاگر) الف   
  .پذير است پذير، خود توازي حاصلضرب دو منيفلد توازي) ب   
   .پذير است  توازي1S ثابت كنيد-46
   پذير است؟ ازيعدي تودر حالت كلي هر منيفلد يك ب  آيا-47
سپس نشان دهيد عكس . باشد پذير نيز مي پذيري يك منيفلد جهت  ثابت كنيد هر منيفلد توازي-48

  .اين حكم  برقرار نيست
MMg فرض كنيد-49 NMf يك ديفئومورفيسم و:⎯→⎯  C∞ يك نگاشت:⎯→⎯

  : نشان دهيد.باشند
))()(())(( pgfRankpgfRankMp =∈∀ o  

mCn فرض كنيد-50 RIRIf ⎯⎯→⎯
∞

باشد و   يك منيفلد هموار ميfنشان دهيد نمودار.  باشد:
عد آنرا نيز تعيين كنيدب.  

  پذير است؟  خود جهت،پذير  آيا زيرمنيفلد يك منيفلد جهت-51
3× مجموعه ماتريسهاي متعامد3O)( فرض كنيد-52  زيرفضاي  يك را به عنوان3O)(.  باشد3

69 در نظر بگيريد و تابع 9RIتوپولوژي از RIRIf C⎯⎯→⎯
∞

 را چنان :
)()(بيابيدكه o13 −= fO 3)( باشد و از آن نتيجه بگيريدO 3 يك منيفلد-عدي و فشرده استب.  

AAT   وAtde)(=1  باشد كهA مانند ×22 مجموعه تمام ماتريسهايMض كنيد فر-53 ⋅ 
  .عد آنرا تعيين كنيدسپس ب و  منيفلد استيكMنشان دهيد. قطري باشند

  : فرض كنيد-54

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

))(,)(,,(
:

atnSiatCostSinCostt
RIRIc

a

4

  

)(و RIcM  4RI يك زيرمنيفلد M،  يك عدد گنگ باشدaنشان دهيد هرگاه .  باشد=
  .باشد نمي

NMf،د همبع  دو منيفلد فشردهN وM فرض كنيد-55 C⎯→⎯
∞

 يك نقطه ∋Mfq)( و:
  :در اينصورت نشان دهيد. عادي باشند

qf)(روي Mتوپولوژي القائي از)  الف      .توپولوژي گسسته است −1
qf)()  ب         . متناهي است−1
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2 مانندC∞توان نگاشتي  نشان دهيد نمي-56
2 SRIPIf  يافت بطوريكه به ازاي يك :)(⎯→⎯

cf)( از آنcمقدار عادي )( با ديفئومورف −1 RIPI   . شود1
)( ماتريس-57 RIMA nn×∈ ناميم هرگاه مي را عاديo≠+ )( AItdeفرض كنيد حال .  باشد
)( RIMN nn×⊂ثابت كنيد. ماتريسهاي عادي باشد تمام جموعه م :  

  .عدي استب2n-يك منيفلد N)الف   
NNهرگاه) ب    ⎯→⎯:σ1 با ضابطه−+⋅−= )()()( AIAIAσتعريف  

NA يعني .ف استتعري  خوشσدهيد نشان ، گردد   ∈)(σباشد  مي.) )(Aσ 
  .) نامند  ميAرا تصوير كيلي  

)(يعني  به ازاي هر  . بازگشتي استσ)ج    RIMA nn×∈ ،AA =)(σσ o .  
  .فلدهاست يك ديفئومورفيسم منيσ)د    
  .σ و محاسبه رتبهσ∗مطلوب است ضابطه ) ه   
nON)()و        . يك منيفلد است∩

)( فرض كنيد-58 RIMM nn×⊂با توجه به مسئله قبلي  .هاي پادمتقارن باشد مجموعه ماتريس
  :ثابت كنيد

يك منيفلد  M)الف   
2

1)( −nn- عدي استب.  

MN)ب      . يك منيفلد است∩

NMgو  دو منيفلد باشندN وM فرض كنيد-59 C⎯⎯→⎯
∞

نشان .  داراي رتبه ثابت باشد:
`)(،∋Mgc)(دهيد به ازاي هر cg   :باشد و بعلاوه  ميMيك زيرمنيفلد  −1

)())(()(
x

grkecgTcgx x ∗
−− =∈∀ 11  

  .بيابيد  درهر يك ازحالات زيرفضاي مماس در نقطه داده شده را-60
}) الف       }12223 =++∈= zyxRIzyxM ),,( و),,(| 1oo=p  
}) ب       }13 =++∈= zyxRIzyxM ),,( و),,(| 1oo=p  

}رض كنيد  ف-61 }11 22224 =+=+∈= tzyxRItzyxM   . باشد),,,(|,
  . است4RIعدي ازب-2 يك زير منيفلد Mثابت كنيد) الف     

  .آن بيابيد  را در يك نقطه دلخواه ازMفضاي مماس بر) ب       
  .پذير است  توازيMنشان دهيد)  ج      

),( فرض كنيد-62 RInGLg )),(()(نشان دهيد.  باشد∋ RIMRInGLT nng ×≅ .  
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هاي  مجموعه.  زيرمنيفلد هستند،هاي تراز زير تعيين كنيد كدام مجموعه براي هر يك از نگاشتهاي -63
  .توانيد شناسايي كنيد تراز را تا آنجا كه مي

RIRIf) الف ⎯→⎯2:،  xyyxyxf 333 −+=),(.   
RIRIf) ب ⎯→⎯3:،  14 2222 −+−+= zyxzyxf )(),,(.  

RIRIf) ج ⎯→⎯3:،  
4

1
14 22222 −+−−= zyxxzyxf ])([),,(.  

NMf فرض كنيد-64 C⎯⎯→⎯
∞

.  يك نگاشت باز استfنشان دهيد . يك سوبمرسيون باشد:
   . مجدداً باز استfيعني تصوير هر بازي تحت نگاشت

NMf فرض كنيد-65 C⎯⎯→⎯
∞

PNgو  يك سوبمرسيونِ پوشا: د ن نگاشتي باش:⎯→⎯
PMfgكه ⎯→⎯:oنگاشتي ∞C نشان دهيد. باشدgنيز ∞Cاست .   
PNM اگر در-66 gf ⎯→⎯⎯→⎯،fپيوسته ،gايمرسيون و fg oنگاشت ∞Cباشند ، 

   . خواهد بودC∞ نيزfدراينصورت نشان دهيد
     مجدداً  يك ايمرسيون است؟، آيا تركيب دو ايمرسيون-67
   مجدداً  يك سوبمرسيون است؟، تركيب دو سوبمرسيون آيا -68
  )به دو روش. ( وجود نداردRI به1S نشان دهيد هيچ ايمرسيوني از -69
 3RIلاين يك زيرمنيفلد ايمرسهاگرچه بطري كِ(  نشاند؟3RIتوان در لاين را مي آيا بطري كِ-70
  ).باشد مي
NId به ازاي يكdRI نشان دهيد هر منيفلد فشرده با يك زيرمنيفلد-71   . ديفئومورف است∋
ناميم اگر تصوير وارون هر مجموعه  ره مي يك نگاشت پيوسته ميان دو فضاي توپولوژيك را سِ-72

  .ره نباشد مثال بزنيد كه س1Cِ)نشاننده (مبدينگاِ.  فشرده باشد،فشرده
NMf وrC دو منيفلدN وMفرض كنيد-73  در اين صورت .دنباش  rC يك نگاشت:⎯→⎯

),)((نشان دهيد xfxx aِمبدينگ است يك ا.  
  همچنين. دن عضو خنثي در آن باشe و يكگروه توپولوژيك  G فرض كنيد -74

{ } GGGggg ×⊆∈=∆ ),(  
  . بسته باشد×GG در∆ هاسدورف است اگر و تنها اگرGنشان دهيد.  باشد×GGقطر
} هاسدورف است اگر و فقط اگرGنشان دهيد.  يك گروه توپولوژيك باشدG فرض كنيد-75 }e 
  .باشد  عضو خنثي ميe بسته باشد كه در آنGدر
  .كند  را توليد ميG نشان دهيد هر همسايگي عضوخنثي،G همبند در گروه ليِ-76
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  . خود يك زيرگروه است،گروه توپولوژيك زيرگروه از يك  ثابت كنيد بستارهر-77
]آنگاه زيرگروه جابجاگر ، همبند باشدG نشان دهيد اگر گروه توپولوژيك-78 ]GG  نيز همبند ,

  .است
  . فشرده نيستnSL)( ثابت كنيد-79
 3Sسپس نشان دهيد. يكريخت است 3S به عنوان يك منيفلد حقيقي با2SU)( ثابت كنيد-80
  .ي بپذيرد و جبر لي آن را محاسبه كنيدتواند ساختار گروه ل مي
}: يادآوري(  }1==⋅∈= ∗

× )det(,|)()( AIAACIMAnSU nn(   
),,,( فضاي هاميلتوني عبارتست از-81 kjiSpanHI RI    كه در آن=1

1222 −=== kji  
ikjjk =−=  

kjiij =−=  
jikki =−=.  

}گروه هاميلتوني عبارتست از }),,,( oooo−=∗ HIHI.3 با در نظر گرفتنS به عنوان اعضاي 
  . گروه لي است و جبر لي آن را محاسبه كنيد3Sيكاني گروه هميلتوني، نشان دهيد

11 ثابت كنيد-82 SU  سپس جبر لي آنرا . گروه  لي بپذيرد ميتواند ساختار 1S و نتيجه بگيريد)(≅
  .محاسبه كنيد

  .تواند ساختار گروه لي بپذيرد  ميn=,31 فقط به ازاي nSدهيد  نشان-83
}هرگاه -84 }13 33 ==⋅∈= × )(,|)()( AtdeIAARIMASO tنشان دهيد در ، باشد 

  :اينصورت
)()( RIPISO 33 ≅   

  .باشد  ميnO)( مؤلفه همبندي عضو خنثي درnSO)( ثابت كنيد-85
  . پذير است  يك منيفلد ديفرانسيلnO)(ثابت كنيد) الف -86

2نشان دهيد) ب

1)(

)(),(
+

×≅
nn

RInORInGLعد سپس ب)(nOرا حساب كنيد .  

)( فرض كنيد-87 RIM
I

I
J nn 22 ×∈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
o

o
)(باشد كه در آن   RIMI nn×∈  ماتريس

  دهيم حال قرار مي. است يهمان

{ }( , ) ( ) | T
n nSp n IR A M IR A J A J×= ∈ ⋅ ⋅ =2 2  

)نشان دهيد) الف , )Sp n IRزيرگروه لي )( nGL   .باشد  مي2
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)جبرلي) ب , )Sp n IRرا معين كنيدآنعد را بدست آوريد، سپس ب .  
)اعضاي: تذكر ( , )Sp n IR  را ماتريسهاي)Symplectic (نامند مي (.  
:),( يكي گرفته شود و1U)( به عنوان گروه لي با1S هرگاه-88 +⎯→⎯ RIS1φ يك 

  . همومورفيسم صفر استφدر اينصورت نشان دهيد كه. همومورفيسم گروههاي لي باشد
  .)  ملاحظه گردد48تمرين . (پذير است روه لي جهت ثابت كنيد هرگ-89
)( فرض كنيد-90 RIMI nn×∈مطلوبست، ماتريس هماني باشد :  

  .I درnO)(فضاي مماس بر)       الف
  .I درnSL)(فضاي مماس بر)       ب 

Myx بطور ترايا عمل كند وM روي منيفلدG هرگاه گروه-91  نشان دهيد گروههاي ، باشند,∋
yx يعني,yxپاياگر GG   . با يكديگر مزدوجند,

)( ثابت كنيد-92 RIPI nبه ازاي هر NIn∈  در واقع ثابت كنيد .باشد ك منيفلد همگن ميي:  

)(
)()(

nO
nSORIPI n

1+
≅  

MU كامل وMروي منيفلد X اگر ميدان برداري-93  X تحديدUX آيا  لزوماًند، باز باش⊃
  يز كامل است؟ ن،Uبه

MCf)( كامل وM روي منيفلدX اگر ميدان برداري-94 Xf آيا لزوماًند، باش∋∞  نيز ⋅
   كامل است؟Mروي

 هرگاه-95
y

xY
x

yX
∂
∂

=
∂
∂

=
2

2

 باشند و تعريف 2RIدو ميدان برداري روي ,

],[كنيم YXZ   : عبارتست از Z در اينصورت نشان دهيد شار موضعي،=

( , ) ( , ( , )) ( , ( ) )x yx y IR t x y tx
xt

φ∀ ∈ = +
+

2 22
2

2 4
  

  . كامل نيستZ سپس نتيجه بگيريد ميدان برداري
 ميدان mاگر پذيراست اگروفقط توازي Mعديبm- ثابت كنيد منيفلد-96

mXXXبرداري ,,, L21 رويM هرنقطه چنان يافت شوند كه درMp∈، 
),(),(,)(بردارهاي pXpXpX mL21 در )(MTPمستقل خطي باشند .  

nS روينشان دهيد هر ميدان برداري)  الف-97 nS حداقل در يك نقطه از2   .شود  صفر مي2
nSثابت كنيد)       ب   .پذير نيست  توازي،∋NIn به ازاي2
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} سه ميدان برداري زير را روي -98 }o−4RIدر نظر بگيريد :  
433421121 ∂−∂+∂+∂−= xxxxX  
413223142 ∂+∂−∂+∂−= xxxxX 

423124133 ∂+∂+∂−∂−= xxxxX  

),,,(كه درآن 4321 xxxx4 روي دكارتي مختصاتRIو 
i

i x∂
∂

  .باشند  مي∂=

),,(نشان دهيد) الف 321=iX i3هاي برداري همه جا ناصفر روي  ميدانSكنند  تعريف مي.  
}،∋3Spهيد به ازاي هرنشان د) ب })(),(),( pXpXpX  در 3S مماس برييبردارها 321

)(تشكيل يك پايه براي باشند و  ميpنقطه 3STpدهند  مي.  

333نتيجه بگيريد) ج RISST   .تپذير اس  توازي3S يعني،)(≅×
  . را بيابيد1Xهاي انتگرال  خم) د

نشان دهيد )ه
42134321

3

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
→

xxxxxxxxf
RISf

),,,(
  . ثابت است1X هاي انتگرال   در طول خم:

هاي  به ترتيب ميدان 3Xو  1X ،2X هاي برداري  نشان دهيد ميدان81با توجه به مساله  )و
  .باشند  ميk و i ،jبرداري راست پاياي توليد شده توسط 

RIRIf فرض كنيد-99 22ي  با ضابطه:2⎯→⎯ yxyxf همچنين فرض .  باشد),(=−
  كنيد

2RIRInnn ⎯→⎯:,, γβα  
ffgradي انتگرالها خم   :ط زير باشنديبا شرا )(=∇

),()(,),()(,),()(
22

1
1

11
1

1

nnnn
nnn === ooo γβα  

      :در اينصورت مطلوبست
γβαهاي صريح ضابطه) الف    ,,.  
tmli)() ب    nn α∞→، )(tmli nn β∞→و )(tmli nn γ∞→  

   فرض كنيد-100

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

),(),(

:
21

21

22

θθθθ

ϕ
ii ee

TRI

a
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 روي ϕ يك ميدان برداري نسبت به Yتحت چه شرطي.  باشد2RI يك ميدان برداري رويYو
2T2كند؟ نتيجه بگيريد  القا ميTپذير است  يك منيفلد توازي.  

رض كنيد  ف-101
y

yx
x

yxX
∂
∂

−+
∂
∂

+= .  باشد2RI يك ميدان برداري روي)()(

  :دراينصورت
  . را بيابيدXهاي انتگرال خم) الف
)(),(با شرط  راγ مانندXخم انتگرالي از) ب 22oo =γاي را بيابيد  سپس بزرگترين بازه.  بيابيد
  . روي آن تعريف شده باشدγكه
   يك ميدان برداري كامل است؟Xآيا) ج

 به صورت مقابلRIروي φ اگر شار موضعي-102
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=
⎯⎯→⎯×
∞

)()(),(
:

xhtgxt
RIRIRI C

φ
φ باشد كه در آن 

RIRIhg C⎯⎯→⎯
∞

 را φ سپس ميدان برداري مولد. را تعيين كنيد,hgاينصورتدر. باشند  مي,:
  .بيابيد

RIRIRIf اگر-103 C⎯⎯→⎯×
∞

تواند يك   ميfآيا، نسبت به مؤلفه اولش خطي باشد :
   باشد؟RIشارموضعي روي

   :كنيم تعريف ميزير  به صورتTM را رويLميدان برداري. باشد  يك منيفلدM فرض كنيد-104
                                  ),()()( vvvLMTv x =∈∀  

  . را بيابيد و نشان دهيد آن يك ميدان برداري كامل استLشار موضعي 
}نيد  فرض ك-105 }1222 <+∈= yxRIyxM   نشان دهيد كه.  باشد),(|

))(,()),(,( 11 −++= xtyxyxtφ  
  .سپس ميدان برداري مولد آنرا بيابيد.  استM يك شار موضعي روي

 هرگاه -106
y

x
x

yX
∂
∂

+
∂
∂

} و2RI يك ميدان برداري روي=− }tφگروه تك پارامتري آن  

 و همچنين ندباش
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

→
22

2

yxyxf

RIRIf

),(

:
   با استفاده از تساوي،  

t
yxfyxf

mliyxfX t

t

),()),((
),(

−
=⋅

→

ϕ

o

  

fX نگاشت   .را بيابيد ⋅
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  . نشان دهيد جمع و كروشه لي دو ميدان برداري كامل، لزوماً  كامل نيست-107
ni بطوريكه به ازاي هر، باشدnRI يك ميدان برداري رويXفرض كنيد -108 ,,,, L321= 

=oداشته باشيم
∂
∂ ],[

ix
X.نشان دهيد Xبا ضرائب ثابت است .  

} فرض كنيد-109 }o−= 2RIMنشان دهيد در اينصورت نگاشت.  باشد  
)),(()),(,( terert tt +−+= −− θθφ 1  

),(توجه كنيد كه. ( سپس ميدان برداري مولد آنرا بيابيد. استMيك شارموضعي روي θr 
  .) باشد  مي2RIمختصات قطبي روي

ZYX سه ميدان برداري مانند-110   : زير صدق كنندروابط چنان بيابيد كه در 3RI روي,,
ooo ≠== ],[,],[,],[ ZYZXYX  

2RIM  فرض كنيد-111    و=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈∀∈
∂
∂

+
∂
∂

= ooo )(,,)( )(nfNInRIba
y

xfb
x

aA  

AYXنشان دهيد دراينصورت به ازاي هر. ندباش AYX داريم,∋ ∈],[.  
)(≠Mp∈ ،o چنان باشد كه درM يك ميدان برداري روي منيفلدXفرض كنيد -112 pX. 

)نشان دهيد يك دستگاه مختصات  , )x Uحول p چنان موجود است كه در آن 
1x

X
∂

∂
  . باشد=

,)( هرگاه-113 MCgf MU باشد و روي يك بازM يك اشتقاق رويD و∋∞  f توابع⊇
)( با يكديگر برابر باشند، ثابت كنيد توابعgو fDو )(gDنيز روي Uبا يكديگر برابرند .  

MX)( ميدان برداري محمل يك-114 χ∈كنيم  را بصورت زير تعريف مي:  
})({: o≠∈= pXMpXSupp  

  . آنگاه ميدان برداري كامل است،ثابت كنيد هرگاه محمل يك ميدان برداري فشرده باشد
),( وnRI يك زيرمجموعه بازXهرگاه)  الف-115 RIXC oمجموعه تمام توابع پيوسته از Xبه  

RI،باشد RIRIXCD ⎯→⎯),(: oرا يك اشتقاق در Xp∈ناميم هرگاه  مي:  
1(D،RI−خطي باشد.  
2(Dيعني .  لايپنيتزي باشد   

, ( , ) ( ) ( ). ( ) ( ). ( )f g C X IR D fg D f g p f p D g∀ ∈ = +o  
  . خواهد بودo=Dنشان دهيد در اين حالت 
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),(آيا حكم قسمت الف براي) ب RIXC1؟ نيز برقرار است  
),( نشان دهيد دلتاي كرونكر يك تانسور از نوع -116   .كند  تعريف مي11
),,(=o فرض كنيد-117 321 xxxf3اي در  معادله رويهRIنشان دهيد كه حاصلضرب .  باشد

،fهاي گراديان مؤلفه
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

321 ,,,, kji
x
f

x
f

x
f

kji
),( يك تانسور از نوع 3o  تعريف

  .بات كنيد بيان و اثnRIسپس حكم را براي . كند مي
βα براي دو فرم ديفرانسيل-118 ],[،M روي منيفلد, βαكنيم  را بصورت زير تعريف مي  

αββαβα ∧−∧=],[  
γβαنشان دهيد براي فرمهاي ديفرانسيل  ]],[,[=o داريم M روي ,, γβα.  

))(( فرض كنيد-119 dzdydxdzdydxzyx ∧+∧+∧++= 333αفرم-2  يك 

 و3RI رويديفرانسيل
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

⎯→⎯

),,(),(

:
22

32

tststsf

RIRIf مطلوبست. باشند)(α∗f.  

120- 
y

xy
x

yX
∂
∂

+
∂
∂

= 2 ،
y

x
x

yxY
∂
∂

+
∂
∂

+= xdydx و)( +−=α را  

  :طلوبستم.  در نظر بگيريد2RIروي
],[)الف    YX  
   αXL)()ب   
)()ج    αdLY  

اي  هوِ نسبت به عمل ضرب گMُ نشان دهيد فضاي فرمهاي ديفرانسيل بسته روي منيفلد-121
  .اشدب  يك ايدال آن مي، رانسيل كاملفدهد كه زيرفضاي فرمهاي دي تشكيل يك حلقه مي

),()),,(),,(),(( فرض كنيد-122 21212121 uuZuuYuuXuux معادله پارامتري يك رويه  =
 : در نظر بگيريد3RIفرمي دلخواه زير را روي-2 حال . باشد3RIدر

21
3

13
2

32
1 dxdxfdxdxfdxdxf ∧+∧+∧=ω  

∑و قرار دهيد
= ∂

∂
=

3

1i i
i x

fV. نشان دهيد:   

21
21

21 dudu
u

x
u

xuuxVx ∧>
∂
∂

×
∂
∂

=< ∗∗
∗ ))()(()),,(()(ω  
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32جزئيت نگاشت -123 RIS  2Sp∈،2STpدهيم و براي  نمايش ميj را به⎯→⎯

)(و 2STj pp∗2براي نشان دهيد در اين صورت . گيريم  را يكي ميSzyxp ∈= ),,(،   

)()()()()()()( p
z

yxp
y

xzp
x

zypX
∂
∂

−+
∂
∂

−+
∂
∂

−=  

  . كند تعريف مي 2Sداري هموار روييك ميدان بر
)(اگر 32 RIdzdyx Α∈∧=α و)( 33 RIdzdydx Α∈∧∧=β هر يك  ، باشند
  . را محاسبه كنيدβ∗jLX وα∗jLXاز

ت كنيد هر عنصر حجم ناورداي چپ ثاب.  يك گروه لي فشرده و همبند استGفرض كنيد -124
  .مي باشد ناورداي راست نيز ، Gروي 

dy تانسور-)1,1 (-125
x

xCoshdx
yxCosh

J ⊗
∂
∂

+⊗
∂
∂

=
  .در نظر بگيريد 2RI را روي1

}هرگاه }XJXMXD =∈= ,)(χ 2باشد، به ازايRIp∈دهيم  قرار مي  
{ }DXpXSpanDp ∈= ,)(:  

}اگر) الف })(,),( xfyRIyxN =∈=    بطوريكهf باشد،  مطلوبست تعيين 2
qq DNTNq =∈∀  

)N را يك منيفلد انتگرال Dنامند   مي.(  
DXمطلوبست) ب   .o=JLX بطوريكه ∋

12 يك w فرض كنيد-126 +− kفرمي روي منيفلدM  وRIMf  تابعي ناصفر :⎯→⎯
  باشد،

)(=oبطوريكه wfd . نشان دهيدo=∧ dww.  
MAn)(اگر.  استωپذير با عنصر حجم  يك منيفلد هموار و جهتnM فرض كنيد-127 1−∈α 
MX)( ثابت كنيد،باشد χ∈ كه بطوري وجود داردαω =Xi.   
  ) استC∞يفلد  يك منM:  ( نشان دهيد احكام زير برقرارند-128

MZ)(اگر) الف    r∈ωو )(MZ s∈ψآنگاه ، باشند )(MZ sr+∈∧ψω.  
MZ)(اگر) ب r∈ωو )(MBs∈ψآنگاه ، باشند )(MB sr+∈∧ψω.  
MB)( آنگاه ،ند باشMBs∈ψ)( وMBr∈ω)(اگر ) ج sr+∈∧ψω.  
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  پذير هاي ديفرانسيل فرم-1 ثابت كنيد -129
kωω ,,K1  

oKاند اگروتنهااگر  ، مستقل خطيMبعدي−nروي منيفلدهاي ≠∧∧ kωω1.  
kωω فرض كنيد-130 ,,K1 ،1-پذير و مستقل خطي روي منيفلد  هاي ديفرانسيل فرم

n−عديبMپذير ثابت كنيد فرم ديفرانسيل.  باشندθال توليد شده  ، متعلق به ايد
kωωتوسط ,,K1است، اگروتنهااگر oK =∧∧∧ kωωθ 1   .  

 


