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  داريم)  الف-63
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RImdiRImdi چون   .تواند ايمرسيون باشد نمي fپس 2<
است كه در   نقاطي،در آنها سوبمرسيون است fنقاطي كه. كنيم را بررسي مي fحال سوبمرسيون بودن

تواند سوبمرسيون  كنند، نمي در نقاطي كه در معادله زير صدق مي fباشد يعني 1 برابر Dfrankآنها
  :باشد

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

=⇒=
=⇒=

⇒=⇒
=
=⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−

1133

33 4
2

2

2

2

yx
yx

xx
xy
yx

xy
yx oo

o

o  

  
oooاما =),(f111 و −=),(f .هاي تراز به جز احتمالا در نتيجه تمام مجموعه)( 11 −−f 
  .هستند 2RIبنا به قضيه رتبه، زيرمنيفلد  o1−f)(و
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  :تواند يك سوبمرسيون باشد  نمي fكنند  زير صدق ميلاتدر نقاطي كه در معاد
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}مجموعه جواب دستگاه فوق عبارتست از } A∪),,( ooo كه در آن { }422 =+= yxyxA ),,( o 
),,(=15  حال ooof و به ازاي هرAyx ∈),,( o 1 داريم−=),,( oyxf .هاي پس تمام مجموعه 

)( وf−151)(تراز به جز احتمالاً 11 −−f3زيرمنيفلد  ،  بنا به قضيه رتبهRI هستند.  
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  :داريم ) ج
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f كنند يك سوبمرسيون باشد  زير صدق ميتعادلاتواند در نقاطي كه در م نمي:  
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}),,(,),,({مجموعه جواب دستگاه فوق عبارتست از ooooo
2

2
±∪A كه در آن   

{ }222 14 yxxyxA =−= )(),,( o  

 حال
4

1
=),,( ooof، 

4

3

2

2
=± ),,( oof و به ازاي هر Ayx ∈),,( o داريم:  

4

1
−=),,( oyxf  

)(هاي تراز به جز احتمالا در نتيجه تمام مجموعه
4

11 −−f،)(
4

31−fو )(
4

11−f بنا به قضيه رتبه، 

  .هستند زيرمنيفلد
  

nm اگر-64 NMf  وجود دارند ∋Mx يك سوبمرسيون باشد در اين صورت به ازاي هر:⎯→⎯
),(هاي كارت UXحول xو ),( VYحول )(xfبطوريكه :  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⊆⎯→⎯⊆∩

+

−−

),,(),,,,,(

)())((:
nmnn

nm

yyyyyy

RIVYRIVfUXXfY

KaKK

oo

111

11

  

XfY−1بنابراين oo مانند تصويرگر روي nچون .  و تصويرگرها باز هستندمولفه اول استXY , 
  . نيز يك نگاشت باز استfشود كه  باشند نتيجه مي ديفئومورفيسم مي
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nmكنـيم   فرض مـي   : روش دوم  NMf . باشـد  M بـازي از   U يـك سوبمرسـيون باشـد و       :⎯→⎯

 چنـان باشـد     ∋Up و   ∋Ufq)(كنيم  فرض مي .  باز است  N در Uf)(خواهيم نشان دهيم كه     مي
qpfكه    ـ  . )(= رش موضـعي  حـال بMVg گيـريم    چنـان در نظـر مـي       را   q حـول  f از   :⎯→⎯
pqgكه Ug)( پيوسته است بنابراين   gچون  . )(= )()( باز است از طرف ديگـر      −1 Ugpf 1−∈ .

)( حـــولfرش از يـــك بـــgزيـــرا pfq Ugq)(باشـــد بنـــابراين   مـــي=  و همچنـــين =−1
)()( UfUg UffU)( زيرا از1−⊇ o1−⊆گردد كه  نتيجه مي:  

)()()()( UfUfIdUffgUg ==⊆ −−− ooo 111  
  

 و N درxf)( ازxfU)( همسايگي∋Mx ابتدا نشان مي دهيم كه به ازاي هر -65

C،MUs∞نگاشت xf Usf  چنان وجود دارند كه:)(⎯→⎯ 1=o.  بعلاوهxxfs =))(( .
)اي به از،با فرض اينكه مطلب فوق نشان داده شده است  )هاي موضعي رشبNy∈چون f پوشاست 

yxf بطوريكه∋Mxوجود دارد   و N درy از yU و بنا بر مطلب فوق همسايگي)(=

C،MUs∞نگاشت y كهبطوري موجود است :⎯→⎯
yUsf 1=o .حال چون تركيب دو تابع∞C 

PUsfggg است بنابراينC∞مجداً
yy UU ⎯→⎯== :ooo1،∞Cحال چون.  استg 

  . استC∞ نيزgگردد كه  است با استفاده از قضيه افراز يكاني نتيجه ميC∞بطور موضعي
  

),(هاي كارت : هاي موضعي رشباثبات وجود  UXو ),( VYرا حول xو  )(xfگيريم  در نظر مي 
  : بطوريكه

),,,,,(),,,,( oKoKKKKoo nmnn bbbbbbXfY 1111 =+−             
knRIbaxXحال اگر +∈= ),()( ooگيريم را در نظر مي زير نگاشت.  باشد:  
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1 رش ازكه بوضوح يك ب−= XfYF oo زيرا از. استabaF شود  مي نتيجه ),(=
cbcFcgFكه == ),()()~( oo و لذا YFXg oo1−= رش موضعي ازيك ب f خواهد بود.  
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),(,),(,),( باشد و ∋Mpكنيم  فرض مي-66 UXVYWZهايي حول   به ترتيب كارت
ppfpfg ,)(,)(oاشيم باشند بطوريكه بنا به قضيه رتبه داشته ب:  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
  
  

  
  

=−1 بنابراين،  پيوسته استfونچ XfYF ooو FG oدر نتيجه.اند  نيز پيوسته :  
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FGچون oپذير است بنابراين  ديفرانسيلiFپذيرند اما در اين صورت  ها نيز ديفرانسيلF 
XFYfپذير است و در نتيجه ديفرانسيل oo1−=پذير است  ديفرانسيل.  

  
  .شود  بله، از آنجائيكه تركيب دو نگاشت يك به يك مجدداً يك به يك است، حكم نتيجه مي-67
  

  .شود  بله، از آنجائيكه تركيب دو نگاشت پوشا مجدداً پوشا است، حكم نتيجه مي-68
  

RISfاگر): برهان خلف( روش اول -69 ),(يك ايمرسيون باشد و كارت :1⎯→⎯ Uϕ 1را برايS 
  چنان در نظر بگيريم كه

),()( ππθθϕ θ −∈=− ie1  
),(يك ايمرسيون از ϕof−1در اين صورت ππ− بهRI بنابراين به طور اكيد يكنوا. باشد مي 

  تعريف شده است در نتيجه بايد 1Sروي كل fباشد و چون مي

πθπθ
θϕθϕ

−⎯→⎯

−

⎯→⎯

− = )()( 11 oo fLimfLim  

  .كه تناقض است
NMfدانيم هرگاه مي: روش دوم ⎯→⎯: عد باشد آنگاهيك ايمرسيون بين دو منيفلد همبf  يك

RISfبنابراين اگر. نگاشت باز خواهد بود باز  يك نگاشت fيك ايمرسيون باشد آنگاه :1⎯→⎯
)(مجموعه ناتهي خواهد بود بنابراين 1Sf درRI  از آنجائيكه. بسته استهم باز و همRI ،همبند است 

RISfگردد نتيجه مي =)(   . فشرده خواهد بود كه تناقض است RI بنابراين.1
  

بنابراين بايد  .باشد مي 3RI عدي و فشردهزيرا در اين صورت بطري كلاين يك زيرمنيفلد دو ب.  خير-70
 از 20به مساله  (.ين تناقض استباشد و ا پذير نمي دانيم كه بطري كلاين جهت پذير باشد ليكن مي جهت

  .)مسائل تكميلي مراجعه كنيد
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dRIMf)نشاننده( بايد نشان دهيم يك امبدينگ -71 يك  Mاز آنجائيكه .موجود است :⎯→⎯

),(,,),(توانيم با تعداد متناهي دستگاه مختصات منيفلد فشرده است، بنابراين مي 11 WzWz kk K 
1را بپوشانيم يعني Mكل kM W W= ∪ ∪L .هاي  مجموعه دانيم وجود دارند مي
MUUباز k ⊆,,K1 بطوريكه:  
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:],[، C∞فشرده باشند، همچنين توابع iUو 1o⎯→⎯Miϕ بطوريكه چنان موجودند:  
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Mmdikdدهيم حال قرار مي )(   :كنيم و تعريف مي =+1
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⎯→⎯

))()(,),()(),(,),(()(

:

pzppzppppfp

RIMf
k
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ϕϕϕϕ KKa 11

  

  
i

i zϕ براي نقاط در دامنه iz و همگي توابعدباش  است و در خارج از آن صفر ميتعريف شده  ∞C 
  .است C∞ تابعي f  بنابراين، هستند C∞ ها توابع چون مولفه. هستند

  
)()(زيرا اگر. باشد يك به يك نيز مي f بعلاوه qfpf qpدهيم باشد نشان مي = يك  حداقل. =
)(=1 و لذا ∋iWpموجود است كه i انديس piϕ و چون)()( qfpf باشد  مي =
iدر نتيجه qiϕ)(=1بنابراين

i WSuppq ⊆∈ )(ϕ همچنينiWqp  بعلاوه از. ,∋
)()( qfpf )()()()(گردد كه نتيجه مي = qzqpzp i

i
i

i ϕϕ =.  
  

)()(بنابراين qzpz ii qp گردد باشد نتيجه مي مي iWيك ديفئومورفيسم روي iz و چون= = .
f زيرا به ازاي هر. باشد  ايمرسيون نيز مييكMp∈ سانديi چنان موجود است كه iUp∈ لذا  و  
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 iUبه f اما تحديد.يك ايمرسيون است iUبه هر fكافي است نشان دهيم تحديد

)(),)(,(بصورت KK qzqf i= است و اين مولفه به تنهايي رتبه عداي برابر با  بM كند توليد مي .
 باشد، مي) نشاننده(از آنجائيكه هر تابع ايمرسيون و يك به يك با دامنه فشرده يك امبدينگ  حال

dRIMfبنابراين   .آيد باشد و حكم بدست مي يك امبدينگ مي :⎯→⎯
  

NMfدانيم كه اگر ايمرسيون      مي -72 بـسته   يك به يك و بر روي تصويرش نگاشت بـاز يـا            :⎯→⎯
 fبـودن  توان شـرط بـسته بـودن را بـا شـرط سـره               همچنين مي . باشد در اين صورت يك نشاننده است      

NKره گـوييم در صـورتيكه بـراي هـر        را سِ  f (.يگزين كرد جا Kf)(،فـشرده  ⊃ فـشرده   Mدر −1
   .)باشد

RIRIfحال ⎯→⎯− }{: o را به صورت
t

tf 1
 ميل ∞به سمت tوقتي. كنيم تعريف مي )(=

يك  fولي.  لذا فشرده نيست،كران است بي o1−f)( در نتيجه،كند به سمت صفر ميل مي tf)(،كند
  . است)نشاننده(امبدينگ 

  
:فرض كنيم -73 ( , ( ) )h x x f xa . واضح است كهh،rC زيرا .استf،rC براي. است 

  در ضمن بايداست و Mh)(و Mيك همئومورفيسم بين h بايد ثابت كنيم hامبدينگ بودن
   :يك به يك است hتوجه كنيد كه. ايمرسيون نيز باشد

yxyfyxfx =⇒= ))(,())(,(  

xh∗  نيز يك به يك است:  
oo =⇒== ∗∗ hhfhhh

xx
))(,()(  

:)(براي اثبات همئومورفيسم بودن بايد ثابت كنيم MhMh MU مفرض كني. باز است ⎯→⎯ ⊂ 
  :داريم . باز باشد

{ } fNUUxxfxUh Γ∩×=∈= )(,))(,()(  
)()(كه بنا به توپولوژي القايي MhffNU =Γ⊂Γ∩× بنابراين. باز استhيك نشاننده است .  
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حال تابع .  در آن بسته هستندG تك عضوي از هاي  هاسدورف باشد زيرمجموعهG اگر⇐)( -74

پيوسته
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯×

−1ghhg

GGGf

a),(

ef})({گيريم در اين صورت   را در نظر مي:  ∆ و لذا ∆=−1

  . بسته است×GGدر
GG در∆كنيم   فرض مي⇒)( Ghg بسته باشد و ×  دو عضو دلخواه باشند در اين صورت ,∋
chg  باز است بنابراين يك همسايگي باز به ∆c بسته است لذا∆ و چون),(∋∆

GGVUفرم ),( از×⊇× hgچنان موجود است كه  GVU VhGg باز باشند و ,⊇ ∈∈ , 
cVUهمچنين   زيرا در غير اين صورت φ=∩VU ادعاي ما اين است كه . ×⊇∆

VUzاگر VUzz آنگاه∋∩ ×∩∆≠φ و اين يعني ),(∋× )( VU كه خلاف 
cVUفرض   .باشد  مي×⊇∆

  
  

 G بسته است و لذا ×GG در∆ بسته باشد بنا به استدلال مساله فوق،e}{ اگر ⇒)( -75
  .باشد هاسدورف مي

  . بديهي است⇐)(
  

UGكنيم  فرض مي-76 Ggكنيم  همچنين فرض مي. ∋Ue باز باشد بطوريكهG در⊆ بايد . ∋
∋><نشان دهيم  Ug.به عبارت ديگر  ><= UG .دهيم قرار مي:  

g U
H Ug

∈
= U  

GGLg باز است و Uدر اينصورت چون  يك ديفئومورفيسم است g به ازاي هر:⎯→⎯
GHبنابراين Hدهيم  نشان ميحال.  باز و ناتهي است⊇  نيز باز است و لذا هم باز هم بسته H متمم′

HGگردد كه   ناتهي است نتيجه ميH همبند وGخواهد بود بنابراين چون Hاما باز بودن. =  نيز ′
. استHمشابه اثبات باز بودن

g U
H Ug

∉

′ = U.  
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GH  بايد نشان دهيم،زيرگروهي از آن باشد Hيك گروه توپولوژيك و G فرض كنيم-77 و اين  ≥

HxyHyx يممعادل است با اينكه نشان ده ∈∈∀  Gچون .است Gزيرگروه Hيعني. ,,1−
=−1گروهي توپولوژيك است تابع xyyxj نشان دهيم  براي اثبات حكم كافي است. پيوسته است ),(

−∩≠φ داريم xyV−1انندم xy−1براي هر همسايگي از HVxy 1.   

 از xV همسايگي،xyV−1 به ازاي هر همسايگي مانند،است بنا بر تعريف پيوستگي jردبدر  xy−1چون

x و yV  ازy 1 وجود دارند بطوريكه
1

−⊆×=⋅ −
xyyxyx VVVjVV )( .  

∩≠φ  درنتيجه،باشد  ميx همسايگي حولxV و∋Hxاما چون HVx و همچنين 
φ≠∩ HVy .فرض كنيم HVh x HVh و ′∋∩ y    داريم،باشند ′′∋∩
  

11 −− ⋅∈′′′= yx VVhhh  
11در نتيجه −− ⊆⋅∈ xyyx VVVh .در ضمن چونH زيرگروهG باشد خواهيم داشت مي  

Hh∈  
HVhدر نتيجه xy ∩∈ ∩≠φ يعني 1− −1xyVH.  

  

nدانيم  مي-78
n

G G′ =U كه
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈= ∏
=

−− GyxyxyxG ii

n

i
iiiin ,,

1

 اگر نشان دهيم به. 11

n چون،همبند است  n،nGازاي هر
n

e G∈I توان نتيجه گرفت كه آنگاه ميG′ اما از  .همبند است

چون تابع  نيز همبند است و) حتي بينهايت بار(در خودش  Gهمبند است پس حاصلضرب Gآنجا كه
 ،برد همبند مي شود كه هر مجموعه همبند را به مجموعه حاصلضرب تابعي پيوسته است نتيجه مي

  .همبند است n،nG ه ازاي هربنابراين ب
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  : داريم-79

),( RInSl

n

n

ANIn n ∈

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=∈∀

oLooo

oLooo

MMOMMM

ooKoo

ooKoo

ooLoo

1

1

1

1

  

  
),(),(, RInSLRInSLAmlitAde

n
nn ⇒⇒+∞==

∞→
1  

  
  :يعني، 2SU)( با توجه به تعريف -80

{ }12 22 ==⋅/∈= ∗
× )(,)()( AtdeIAACMASU  

  :توان ديد كه  مي

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+/∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= 12 bbaaCba
ab
ba

SU ,,)(  

Cba آنجائيكه حال از 2143توان فرض كرد  مي,∋/ xixaxixb +=+=   :  در آن كه,
RIxxxx ∈4321 ,,,  

اكنون نگاشت 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

),,,(
)(

4321

42

xxxxA
RISU

a
  :گيريم كه در آن  را در نظر مي

)(2SU
ab
ba

A ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=  

  
2143و  xixaxixb +=+=  بطوريكه ,ba نقاطي  مانندتصوير اين نگاشت عبارتست از .  است,
1=+ bbaa 12 و يا

4
2
3

2
2

2
1 =+++ xxxx .توان يك يكريختي مانند بنابراين مي:  

  

كران استبي نيست فشرده  
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

),,,(
)(:

4321

32

xxxxA
SSUf

a
  

32در نتيجه. تعريف كرد SSU ≅)(.  
  : يعني2SU)( كافي است جبر لي3ST1 يعني3Sبراي بدست آوردن جبر لي 

)()( 22 SUTsu I=  
هاي لي  كنيم كه مبتني بر چند قضيه در مورد گروه براي اين كار از روش زير استفاده مي. را بدست آوريم

 فضاي o=tدر مشتقات و محاسبهها  گيريم و با مشتق گيري از آن هاي زير را در نظر مي خم. باشد مي
  .آوريم  را در ماتريس هماني بدست مي2SU)(مماس بر

  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=+

=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯−

∗

∗ ∗∗

∗

o

o

a

AA

eAeeAe

Iee

et

SU

tAtAtAtA

tAtA

tA

)(),(: 2εεα

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=⋅

==
⋅

⋅

o

o

)(
)(

)(
)(

)(

Atrace
eAtrace

eetde
Atracet

AtracettA 1

  

}در نتيجه  }oo ==+/∈= ∗
× )(,)()( AtraceAACMAsu  كه با ساختار جبر لي 222

CM)(القايي از  ),(باشد كه يكريخت با جبر لي قيقي مي يك جبر لي ح22×/ ×3RIكه در  است ،
),( همان3S بنابراين جبر لي.باشد  مي3RI، ضرب خارجي×آن ×3RI است .  
  
  
  

  

  داريمtگيري نسبت بهبا مشتق

 o=tقرار دادنبا

 o=tقرار دادنبا
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RIHIN نگاشت -81   : ير ز را به صورت:∗⎯→⎯

2
4

2
3

2
2

2
14321 xxxxkxjxixxx ++++++= a  

  : كنيم در اين صورت تعريف مي

{ } })({)( 11 13 −∗ ==∈= NxNHIxS  

  از طرفي. باشد  ميHI∗اي از  بسته  زيرمجموعه3Sباشد بنابراين  پيوسته ميNو چون نگاشت
)()()( yNxNyxN =⋅  

حال چون هر زيرگروه بسته از يك گروه لي خود گروه لي .  استHI∗اي از گروه بسته  زير3Sنبنابراي
  .باشد  نيز گروه لي مي3Sشود كه است نتيجه مي

  
  : 3Sمحاسبه جبر لي

113})({از آنجاكه   −= NS داريم59 و لذا بنا به مساله 
1

3
1 ∗= NrkeST .توان ديد مي  

xhhxhN
x

+=∗ )(  
kxjxixxxباشد و بصورت  ميx مزدوجxكه در آن 4321   .گردد  تعريف مي=−−−

}بنابراين } ),,( kjiSpanhhHIhNrke ==+∈= ∗
∗ o
1

 عبارتست 3Sدر نتيجه جبر لي. 

),,(از kjiSpanبا كروشه لي زير :  

jik
ikj
kji

kkjjii

−=
=
=

===

],[
],[

],[
],[],[],[ o

  

),(با 3Sبنابراين همانطور كه انتظار داشتيم جبر لي ×3RI باشد ايزومورف مي.  
  

} داريم-82 } 111 SzzCzU  1S يك گروه لي است بنابراين1U)(حال چون. )(=∋/⋅==

 جبر لي ايزومورف با يك منيفلد يك بعدي است جبر لي آن 1Sتواند ساختار گروه لي بپذيرد و چون مي
  .باشد  ميRIبديهي
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