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( ) oo ≠∈∀ − ))()((, pxxxDtdeI ααββα 1  

  :بنابراين
( ) oo >− )),()(( upxDtde ααβ ϕϕ 1  

  .پذير است  جهتTMپس
  

  :كنيم  فرض مي-42
{ }IUx ∈= απ αα } و ),( }JVy ∈= ββ ββ ),(  

MN رويC∞هاي اطلس   :دانيم كه مي.  باشند,
{ }JIVUyx ∈∈××=× βαβπ βαβα ,),(  

NMاطلسي براي   :كه در آنباشد   مي×
))(),((),)(( vyuxvuyx βαβα =×  

βπهاي گذر اطلس حال نگاشت. تعريف شده است   يابيم  را مي×
πααααاگر ∈),(,),(

2211
UxUx باشند و φαα ≠∩

21
UUدر اين صورت نگاشت گذر از 

1αx 
به 

2αxبه صورت زير است :  

)()(:
21221112

1
αααααααα UUxUUxxx ∩⎯→⎯∩−o  

βββββو اگر ∈),(),,(
1122

VyVy باشند و φββ ≠∩
21

VVدر اين صورت نگاشت گذر از 
1βy به 

2βyبه صورت زير است :  
  

)()(:
21221112

1
ββββββββ VVyVVyyy ∩⎯→⎯∩−o  

1 نگاشت گذر حال
1122

−×× )()( βαβα yxyx oاطلس از βπ   :كند  صدق مي زيردر شرط ×
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NMبنابراين   .پذير باشند  هر دو جهتN وMپذير است اگر و تنها اگر  جهت×
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  :كنيم فرض مي) لف ا-43

{ }IUx ∈= απ αα } و ),( }JVy ∈= ββ ββ ),(  

MN روي C∞هاي اطلس ، بايد نشان دهيم كه براي هر Nپذير بودن براي جهت.  باشند,
J∈21 ββ φββ كه , ≠∩

21
VVريم  داoo >− ))(( 1

12 ββ yyDtde.   

),)((دانيم  اما در وضعيت فوق مي
11

1
ββ Vffy −oو  ))(,(

22

1
ββ Vffy −o  دو كارت از

πباشند و چون  ميMپذير است داريم  جهت:  
( ) oooo >−1

12
)()( fyfyDtde ββ  

  اما
( ) ( )

( ))(

)()()(

1

111

12

1212

−

−−−

=

=

ββ

ββββ

yyDtde

yffyDtdefyfyDtde

o

oooooo
  

  :پس
( ) oo >− )( 1

12 ββ yyDtde  
  .پذير است  جهتNدر نتيجه

  
 فرد باشد n بنابراين اگر.باشد پذير مي عد زوج و جهت براي هر منيفلد دلخواه از بTMدانيم كه مي) ب

)(اگرچه RIPI nباشد و اگر يفئومورف با فضاي مماس هيچ منيفلدي نميپذير است وليكن د  جهتn 
)(زوج باشد چون RIPI nباشد بنابراين ديفئومورف با فضاي مماس هيچ منيفلدي  پذير نمي  جهت

  .باشد نمي
  

  :دهيم قرار مي)  الف-44

~
)),(( RIU ×= 1

1
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~
)],(),[( RI

U
×∪

=
1

2
1

2
1

2
o  

  
  



                   پاسخ تشريحي مسائل                      فصل نهم                                                  
______________________________________________________________ 

 119 
 

 

  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−+

>

⎯→⎯

⎯→⎯

2

1
1

2

1

2
22

2
11

xyx

xyx
yx

RIU

yxyx
RIU

),(

),(
),(

:

),(),(
:
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ϕ
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  :آوريم كه نگاشت گذر آنها عبارتست از را بدست مي 2ϕ و 1ϕهاي بدين ترتيب همئومورفيسم

⎩
⎨
⎧

>−−
<

=

×∪⎯→⎯××= −

11

1

1
2

1

2

1

2

3
11

2

11
21

xyx
xyx

yxf

RIRIf

),(
),(

),(

)),(),(()),(),((: ooϕϕ
  

f بنابراين.يك ديفئومورفيسم است { }),(,),( 2211 UU ϕϕ يك اطلس∞C برايM  تعريف
  .كند مي
21 با توجه به اطلس بالا) ب UU بطوريكه  گردد تجزيه مي  W وVبه دو زيرمجموعه باز همبند ∩

   .باشد مي) منفي به ترتيب دترمينان(نگاشت گذر داراي دترمينان مثبت ) Wبه ترتيب روي (Vروي
  

}پذير باشد در اين صورت وجود دارد يك اطلس جهت Mاگر }JjW jj ∈),(ψ بطوريكه 
  دهيم يقرار م. داراي دترمينان مثبت باشند ijfهاي گذر نگاشت

{ }
{ }oo

oo

<∈∀∈=

>∈∀∈=
−−

−+

))()((:

))()((:

xJacobJjUxU

xJacobJjUxU

j

j

1
1

111

1
1

111

ϕϕψ

ϕϕψ
  

11  بنابراين يا.آيد بدست مي 1Uبدين ترتيب يك تجزيه از مجموعه باز همبند UU 11 يا += UU =− 
11 حال اگر فرض كنيم. داريم 2U بطور مشابه حكم مشابه براي. باشد مي UU 22و += UU در  +=

)(گردد كه اين صورت نتيجه مي 1
12
−ϕϕ oJacob 21روي UU است كه تناقض  همواره مثبت ∩

11است و اگر UU 22 و += UU )(گردد كه باشد نتيجه مي −= 1
12
−ϕϕ oJacob 21يرو UU ∩ 

 Mبنابراين .انجامد هاي ديگر نيز به تناقض مي حالت. همواره منفي است كه مجدداً تناقض است
  .پذير نيست جهت
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  داريم)  الف-45

mmm

mmm

RIMTRIRIMTMTT

RITMTRIMTMTTRIMMT
2×≅××≅

×≅×=⇒×≅

)(

)()(
  

  .پذير است  نيز توازيMT كهگيريم ميعدي است نتيجه  بMT ،m2چون
  
 باشند، در اين صورت داريم n وmعدپذير به ترتيب از ب  دو منيفلد توازيN وMفرض كنيم) ب
mRIMTM nRINTN و≅×    بنابراين≅×

nmnm RINMRINRIMTNTMNMT +××≅×××≅×≅× )()()()(  
NMدر نتيجه   .پذير است  نيز توازي×

  

 نگاشت-46
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎯→⎯

),()(
],[:

θθθα
πα

nsisco
S12o1بنابراين هر عضو.  پوشا استSp∈توان به صورت   را مي

),( θθ nsiscop   :دهيم  قرار مي∋1Spبه ازاي.  نمايش دهيم=
1STsconsippX p∈−= )),(,()( θθ كه o≠− ),( θθ sconsi.  

RISTp از آنجائيكه ≅11گردد كه هر عضو دلخواه عدي است نتيجه مي يك بSTvp p∈),( مضربي 
)(از  pXخواهد بود، يعني وجود داردRIv ∈λبطوريكه :  

)(),( pXvp vλ=  

كنيم حال تعريف مي
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
×⎯→⎯
),(),(

:

vpvp
RISST

λϕ
ϕ 11

 .ϕ يك تناظر دو سويي است بطوريكه نسبت به v  

   لذا)باشد هاي برداري مي  يك ديفئومورفيسم كلافϕدر واقع ( . خطي است
RISST ×≅ 11  

  
  .شود  بله، مشابه مساله قبل نتيجه مي-47
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nRIMMT    :  پذير باشد در اين صورت داريم  منيفلد توازيMكنيم  فرض مي-48 ×≅   
nMmdiكه   .پذير است  جهتM،42ت بنابراين بنا به مسالهر اسپذي  جهتMTاز طرف ديگر. =

  .پذير نيست پذير است ولي توازي  جهت2Sعكس مطلب برقرار نيست زيرا به عنوان مثال
  

21 در حالت كلي هرگاه -49 VVT 12 يك ايزومورفيسم خطي بين دو فضاي برداري :⎯→⎯ VV  و ,

32 VVS 23 يك تبديل خطي بين دو فضاي برداري:⎯→⎯ VV شود   باشند، در جبر خطي ثابت مي,
)()(كه SrankTSrank =o .  
  

MMg حال چون   ،∋Mpهر يك ديفئومورفيسم است لذا در :⎯→⎯
MTMTg pgpp )(: ⎯→⎯∗  

Mq∈،MTMTfيك ايزومورفيسم خطي است و از طرف ديگر به ازاي هر  qfqq )(:  يك ∗⎯→⎯
)(كافي است قرار دهيم. تبديل خطي دلخواه است pgq  و =

p
gT  و =∗

q
fS بنابراين حكم . =∗

  .آيد بدست مي
  

}كنيم  رض مي ف-50 })(),()( xfyRIRIyxf mn =×∈=Γكنيم  و تعريف مي  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎯→⎯Γ
xyx

RIf n

),(
)(:

ϕ
ϕ  

  . يك به يك و پوشا استϕ) يكم
 : پيوسته است زيرا ϕ) دوم

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯×

xyx
RIRIRI nmn

a),(

1π
  

)(پيوسته است و داريم  fΓ= 1πϕ .توان گفت تي ميتر ح در حالت كليϕ،∞Cاست  .  
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   ) سوم

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

Γ⎯→⎯
−

−

))(,()(

)(:

xfxx

fRI n

1

1

ϕ

ϕ  

1−ϕنيز ∞Cهاي آن  زيرا مولفه. است∞Cدر نتيجه.  استϕيك ديفئومورفيسم است . 
)),((ولذا ϕfΓيك كارت براي هر نقطه )(),( fyx Γ∈بنابراين .باشد  مي)( fΓ يك 

  .عدي خواهد بودبn−منيفلد
  

  :كنيم تعريف مي: روش دوم 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
⎯⎯ →⎯×
+∞

)(),(
:

xfyyxF
RIRIRIF mCmn

  

  
)()(داريم o1−=Γ Ff .حال رتبهFرا روي )( fΓكنيم  محاسبه مي.  

  
[ ] )()(),( nmmmmnm IxDfyxdF +×××−=  

),(بنابراين yxdFدر هر نقطه روي  )( fΓ داراي رتبه mباشد در نتيجه   مي)(o1−F در 
mn RIRI nmmn يك زيرمنيفلد × =−+ )(عدي است ب.  
  

)(بطور مثال.  خير-51 RIPI )(داراي زيرمنيفلد يكريخت با 3 RIPI )( باشد و چون مي 2 RIPI 2 
   .باشد پذير نمي باشد، اين زيرمنيفلد نيز جهت پذير نمي جهت

  
  :كنيم  فرض مي-52
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   اگر و تنها اگر ∋3OA)(در اين صورت 

∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ====== oiiiiiiiii zyzxyxzyx ,1222  

69 نگاشتحال RIRIf C⎯⎯→⎯
∞

  :كنيم عريف ميت  را به صورت زير:

),,,,,(

),,,,,,,,(

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ −−−
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iiiiiiiii zyzxyxzyx

zzzyyyxxxf

111 222

321321321  

)()(بوضوح  31 Of =− o.  
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zyxdf

oooooo
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oooooo

oooooo

oooooo

oooooo

),,(  

  
),,( در هر نقطه dfرتبه zyx باشد بنابراين  مي6 برابر با)(o1−f 9-6=3 يك منيفلددر . عدي است ب

زيرا بسته و كراندارند و در. اند  ها فشردهnO)(حالت كلي
2nRI هر زيرمجموعه بسته و كراندار فشرده 

 است كه صفرهاي يك تابع پيوسته  اين بخاطرnO)(بسته بودن.  فشرده استnO)(بنابراين. است
  : داريماينكه نيز با توجه به  باشد و كرانداري آن مي

nAnAnOA ≤⇒=∈∀ )(  

 نرم اقليدسيAكه در آن 
2nRIگردد ، نتيجه ميباشد  مي.  

  
  :توان نوشت  ميM با توجه به تعريف-53
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  :گيريم حال نگاشت زير را در نظر مي

),(),,,(
:

cdabcbaddcbaf
RIRIf

+−=
⎯→⎯ 24

  

  
),( است و داريم C∞اين نگاشت  o11−= fM . همچنين  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

cdab
abcd

dcbadf ),,,(  

  . است4RI بعدي از4-2=2 يك زيرمنيفلد Mدر نتيجه. باشد  مي2 داراي رتبه M رويdfبنابراين
  

112دانيم كه چنبره   مي-54 SST 2TM باشد و مي 4RIعديب 2يك زيرمنيفلد  =×  Mاگر. ⊇
را در  زي.باشد تواند عدي نميدو بM اما.  باشد2 يا 1عد باشد در اين صورت بايد از ب4RI يك زيرمنيفلد

MT باشد و در اين صورت 2Tاين صورت بايد شامل يك باز ناتهي در  اما ،چگال نيست 2Tدر 2−
MTشود كه ملاحظه مي چگال است بنابراين  2Tدر Mاز طرف ديگر چون. چگال است 2Tدر 2−

بنابراين. تواند باشد و اين تناقض است عدي نيز نمييك بM 4يك زيرمنيفلدRI باشد نمي.  
  

qf)() الف-55  لذا ،اند فشرده، خود فشرده  ي يك مجموعهها  بسته است و چون بستهM در −1
)(qf qfp)(كنيم  فرض مي.  فشرده است−1   : باشد در اين صورت∋−1

NTMTf qpp
⎯→⎯∗ :  

يعني . باشد  ميmMdiداراي رتبه ثابت
p

f∗اما چون.   يك به يك استmMdimNdi باشد   مي=

گردد كه نتيجه مي
p

f∗بنابراين. باشد  پوشا نيز مي
p

f∗حال بنا به قضيه تابع وارون .  يك يكريختي است
 N درq از Vو يك همسايگي M درp ازUوجود دارد يك همسايگي

VUfبطوريكه U   اما.  ديفئومورفيسم باشد:⎯→⎯
  

qxfqfUx U =∩∈∀ − )()(1  
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qfU)( مگر اينكه، يك به يك نيستfيعني qfUp)(اما . باشداي   تك نقطه∩−1 1−∩∈ 

)(}{بنابراين pqfU =∩ qf)(يعني بازهاي. 1− اي هستند   بصورت تك نقطهM القاء شده از −1
qf)( رويMو اين يعني اينكه توپولوژي القايي از   . گسسته است توپولوژي−1

بنابراين از . هاي متناهي هستند هاي فشرده، مجموعه  در توپولوژي گسسته مجموعه)ب
qf)(آنجائيكه   . فشرده است لذا متناهي است−1

  
cf)(، 55 بنا به مساله -56 )( متناهي است در صورتيكه −1 RIPI   . نامتناهي است1
  

 تحت نگاشت o−RI}{عدي است زيرا تصوير وارون زيرمجموعه بازب2n− يك منيفلدN) الف-57
)(باشد و در نتيجه يك زيرمجموعه باز از پيوسته زير مي RIM nn×و چون هر زيرمجموعه  خواهد بود ،

  . استعديب2n− يك منيفلدNعد است بنابراينفلدي از همان باز يك منيفلد، منيب

}){(

:

)(

o

o

aa

−=

⎯→⎯=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++
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  : در اين صورت داريم∋NAكنيم  فرض مي)ب
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+−+++=+−+=+
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AIAIIAIAIAI

AIAIAIAIAIAIIAI σ
  

  :در نتيجه

NA
AI

AIAI
n

n ∈⇒≠
+

=+=+ − )(
)det(

)det())(det( σσ o
2

2 1  

  )ج
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AIAIAIAIAIAIIAI σ
  

  : بنابراين

پيوسته
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σσ
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2
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2 11

  

  .باشد  زير ميC∞ زيرا تركيب سه تابع.  استC∞ نگاشتيσ )د
  

BABAfMMMMf

BABAfnGLMnGLMf

AIAIAfnGLMNf

nnnnnnnn

nnnn

nn

.),(:

),(),()()(:

),()()(:

=×⎯→⎯×

=×⎯→⎯×

+−=×⎯→⎯

××××

−
××

×

33

1
22

11

  

  
و . باشد  ميC∞بنابراين معكوس آن نيز ) با توجه به قسمت ج(باشد   ميσ خودσو از آنجا كه معكوس

  .باشد  يك ديفئومورفيسم ميσدر نتيجه
  
)ه

)())(())((
)(

AAfAff
fffB

A ∗∗∗=∗ 123
112

oo
o

αو از آنجاكه :  

  

),(),(),(

),(),(

),()(

),(

),(

DEfFCfFEf

FDDEFEf

BBBf

DC

DC

A

333

11
2

1

+=

−=

−=

∗

∗

∗

−−  

  
با جايگذاري اين مشتقات در ضابطه

A∗σگردد كه  نتيجه مي:  
1−

∗ ++−= )())(()( AIBIAB
A

σσ  
ردعد ببراي اين كار بايد ب. پردازيم  ميσحال به محاسبه رتبه

A∗σرا به ازاي NA∈توان  مي.  بيابيم
o=∗Aديد كه

rke σزيرا اگر ،o=∗ )(B
A

σباشد با توجه به اينكه IA +)(σو AI  هر دو +
يعني. o=Bگردد پذيرند نتيجه مي وارون

A∗σ يك نگاشت خطي از طرفي چون  يك به يك است، و
گردد كه مي نتيجه است كه بعد دامنه و برد آن باهم برابرند،

A∗σبنابراين باشد،   پوشا نيز مي:  
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2nMmdirank nnA

== ×∗σ  
  .توان بدست آورد  نيز ميσالبته نتيجه اخير را از ديفئومورفيسم بودن

)( درN)و RIM nn×باز است و )(nOيك منيفلد است و لذا )(nON  nO)( يك باز در ∩
nON)(شود كه باشد و چون هر زيرمجموعه باز يك منيفلد خودش يك منيفلد است نتيجه مي مي ∩ 

عدنيز يك منيفلد از همان ب)(nOاست .  

 يك زيرفضاي برداريM) الف-58
2

1)( −
−

nnعدي ازب)( RIM nn×باشد بنابراين خودش يك   مي

فضاي برداري
2

1)( −
−

nnشود كه عدي است و چون هر فضاي برداري يك منيفلد است نتيجه ميبM 

نيز يك منيفلد 
2

1)( −
−

nnعدي استب.  

  . قابل حل است57 مساله )و ( مشابه قسمت)ب
NTMTgدانيم  مي-59 xgxx )(: )( يك نگاشت خطي است در نتيجه∗⎯→⎯

x
grke  يك ∗

))((خواهيم نشان دهيم در واقع همان باشد كه مي  ميMTxزيرفضاي cgTx
  .باشد  مي−1

x•  
U  

M  
)(cg 1−  

c•  
N  

X  Y

mRI  nRI  

g
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  :دانيم كه مي

( ) [ ]vxXXgYDxgvxg
x

))(()(,)(],[ 1−
∗ = oo  

XgY−1 اما اگر ooرا به ))(( cgUX    تحديد كنيم در اين صورت به ازاي هر ∩−1
))(()( cgUXqpX 1−∩∈=  

)()()(داريم  cYpgYqXgY ==− ooo 1.  
XgY−1 بنابراين تحديد ooبه ))(( cgUX   :در نتيجه.  تابعي ثابت است∩−1

ooo =∩∈∀ −− ))(()()( pXXgYDcgUp 11  
],[))((بنابراين اگر cgTvx x

) باشد خواهيم داشت∋−1 ) ),)((],[ oxgvxg
x

=∗. 

بنابراين
x

rgkevx  يعني. خواهد بود],[∋∗
x

rgkecgTx ∗
− ⊆))((  داراي ∋Mx در هرgاما  . 1

 يعني رتبه نگاشت خطي،باشد  ميkرتبه ثابت
x

g∗برابر kبه عبارت ديگر. باشد  مي:  
  

kmrgkemdi
x

−=∗ )(  

cg)(از طرف ديگر چون km يك زيرمنيفلد−1 −لذا  .عدي است ب   
kmcgTimd x −=− ))(( 1  

))(()(و لذا داريم
x

grkecgTx ∗
− =1.  

  
  . مراجعه شود59 به مساله -60
  

، C∞نگاشت)  الف-61
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

⎯→⎯

),(),,,(

:
2222

24

tzyxtzyxf

RIRIfداريم. گيريم  را در نظر مي:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

tz
yx

tzyxDf
22

22

oo

oo
),,,(  

),(همچنين 111−= fMو fروي M بنابراين طبق قضيه رتبه چون .  دارد2 رتبه ثابتM ناتهي 
  .باشد  مي4RIعدي از ب2=4-2 لذا يك زيرمنيفلد ، است
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Mtzyxpكنيم حال فرض مي) ب ∈= ),,,( oooo.4 چونRIM شد بنابراين با  مي⊇
4RITMT pp  داريم 59اما بنا به مساله .  يك زيرفضاي دو بعدي آن است⊇

p
rfkeMTp ∗≅ .

  :درنتيجه
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  : يا بطور معادل
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oooبا فرض اينكه  ≠xz vشود كه   نتيجه مي,
x
yuw

z
tr

o

o

o

o −=−=   بنابراين . ,

{ }RIwvtzwxyv
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44عدي از ب2كه بوضوح يك زيرفضاي  RIRITp   .باشد  مي≅

  
11از آنجاكه) ج SSM پذير، خود   است و حاصلضرب دو منيفلد توازيپذير  توازي1Sباشد و  مي=×

  .پذير است  توازيMگردد كه پذير است نتيجه مي توازي
  

),( چون-62 RInGLدر )( RIM nn×باز  و همچنين )( RIM nn×باشد   يك فضاي برداري مي
),(شود كه فضاي مماس نتيجه مي RInGLاش همان  در هر نقطه)( RIM nn×32با مساله  (. است 

  ) مقايسه شود
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