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 قبل از اينكه به حل بپردازيم، اين نكته لازم به ذكر است كه در حالت كلي همبند راهي بودن، -24

در . توان همبند راهي بودن را نتيجه گرفت دهد ولي از همبند بودن نمي همبند بودن را نتيجه مي
  .توان از همبند بودن، همبند راهي بودن را نتيجه گرفت صورتيكه در منيفلدها مي

  :دهيم  و قرار مي∋Mpكنيم اي حل فرض ميبر
{ }qpMMqp ==⎯→⎯∃∈=Γ )(,)(;],[: 11 ααα oo  

ppچون Γ∈شود كه  نتيجه ميφ≠Γp .دهيم نشان ميpΓدر Mدر   هم باز و هم بسته است، كه
 است و همچنين φ,Mهاي هم باز و هم بسته آن  همبند است و تنها زيرمجموعهMاينصورت چون

Mp، خواهيم داشتφ≠Γpچون =Γ .از آنجائيكهMp∈گردد كه  دلخواه بود نتيجه ميM 
  .بند راهي استهم

pqكنيم فرض مي:  pΓاثبات باز بودن Γ∈ .بايد همسايگيUاز Mحول qچنان بيابيم كه   
  
  

  
  
  
  
  
  

 
 
 
 

  
  
  

),(توانيم كارت  بنابراين مي،باشد  ميC∞ منيفلدMحال چون UXحول qرا در نظر بگيريم .  
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Uqاگر pqخواهيم ثابت كنيم  دلخواه باشد مي′∋ Γ∈′ .چون)(,)( qXqX  nRI دو نقطه از′

   همبند راهي است و لذاnRIباشند و  مي
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  :دهيم حال قرار مي). كنيم   را كوچكتر يا بزرگتر ميVدر صورت نياز( 
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qqدر اين صورت  ′== )(,)( 122 γγ o1 و چون−X وβ2اند و لذا   پيوستهγنيز پيوسته است  .
  :كنيم حال تعريف مي
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γو داريم )چرا؟ ( پيوسته است pq =′= )(,)( oγγ pq بنابراين 1 Γ∈′ . پسpU Γ⊆ يعني 

pΓباز است .  

cكنيم  فرض مي. باز است pΓدهيم متمم نشان مي:  pΓ اثبات بسته بودن
pq Γ∈ در اين صورت خم 

  اي مانند پيوسته
M⎯→⎯],[: 1oα  

pqبطوريكه == )(,)( oαα   .  باشد، وجود ندارد1
),(حال كارت UXرا حول qاگر. گيريم  در نظر ميUq ∈′ 

pqچنان باشد كه Γ∈′در اين صورت چون )(,)( qXqX  را ′
م وصل نمود با برگرداندن آن خم ه توان با خمي به  ميUX)(در

X ،qq−1تحت      را ′,
توان وصل   ميp را نيز بهqهم وصل كرد و لذا  بهUتوان در يم

Uqبنابراين به ازاي هر. نمود، كه اين خلاف فرض است pq داريم ′∋ Γ∉′ و يا c
pq Γ∈′ و اين 

cيعني
pΓبنابراين.  باز استpΓ بسته است.  
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),(  كارت∋Cp  به ازاي-25 VXرا حول  pكنيم كه  چنان انتخاب مي UVpX ⊆= ,)( o .

   بطوريكهo>εدر اين صورت وجود دارد 
)(),(),( VX⊆−××− εεεε L  

RIRIjكنيم  تعريف مي C⎯⎯→⎯
∞

  : بطوريكه:
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jاست مقابل داراي نموداري به صورت .  
  

  :كنيم حال تعريف مي
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RIMVXgتابع ⎯→⎯⊂:oيك نگاشت ∞Cزيرا تركيب دو نگاشت.  است∞C، خود∞Cاست  .
VMاكنون روي ooدهيم  قرار مي− ≡Xg .در اين صورتXg oيك  تابع ∞Cروي M 

C،Xg∞ توسيعpfكنيم فرض مي. باشد مي oبه ازاي.  باشدCp∈ ،pf قابل تعريف است 
 فشرده است با Cچون.  واقع است، مخالف صفر استU كه بستار آن درpبطوريكه در يك همسايگي

حال. شود ها، پوشيده مي تعداد متناهي از اين همسايگي
np pf f+ +

1
Lجموعه داراي بستاري زيرمU 

  : داريمC  بطوريكه رويo>δ بنابراين وجود دارد.  مثبت استCباشد و روي مي
  

np pf f δ+ + ≥
1

L  

RIRIkكنيم حال فرض مي c⎯→⎯
∞

),(⊇RI  چنان باشد كه خارج بازه: δo صفر و روي آن بازه 
  :كنيم  تعريف ميصورت ي به اينمقادير مثبت اختيار كند و از روي آن نگاشت
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 : به صورت زير خواهد بودlنمودار
 
  

)كنيم  تعريف مي )
np pf l f f= + +

1
L . در اين

:],[ صورت 1o⎯⎯→⎯
∞CMfباشد و اگر  ميCx∈ 

 در اين صورت
  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n np p p pf x f x l f x f x f xδ+ + ≥ ⇒ + + = ⇒ =

1 1
1 1L L  

  . Cf=1و اين يعني 
UMxاگر  ni در اين صورت به ازاي ∋− ,,K1= داريم o=)(xf

ipو در نتيجه :  
oo == )()( lxf  

  .o=−UMf و اين يعني
 

UUكنيم  فرض مي: راه حل دوم KMKU و1= c }د، در اين صورت ن باش2==− }21 UU , 

   C∞حال بنا به قضيه افراز يكاني وجود دارند توابع. باشد  ميMيك پوشش باز موضعاً متناهي براي
 

],[:, 121 o⎯→⎯Mϕϕ  

بطوريكه 
⎩
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21,i
USupp iiϕ 121 و =+∈∀ )()( xxMx ϕϕ .1در اين صورتϕ=f جواب 

  .مساله است
  .   نيز برقرار است، فقط بسته باشدKراه حل دوم حتي براي زماني كه  :  توجه
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1  
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),(ت كار-26 Uxرا حول p با شرطWU 12هاي باز  زيرمجموعه. گيريم در نظر مي ⊇ VV  U در,

UVVVVpوجود دارند بطوريكه ⊆⊆⊆⊆∈  و نرمال بودن Ux)( برايnRIاز حالت( .2211
:],[ ،C∞حال وجود دارد تابع) .كنيم استفاده ميnRIفضاي توپولوژيك 1o⎯→⎯Uf 

)(,)(بطوريكه o1
2

1
1 1 −− =−= fVUfV.  حالRIMg    را با شرط:⎯→⎯

o== − 2VMU gfg ,  

  تعريف است زيرا   خوشg. نيمك تعريف مي
)()( o1

222
−=−⊆−=−∩ fVUVUVMU  

WMVMبرابر يك و روي 1V روي g است و از آنجاكه g،∞Cبعلاوه −⊇− برابر صفر است،  2
  .آيد  ميحكم بدست

RIMدهيم  قرار مي)  الف-27 = ،),( 1o=U و 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⎯→⎯
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RIRIfدر اين صورت اگر     باشد در اين صورتf از C∞ توسيع ~:⎯→⎯

+∞====

∞→∞→∞→ nnn
n

fmli
n

fmli
n

mliff )()(~)(~)(~ 111
o  

  .استكه تناقض 
  

  .باشد شود حكم بالا حتي براي توابع پيوسته نيز برقرار نمي همانطور كه ملاحظه مي: تذكر
  
  .آيد با استفاده از افراز يكاني حكم بدست مي) ب
  

ر براي اين كار بايد نشان دهيم به ازاي ه.  پيوسته است∋Mp در هرfدهيم  نشان مي-28
)( ازVهمسايگي باز pfq Vf)(، يعنيf تصوير معكوس آن تحتN در= .  باز استM در−1

),( مانندN دامنه كارتي ازVكنيم مي ابتدا فرض Vyباشد بنا به تعريف هرگاه ),( Uxكارتي از M 
nm    باشد در اين صورت نگاشتpحول RIVyRIVfUxxfy ⊂→⊆∩ −− )())((: 11oo    يك     
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  : زير هبنابراين مجموع. پذير و در نتيجه پيوسته است ديفرانسيلنگاشت 

))(()())(( VyxfyVfx 111 −−− = oo  
Vf)(شود  همئومورفيسم است نتيجه ميxچون.  باز استUx)(در   . باز استM در−1
  

}{توان ديد كه به صورت اجتماع خانواده باشد مي نN دامنه كارتي ازVدر حالتي كه αVباشد كه   مي
 پيوسته p درfپس.  است و لذا حكم در اين حالت نيز برقرار استNها دامنه كارتي ازαVهر يك از

  . پيوسته استM رويf دلخواه بود،pچوناست و 
  

RIWVكنيم فرض مي.  خير-29 ) و == ( ) , ) , ( , )IRx x V Wϕ = 3 تبديل .  باشند1
  :كنيم  را به صورت زير تعريف ميfخطي

⎪⎩
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⎨
⎧

=
⎯→⎯

xxf
WVf

)(
:  

IR:در اين صورت f IR IRϕ ϕ− −= ⎯⎯→1 11 o oكه  ∞Cنيست بنابراين f،∞Cنيست .  
  
  

يم، در اين صورت  در نظر بگيرW وVاگر اطلس متشكل از كارت هماني را روي فضاهاي برداري: تذكر

  .باشد  ميC∞هر تبديل خطي
  

MUچون اولا-30 NMfباشد و چون  يك منيفلد ميU باز است بنابراين⊇ ⎯→⎯: 
)( حولM در1Uگي باز وجود دارد يك همساي∋Upپذير است به ازاي هر ديفرانسيل pfدر N 

:)()(كهوريطب VyUxxfy ⎯→⎯−
1

1ooحال چون. پذير باشد  ديفرانسيلU باز است و 
UUلذا ),(گرفتن كارت نيز باز است و با در نظر 1∩ UUxUU ∩∩

1
U،1−xfy براي1 U oo 

  .پذير است  نيز ديفرانيسلUf بنابراين. استC∞نيز
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 مجموعه تمام ∞MC)( وNپذير روي  مجموعه تمام توابع ديفرانسيل∞NC)(دهيم  قرار مي-31

),(همچنين.  باشدMپذير روي توابع ديفرانسيل NMC∞پذير از  مجموعه تمام توابع ديفرانسيلM 
  :وان به صورت زير بيان كردت بنابراين حكم سؤال را مي.  باشدNبه

[ ] ),()()( NMCfMCfgNCg ∞∞∞ ∈⇔∈⇒∈∀ o  
),( است، بنابراين اگرC∞ خودC∞ از آنجا كه تركيب دو تابع⇐)( NMCf باشد و  ∋∞
)(NCg MCfg)( در اين صورت∋∞ ∞∈o.  
NCg)(كنيم به ازاي هر  حال فرض مي⇒)( ∞∈،)(MCfg ∞∈oباشد  .  

RINgگردد، هرگاه از اين شرط نتيجه مي )( در نقطه:⎯→⎯ pfq پذير باشد   مشتق=
RIMfgآنگاه ⎯→⎯:oدر pپذير است  مشتق.  

),(,),(هاي  و كارت∋Mpكنيم فرض مي UxVyرا به ترتيب حول pدر Mو حول )( pf 
  :بايد نشان دهيم كه. گيريم  در نظر ميNدر
  

nm RIVRIUxfy ⊆′⎯→⎯⊆′− :1oo  
 

UxU)( كــــــــــــه در آن =′ 
UyV)(و ــي′= ــد، در   مــ باشــ

)(نقطه px بـراي  . پذير است    مشتق
  اين كار اگر قرار دهيم

RIVyy ii ⎯→⎯= :oπ 

RIRIكــه در آن   n
i ⎯→⎯:π 

باشد، بوضوح   ام   iتصوير روي مؤلفه  
niبه ازاي  ,,, K21= داريم iy  در 
)(نقطه pfq پذير است     مشتق =

fyiبنابراين بنا به فرض    o   در p 
  پذير است و اين خود بدين  مشتق
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xfyi−1معناست كه oo در نقطه )( pxپذير است  مشتق.  
  : حال داريم
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RIVRIUxfy
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xfy−1هاي و چون تك تك مؤلفه ooدر ،)( px1پذير است بنابراين  مشتق−xfy oo نيز 
)(در pxون نقطهحال چ. باشد پذير مي  مشتقpگردد  دلخواه بود نتيجه ميfدر تمام نقاط M 

  .پذير است ديفرانسيل
  

MTUTم داري∋Up باشد وM بازي از منيفلدU در حالت كلي هرگاه-32 pp از طرف ديگر . ≅
MMTp داريم∋Mp يك فضاي برداري باشد وMهرگاه با توجه به دو حكم اخير، حكم . ≅

  .شود مساله حاصل مي
 

MTvxكنيم  فرض مي-33 x∈],[حال كارت.  باشد),( UXرا حول Mx∈گيريم و   در نظر مي
),(كارت UTXTرا حول ],[ vxدر MTگيريم  در نظر مي  
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=
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RIUXTUTX m

  

)(),,(,),,(توان نوشت بنابراين مي mm vvvxxxX KK 11   حال خم. ==
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~)(,~)()(را با شرايط xXu ==′ oo γγيابيم  مي) .uيعني) شود  بعداً معرفي مي:  
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iiدر واقع اگر تعريف كنيم
i utxt +=)(γگردد كه   نتيجه ميi

i
i

i xu ==′ )(,)( oo γγ.  
 كه با ضوابط بالا تعريف گرديد ~γتوان فرض كرد برد خم في مي به قدر كاεبا كوچك كردن

γγ)~(كنيم حال تعريف مي.  بيفتدUX)(داخل 1−= Xو لذا خواهيم داشت :  
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xxXXxxXX m ==== −−− ))((),,())(~()( 1111 Koo γγ  

UUXXاما ⎯→⎯−   : يك ديفئومورفيسم است و لذا1:)(
MTUXTX xxXxX

⎯→⎯∗
− ))((:)( )()(
1  

  
MTvxيكريختي است و بنابراين x∈],[تصوير يك عضو يكتاي ))(()( UXT xXاما اگر . باشد  مي

)(,)(قرار دهيم xXyVUX   باشد   ميmRI زيرمجموعه بازي ازV چون==
mبنابراين

y RIVT ],[چون. ≅ vxتصوير يك عضو يكتاي ))(()( UXT xXدهيم باشد، قرار مي  مي:  

],[))((),)((
)(

vxXuxX
xX

11 −
∗

−=  

vuXXحال داريم 
xX

==′=′ ∗
−

∗
− )()()(~)()(

)()(~
11 ooo

o
γγ

γ
.  

  :كنيم  تعريف مي-34

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
⎯→⎯∞

))((:)(
),(:

pfflfD
RIRIMCD  

)(نآ كه در  pfتابع ثابت روي Mبا مقدار )( pfباشد  مي.  
  . كند  در خواص زير صدق ميDدهيم نشان مي

1(D ،RI−خطي است  
,),(به ازاي هر) 2 RIMCgf    داريم∋∞

)()()()()( gDpfpgfDgfD +=  
  :شود و اما شرط دوم  نتيجه ميl با توجه به خطي بودنDنخطي بود

))()(()( pgpffglfgD −=  
))()()(()())(()()( pgpffpglpgpfflpgfD ⋅−⋅=⋅−=⋅  
))()()(())(()()()( pgpfgpflpgglpfgDpf ⋅−⋅=−⋅=⋅  

)())()()((
))()()(()()()()(

∗⋅−⋅
+⋅−⋅=⋅+⋅

pgpfgpfl
pgpffpglgDpfpgfD  

pMCpggpffاما از طرفي چون )()(,)(   : داريم،باشند  مي−−∋∞
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( )
( )

( ) ( )gpffglpgpffpgl
pgpfgpffpgfgl

pggpffl

)()()()(
)()()()(

))()()((

−=−⇒
=+−−

=−−
o

o

 

  
  : خواهيم داشت∗)(در نتيجه از رابطه

)())()((
))()()(())(()()()()(

fgDpgpffgl
pgpfgpflgpffglgDpfpgfD

=⋅−=
⋅−⋅+⋅−=⋅+⋅

  

pMCfحال اگر )(=o آنگاه∋∞)( pfو بنابراين )()( flfD lD و لذا =
pMC =∞ )(.  

RIRIMCDاكنون اگر ⎯→⎯′ ∞  نيز l باشد و بعلاوه توسيع2)( و1)( نگاشتي با خواص نيز:),(
  به عبارت ديگر. باشد  ميDدهيم همان باشد، نشان مي

)()(),( fDfDRIMCf =′∈∀ ∞  
),(كنيم  براي اين كار فرض مي RIMCf   :خواه باشد در اين صورت دل∋∞

)())((
))(())(()()()(

fDpffl
pffDpfDfDfDfD

=−=
−′=′−′=−′=′ o

  

}حال اگر }),(][:),( RIMCffRIMC p
∞∞  باشد، تعريف pهاي توابع در رم مجموعه جِ=∋

  :كنيم  مي

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯∞

)(][

),(:~

fDf

RIRIMCD p

a
  

D~ِيكتاي وابسته به  خوشتعريف است و اشتقاق lباشد  مي.  
  

,(كنيم  فرض مي-35
)(

( RI
W
MC

HomT p
RI

∞

  :كنيم  در اين صورت تعريف مي∋

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+==

⎯→⎯∞

)()][()(

)(:

WfTfTfl

RIMCl

T

pT  
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l خطي است و در شرط o=⋅∈∀ ∞ )()(, gflMCgf Tpبنا بر مساله . كند  نيز صدق مي

  .  باشدTl توسيعTD بطوريكهTD مانندpقبل وجود دارد اشتقاق يكتايي در
  :كنيم تعريف مي

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⎯→⎯

∞

T

p
p

IR

DT

DRI
W
MC

Hom

a

),
)(

(:θ  

  :كنيم  باشد تعريف ميp يك اشتقاق در∋pDDبرعكس اگر

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

⎯→⎯∞

))]([()(

)(:

pffDfl

RIMCl

D

pD  

  
  خطي است و در شرط−RI يك نگاشتDlدر اين صورت

o=⋅∈∀ ∞ )()(, gflMCgf Dp  

,(، Dlكند بنابراين نيز صدق مي
)(

( RI
W
MC

HomT p
RID

∞

  :كند  را با ضابطه زير القاء مي∋

)()][()( flfTMCf DDp =∈∀ ∞  
  دهيم حال قرار مي. خطي است−RIتعريف و   خوشDl ،DTبا توجه به خاصيت

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⎯→⎯

∞

D

p
RIp

TD

RI
W
MC

HomD

a

),
)(

(:ψ  

ψθتوان ديد كه براحتي مي  يك يكريختي فضاهاي برداري حقيقي است θ  معكوس يكديگرند و لذا,

,(                               بنابراين
)(

( RI
W
MC

HomD p
RIp

∞

≅.  

  
MTM نگاشت طبيعي كلاف مماس را با-36 ⎯→⎯:π دهيم كه به ازاي هر نمايش مي Mp∈ ،
MTp p=− )(1π  فيبر مماس برM درp دانيم كه مي. باشد مي π پوشا و پيوسته   نگاشت  يك      
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 TMبر فرض خلف همبند باشد و Mكنيم حال فرض مي. نيز همبند خواهد بود M در نتيجه باشد يم
∩=φ چنان موجود باشند كه TMدر 2O و 1Oيعني بازهاي ناتهي. ناهمبند باشد 21 OO 

21و OOTM   .باشد مي nRIهمئومورف با  Mp∈،MTpدانيم كه به ازاي هر مي. =∪
 Uزيرمجموعه پس دو. گيرد قرار مي 2Oو يا كاملاً در 1Oكاملاً در MTpبنابراين همبند است و لذا هر

TUOآيند كه بدست مي Mدر Vو TVOو 1= سوبمرسيون  π نگاشتحال چون . باشند 2=
)(باشد بنابراين است و هر نگاشت سوبمرسيون يك نگاشت باز مي 1OU π= و)( 2OV π=  دو باز

VUMباشند كه با هم اشتراك ندارند و بعلاوه مي Mناتهي در ف فرض خلا كه اين =∪
  .باشد مي Mهمبندي

  
MTvxكنيم  فرض مي-37 NTwxfvxf و],[∋ x ∈=∗ با در نظر گرفتن دو .  باشد],[])(,[

),(كارت UXحول xدر Mو ),( VYحول yxf ],[حولهاي زير را  ، كارتN در)(= vx 
],[حول و MTدر wyدر NTگيريم  در نظر مي  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′
×⎯→⎯

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′
×⎯⎯→⎯

),)((],[
)(

),)((],[
)(

wpYwq
RIUYVT

vpXvp
RIUXUT nYTmXT

aa
  

−1حال اگر 
∗ )( XTfYT ooيم داشت را در نظر بگيريم خواه  

)))()(()(,))(()((

))())(()(,)((

)))()(()(,))(((

)])())(()(,)([(

))],[((),)(()(

vpXXfYDpXXfY

vpXXfYDpfY

vpXXfYDpfY

vpXXfYDpfYT

vpfYTvpXXTfYT

′=

′=

′=

′=

′=′

−−

−

−

−
∗

−
∗

11

1

1

1

1

oooo

ooo

oo

oo

oo

  

  

XfY−1 اما ooنسبت به )( pX،rCو  )( 1−XfYD ooنسبت به )( pX،1−rCباشد  مي .
XfY−1البته ooنسبت به v′مستقل است و لذا نسبت به v′،∞Cاست  .

)(همينطور 1−XfYD ooنسبت به v′ خطي است و چون ما در فضاي با كنيم  عد متناهي كار ميب
−1بنابراين. باشد  ميv′،∞Cلذا نسبت به 

∗ XTfYT oo1 در كل يك نگاشت−rCباشد در   مي
  .باشد  ميrC−1 يك نگاشتf∗،نتيجه طبق تعريف
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 . واضح است-38
  

NMqp به ازاي-39 )),(,()(كنيم  فرض مي),(∋× ),( NMTwqp qp ×∈=ξ بنا به . باشد

پذير تعريف وجود دارد خم ديفرانسيل
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ×⎯→⎯⊆−

))(,)((
),(:

ttt
NMRI

21 γγ
εεγ

a
   بطوريكه

),),(())(,)((,),()( wqpqp =′= ooo γγγ  
MTNTبا توجه به مطالب فوق pq ∈′∈′ )(,)( oo 12 γγ و ))(),(()( ooo 21 γγγ ′′=′=w.  

  :نگاشت زير

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′

×⎯⎯ →⎯×

)))(,(,))(,((

)( ),(
),(

ooa 21 γγξ

ϕ

qp

NTMTNMT qpqp
qp

  

براي اثبات . در واقع يك ايزومورفيسم خطي استتوان ديد   خوشتعريف است و مي ويك نگاشت خطي
عد دو فضاي بردارياين مطلب با توجه به اينكه ب)(),( NMT qp NTMT و× qp  هر دو برابر ×

)(با mNdimMdi   : كنيم فرض مي. د، كافي است نشان دهيم اين نگاشت يك به يك استنباش  مي+
)()()( ),(),( ∗= ηϕξϕ qpqp  

)),(,(كه در آن vqp=ηعضوي از )(),( NMT qp   : زير باشد كه از خم  مي×

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ×⎯→⎯⊆−

))(,)((
),(:

ttt
NMRI

21 ββ
εεβ

a
  

ηββيعني. آيد بدست مي =′ ))(,)(( oo .گردد كه  نتيجه مي∗)(با توجه به رابطه :  
  

)))(,(,))(,(()))(,(,))(,(( oooo 2121 ββγγ ′′=′′ qpqp  
)()(در نتيجه oo ii βγ ξη و بنابراين i=,21 براي′=′ =.  

  

yexyxeفرض كنيم)  الف-40 yy ′+′=+ yexyxeو ′ yy ′+′=+ ′ λλ در اين صورت 
yyداريم ′−=− )()( λλ yy داريم λ≠1 بنابراين براي. 11 xxهمچنين. =′  ϕنگاشت. =′

  : استصورت اين باشد و نگاشت معكوس آن به  مي C∞بوضوح
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λλ
λ λ

−
−

=
−
−

= −
−

11
1 vuyevux
vu

  

 ديفئومورفيسم است اگر و تنها ϕبنابراين. λ≠1 است اگر و تنها اگر ϕ،∞Cنگاشت معكوس
  .λ≠1اگر
   :داريم) ب

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

λyy

yy

xee
xeetde

y
v

x
v

y
u

x
u

tde 1  

dydxedydx بنابراين
yx
vudvdu y ∧−=∧

∂
∂

=∧ )(
),(
),(

1λ .در نتيجه ϕ  حافظ جهت است

  .λ<1اگر
 

),( دو كارت-41 ααϕ UTو ),( ββϕ UTرا  حول MTup p∈],[نگاشت . گيريم  در نظر مي
  :گذر عبارتست از

)()(: βαββαααβ ϕϕϕϕ TUTUTUTU ∩⎯→⎯∩−1o  
( )

( ))))(()(()),()(())))(()((,)((

)))(()((,,),,(),)(()(

upxxxDpxxxDupxxxDpx

upxxxDpupupx

ααβααβααββ

ααβββααβ βϕαϕϕϕ
111

11

−−−

−−

==

==

ooo

oo

  
  : نابراين ب

( )

( )21

112

1

1

))()((

))()(()))(()((
))()((

)),()((

pxxxDtde

pxxxDupxxxD
pxxxD

tde

upxDtde

ααβ

ααβααβ

ααβ

ααβ ϕϕ

−

−−

−

−

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

o

oo

oo

o

  

  :داريم،  استC∞ يك منيفلدMچون


