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  :دهيم ناميم و قرار مي مي pدر  Xعدرا بoNIn∈  عدد مناسب ∋Xp به ازاي-5

همسايگي باز  V اگر ∋nUp زيرا براي هر. باز است ∋oNIn هر ازاي به nU كنيم ادعا مي
يك  Vمجدداً ∋Vqاست، بديهي است كه براي هر نقطه nRIباشد كه همئومورف با يك باز pحول

nUVp است پس nRI همسايگي باز است كه همئومورف با   و بعلاوه داريم ∋⊇
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}دهيم ، قرار ميo=nو توجه داريم كه به ازاي }oo =RI و هر يك از نقاط ايزولهXبا oRI 
 دارد پس وجود. ها ناتهي و بقيه تهي هستندnU دقيقاً يكي از Xبه خاطر همبندي. همئومورف هستند

oNIn∈ بطوريكه nUX =.  
  
) فرض كنيد-6 , )x Uكارت دلخواهي از Mباشد كه mRIUxUx ⊆⎯→⎯ و  :)(

),(همچنين Vyكارت ديگري از Mباشد كه nRIVyVy ⊆⎯→⎯  همبند است Mچون. :)(
 M،rCحال چون. φ≠∩VUتوان آن را بصورت اجتماع دو مجموعه باز ناتهي نوشت لذا  لذا نمي

  :باشند  ميrCهر دوهاي زير  باشد لذا نگاشت مي
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. شان موجود است  از دامنهنقطه پس مشتق آنها نيز در هر،باشند  مي1C حداقلو چون اين دو نگاشت
باشند بايد   مي×mn و×nmهاي  ماتريس تبديل آنها كه ماتريسوارونبنابراين بنا به قضيه تابع 

nmپذير باشند در نتيجه بايد وارون   . باشد=
  
  :زنيم   براي اثبات اين موضوع فضاهاي موضعاً اقليدسي غيرهاسدورف و بدون پايه شمارا را مثال مي-7
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 يك مجموعه ناشمارا با توپولوژي گسسته M فرض كنيد: رافضاي موضعاً اقليدسي بدون پايه شما -

),}{(كارت ،∋Mxبه ازاي هر. باشد xϕ را  حول xگيريم كه در آن  در نظر مي:  
}{)( oo o =∈= Rxϕ  

  .يك منيفلد صفر بعدي است Mبنابراين
RIM فرض كنيد:فضاي موضعاً اقليدسي غير هاسدورف  - ⊆∪= ),[],( 321oدهيم  قرار مي:  

),(],(, 21 2211
21

εεεε +∪−=N  
),[),(, 21 2211

21
δδδδ +∪−=′N  

12121كه در آن  << δδεε ,,,o  .   
>>1حال به ازاي aoو { }aanmi −<< 1,εo دهيم مي قرار),(:, εεε +−= aaUa و 
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 زيرا . موضعاً اقليدسي استMنسبت به اين توپولوژي. گيريم  در نظر ميM توپولوژي روي يكرا پايه
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توان با بازها از هم   نميM را در2 و 1 زيرا .باشد  داراي پايه شمارا است اما هاسدورف نميMهمچنين
  )چرا ؟. (جدا كرد

  
8-)(UX زيرمجموعه بازي ازnRIباشد و با كارت هماني خود يك منيفلد  ميn−حال به . عدي استب

),(ازاي هر كارت مانند VY از Mبا شرط φ≠∩VUنگاشت زير :  

( )X U X Y X Y− −=o o o1 11  

 است و بطور C∞،  نگاشت بالاM رويC∞مانبراين با توجه به ساختباشد، بنا گذر مي نگاشتِ

)مشابه )X UY X Y X− − −=o o o1 1  يك ديفئومورفيسم X است و لذا بنا به تعريف، نگاشتC∞ نيز11
باشد  ميردشروي ب.  

  
  . شودمراجعه 10 به مساله -9
  

),( را بتوان با يك كارتMهرگاه. عدي باشدبn− يك منيفلد فشردهMكنيم  فرض مي-10 MX 
زيرا تصوير مجموعه . ، فشرده استnRIاي از جموعه به عنوان زيرمMX)( در اين صورت،پوشاند
 از طرفي بنا به تعريف يك كارت MX)(باشد، بنابراين  ميX تحت همئومورفيسمMفشرده

باشد،   همبند ميnRIباشد و چون  ميnRIاي بسته از  زيرمجموعه و از طرف ديگرnRIزيرمجموعه باز از
شود   ناتهي است نتيجه ميMX)(از آنجا كه . nRI يا تهي است يا كلMX)( كهگردد نتيجه مي

nRIMXكه   .    فشرده خواهد بود كه اين تناقض استnRI و لذا )(=
  

توان ديد اجتماع دو كارت لزوماً يك كارت   مي2Sنگاري براي نجك با در نظر گرفتن دو كارت -11
  .باشد نمي
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                             :كنيم  فرض مي-12
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 1S برايC∞اين دو كارت تشكيل يك اطلسباشند، در نتيجه   ميC∞هاي گذر بنابراين نگاشت
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دهيم اطلس بدست آمده  پوشانيم و سپس نشان مي  كارت زير استوانه را مي4 با در نظر گرفتن -15

  .عدي است است كه بوضوح دو بC∞گيريم كه استوانه يك منيفلد پذير است و نتيجه مي ديفرانسيل
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هاي اطلس بالا با   هستند، بنابراين تمام كارتC∞هاي گذر در نتيجه چون تمام نگاشت

  .كنند ند و لذا يك ساختار منيفلدي روي استوانه القا ميمرتبطC−∞هم
  

  :دهيم گيريم و قرار مي  توپولوژي گسسته را در نظر ميM روي-16
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mn همئومورفيسم است و اگرnϕدر اين صورت ∩=φ: داريم≠ mn UU .ها همگي  بنابراين كارت
  .عدي استپذير صفر ب  يك منيفلد ديفرانسيلMبا هم مرتبط هستند و لذا

باشد هر همسايگي حول مبدا حداقل شامل يك   ميMاز آنجا كه صفر نقطه حدي، o∪M}{در مورد
 يك oUاگر. رود  زير سؤال مي،هاي شامل صفر باشد و لذا يك به يك بودن كارت  ميMنقطه از

o وهمسايگي حول صفر باشد
oo RIMU ⎯→⎯∩:ϕ در اين صورت ،NIn∈ وجود دارد   

روي

روي

روي

روي
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MUبطوريكه
n

∩∈ o
oooo در اين صورت1 == )()( ϕϕ

n
 يك به يك نيست و لذا oϕدر نتيجه1

 در RI را با توپولوژي القايي ازo∪M}{توجه داريم كه در اينجا.  باشدo∪M}{تواند كارتي براي نمي
  .ايم نظر گرفته

  
زيرا با حذف .  همئومورف باشدRIاي از تواند با بازه  حول مبدا نميMبازي ازهمسايگي هيچ .  خير-17

 مذكور داراي چهار مؤلفه همبندي خواهد شد مبدا و تصوير آن تحت همئومورفيسم مفروض، همسايگي
  . داراي دو مؤلفه همبندي است، كه اين تناقض استRI دردر حاليكه بازة باز محذوف

  
 داراي يك مينور Aگردد كه   در اين صورت طبق تعريف نتيجه مي∋mRAكنيم  فرض مي-18
mm×گردد كه  با توجه به پيوستگي تابع دترمينان نتيجه مي. باشد كه داراي دترمينان ناصفر است  مي

)( درAاين مينور روي يك همسايگي RIM nm× ناصفر است و لذا يك همسايگي از A مانند 
)( RIMU nm×⊆چنان وجود دارد كه mRUA  يك زيرمجموعه mR يعني⊃⊇
)(باز RIM nm×مي  عدباشد و لذا يك منيفلد از همان ب)( RIM nm×عد يعني از بmnباشد  مي.  
  

  .ت مشابه مساله قبل قابل حل اس-19
  

 به عنوان دانيم كه در اينصورت مي. عدي باشدبn− يك فضاي برداري حقيقي وVكنيم مي فرض -20
nRIVدو فضاي برداري  داراي V بنابراين.اريمگذ  ميV توپولوژي معمولي را رويnRI و لذا از روي≅

eeeeحال فرض كنيم. شود  هاسدورف ميVپايه شمارا است و همچنين n =),,,( K21 يك پايه 
  : زيري برداريهايكريختي فضاوجود دارد  در اينصورت . باشدVمرتب براي

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

),,(
:

n

n
e

xxv
RIV

Ka 1

ϕ  

∑كه در آن
=

=
n

i
iiexv

1
),(گردد كه  نتيجه ميVحال با توجه به تعريف توپولوژي روي.  Veϕ يك 

. عدي استبn−پذير  يك منيفلد ديفرانسيلVبنابراين. باشد  ميVكارت و در واقع يك اطلس براي
عدنكته قابل توجه اين است كه بVبه عنوان منيفلد و فضاي برداري با هم برابر است  .  
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  :گيريم  زير را در نظر مي پيوسته  نگاشت-21

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

tAdeA
RIRIMtde n

a

)(:  

}در نتيجه })(),( o−= RItdeRInGL باز  يزيرمجموعه nnM  بنابراين يك زيرمنيفلد .باشد  مي×
nnMباشد و چون بعد  آن و همبعد با آن مي   :داريم) چرا؟(باشد   مي2n برابر×

2nMmdiRInGLmdi nn == ×),(  
  

),( و∋Mp فرض كنيم-22 UXيك كارت حول pباشد بطوريكه nRIpX ∈= o)( و 

{ }1<∈= yRIyUX n)( .حال از آنجاكهnRIموضعاً فشرده است ، همسايگي باز V شامل 

به ). ناميم  يك همسايگي فشرده ميچنين همسايگي را( فشرده باشد Vمبدا چنان وجود دارد كه
   تبديلo>rازاي

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ ⎯→⎯

x
r

x

RIRIT nn
r

1
a

:
  

در صورت نياز با استفاده از تجانس مناسب . باشد  ميnRIناميم كه يك همئومورفيسم را يك تجانس مي
UXVV)(توان فرض كرد كه مي گردد  باشد نتيجه مي  يك همئومورفيسم ميXحال چون. ⊃⊇
VX)(كه  .باشد  ميM درp يك همسايگي فشرده شامل−1
  

  . مشابه مساله قبل قابل حل است-23
 


