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  :1 تعريف

M: ممـاس آن و    فـضاي  TM، يك منيفلـد   Mفرض كنيد     TM Mπ  نگاشـت   →⎯⎯
 ماننـد   اسـت  C∞ نگاشـتي ،M رويC∞مقصود از يك ميدان بـرداري   . دنباش   كلاف مماس    تصوير
TMMX 1M بطوريكه :⎯→⎯ MXπ =o. بنابراينX   به هر نقطه Mx∈، عضو)(xX  از 

MTxدهد  را نسبت مي.  
  

  :2 تعريف
MIپذير  خم مشتق     ⎯→⎯:γ) I باز در   اي  فاصله RI(،     يك خم انتگـرال X   ناميـده 

It در صورتيكه براي هر    ،شود  مي )())(( داشته باشيم  ∋ tXt γγ  γگـوييم خـم انتگـرال       مـي . ′=
) وI∈oاگر) ∋Mx( است xواجد شرط آغازي ) xγ =o.  

  
   :3 تعريف

)بـراي هـر كـارت      . باشد M روي منيفلد  C∞ يك ميدان برداري   Xفرض كنيد     , )x U 
) نـــسبت بـــهX نمـــايش موضـــعي،Mروي  , )x U،ميـــدان بـــرداري Xx∗، يـــا بـــه طـــور 
)(تر دقيق UXx∗ شود است كه به صورت زير تعريف مي:  

( )
( )( ) : ( ( ) )

x q
x X q x X x q

−

−
∗ ∗=

1

1o  

  : شتتوان نو  ميبه طور معادل
x X x X x−∗ ∗= 1o o  

  .در واقع دياگرام زير جابجايي است
  
  
  
  
  
  
  
  
  

U TU 

)(UxU =′  UT ′ 

X

x ∗x

Xx∗
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  :4 تعريف 

C،QPh∞ دو منيفلد  Q و Pفرض كنيد      يك  X و C∞ يك ديفئومورفيسم  :⎯→⎯
  شود  به صورت زير تعريف ميQ روي∗Xhميدان برداري.  استP رويC∞ميدان برداري

( )
:

h q
h X h X h

−

−
∗ ∗=

1

1o o  

  
hيكي به مفهوم. بريم ي را به دو منظور به كار م∗Xhشايان ذكر است،: نكته  X∗ o و ديگري 

  .X وhميدان برداري ساخته شده از روي
   

  1قضيه 
C،QPh∞ دو منيفلد  Q و Pفرض كنيد      يك  X و C∞يك ديفئومورفيسم  :⎯→⎯

PIدر اين صورت خم   . باشند P روي C∞ميدان برداري  ⎯→⎯:γ   يك خم انتگرال X   است اگر 
QIhو تنها اگر ⎯→⎯:γoخم انتگرال يك Xh∗هر براي ،حالتدر اين .  باشدIt∈داريم   

( ( ) ) ) ( ( ( ) ) )h X t h X h tγ γ∗ ∗=o   
      

  ) وجود و يگانگي قضيه (2قضيه
  :در اين صورت. باشند Mي روC∞ يك ميدان برداريX ونيفلد يك مMفرض كنيد  

  . وجود داردp با شرط آغازيX خم انتگرالي براي،∋Mpبراي هر) الف
 وجـود دارد    RI در I بـازي ماننـد      و فاصله  p حول V همسايگي بازي مانند   ∋Mpبراي هر ) ب

  . موجود استq و شرط آغازيI خم انتگرالي با قلمرو،∋Vqبطوريكه براي هر
MIاگر) پ ⎯→⎯11 :γ وMI ⎯→⎯22 :γ   دو خم انتگرال X      بـا شـرط آغـازي p  باشـند ، 

21براي هر  IIt )()( تساوي،∋∩ tt 21 γγ   . برقرار است=
  

  :) يك ميدان برداريشار موضعي وابسته به (5 تعريف
MIهاي انتگرال  خم   كليه ،pبراي هر    ⎯→⎯ααγ  را  ،X همـوارِ    از ميدان بـرداريِ    :
) يعني.  باشندpي گيريم كه واجد شرط اوليه     در نظر مي   ) pαγ =o .اجتماعαI  اي بـاز   هـا فاصـله

[بااست كه    [pppI ωα MIدهيم و    نمايش مي  =, p
p ⎯→⎯:φ          را بـه ايـن صـورت تعريـف 

        :كنيم مي
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pItاگر )()(قرار مي دهيم آنگاه ،∋αIt كهα وجود دارد،∋ ttp
αγφ =.  

  
MI p

p ⎯→⎯:φ   مال را جواب ماكزيX    با شرط آغـازي p  زيـرا بـراي هـر جـواب        . نـاميم    مـي

MI ⎯→⎯ααγ p،pII با شرط آغازي   : ⊂α و αφαγ Ip= . حـالMRIM ×⊂~ 

MMو  ⎯→⎯~:φ كنيم به صورت زير تعريف مي را:  
{ }

:

( , ) ( )

p
p M

p

M I p IR M

M M

t p t

φ

φ φ

∈
= × ⊂ ×

⎧ ⎯⎯→⎪
⎨

=⎪⎩

%

%

U

  

  
ــسمت  ــي  )ب(از ق ــه م ــل نتيج ــضيه قب ــه   ق ــود ك ــه~Mش ــاز از  زيرمجموع MRIاي ب ــت× .  اس

MMنگاشت ⎯→⎯~:φ  شار موضعي وابسته بهراX ناميم مي.  
  

  : 3 قضيه
C، QPh∞ دو منيفلد  Q و Pفرض كنيد    و  X ديفئومورفيـسم و   C∞ يـك  :⎯→⎯

XhY ــرداري=∗ ــدانهاي بـ ــاظر رويC∞ ميـ ــن Q و P متنـ ــر. دباشـ PPاگـ ⎯→⎯~:φ و 
QQ ⎯→⎯

~:ψ  شارهاي موضعي X و Y نگاشت ، باشند QRIPh  كه بـه صـورت     ~:~⎯→⎯×
))(,(),(~ phtpth    است و~Q و~P ديفئومورفيسم ميانsCشود يك  تعريف مي=

hh ~
oo ψφ =  

  

),( يا tpφ)(بجاي هر يك از    :قرارداد ptφ نماد )( ptφ    مت با اين نمـاد قـس     . بريم   را نيز بكار مي
pItبراي هر. شود آخر قضيه بالا به صورت زير نوشته مي ∈:  

hh tt
~

oo ψφ =  
  

  ):ميدان برداري كامل  ( 6 تعريف
MRI برابــر~Mدر حــالتي كــه    و Mp∈،−∞=pα يعنــي بــراي هــر(،   باشــد×

+∞=pω (X را يك ميدان برداري كامل )ناميم مي) تمام.  
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  4 قضيه

 شــار φ وM رويC∞يــك  ميــدان بــرداري C،X∞ يــك منيفلــدMفــرض كنيــد  
  : در اين صورت. باشند Xموضعي

  . استC∞ نگاشتيφ)الف
1Mφ)ب =o.  
)())(()پ ptspts φφφ ــا از += ــاه دو تـ ــه هرگـ ــوم كـ )( بـــدين مفهـ ptφ،))(( pts φφ 
)(و pts+φسومي نيز تعريف شده است و تساوي برقرار است، تعريف شده باشند .  
  

  5 قضيه
 نيـز يـك     Vtφ)( آنگـاه  ، تعريـف شـده باشـد      M از V بـاز    در سراسر زيرمجموعه   tφاگر  
اگر ميدان .  استVtφ تعريف شده است و وارون  Vtφ)( در سراسر  t−φ است و  M باز  زيرمجموعه

 Vtφ)( و V ديفئومورفيسم ميـان   C∞ يك Vtφ آنگاه ، باشد C∞ يك ميدان برداري   Xبرداري
  .است

  
  6 قضيه

 Mروي ديفئومورفيـسم    C∞ يـك  tφ هـر  ، كامـل باشـد    C∞ يك ميدان برداري   Xاگر  
  .است

  
  :) از ميدان برداري   مستقل موضعيتعريف شار ( 7 تعريف

M و يـــك منيفلـــدMفـــرض كنيـــد   } يـــك همـــسايگي بـــاز′ } M×o در منيفلـــد 

MRIحاصلضربي MMهموارنگاشت  . باشند × ⎯→⎯′:ψ    را يك شار موضعي ∞C نـاميم     مي
  :ط زير برقرار باشندايدر صورتيكه شر

M)الف }،∋Mp يعني براي هـر    .  باشد " كوژ افقي    " ′ })( pRIM  در   و    همبنـد باشـد    ′∩×
  .همئومورف است IR دراصله بازنتيجه با يك ف

) ،∋Mpبراي هر) ب , )p pψ =o.  
),(),),(()پ ptspts ψψψ ),( بدين معني كه هـرگاه دو تـا از          .+= pt،)),(,( pts ψ،  و 
),( pts M در+ M آنگاه سومي نيز در، باشند′   .باشد  است و تساوي برقرار مي′
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  7 قضيه

ــد   ــرض كنيـ ــد Q وPفـ QPh، دو منيفلـ ــك:⎯→⎯ ــسم و - C∞ يـ ديفئومورفيـ
PP ⎯→⎯′:ψشـــار موضـــعي يـــك ∞C در ايـــن صـــورت شـــار موضـــعي. باشـــند∞C، 
QQ ⎯→⎯′:φــسم C، QPh∞ و ديفئومورفيـــــــــــ ′⎯→⎯′′ ــود دارد :  وجـــــــــــ

hhبطوريكه ′= oo φψ.د در اين حالت دياگرام زير جابجائي خواهد بو :  
  
  
  
  

   8 قضيه
MM يك منيفلد و   Mفرض كنيد    ⎯→⎯′:ψ   يك شار موضعي ∞C  در ايـن   . باشـند

)صورت ميدان برداري   ) ( ) ( )pX p ψ ′= o   يك ميدان برداري ∞C   است و اگر MM ⎯→⎯~:φ 
MM آنگاه، باشدXشار موضعي M و ′⊃~ ′= φψ.  

  
اگر افكنشهاي متعارفي روي محورهاي . گيريم مي  در نظر   mRIاي باز از     را زيرمجموعه  U  :1 مثال

RIRIxمختصات را به m
i ⎯→⎯:، , ,i m=1K ،ميدانهاي برداري، نمايش دهيم   

, ,
mx x

∂ ∂
∂ ∂1

L  

  : كنيم را به صورت زير تعريف مي

TUmRIUiepp
ix

≅×∈=
∂
∂ ),()(  

)كه در آن   , , , , , , )ie = 1o L o o L o،i   استاندارد   امين عنصر پايهmRI ايـن  هاي انتگرال  خم.  است
  :آيند  بدست مي ديفرانسيل زير  معادله ازميدان برداري

i

m

x

x

x

=⎧
⎪
⎪⎪ =⎨
⎪
⎪

=⎪⎩

1

1

& o

M

&

M

& o

  

P′  Q′  

P  Q 

h′  

ψ  ϕ  

h  
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),,(كه جواب آن با شرط آغازي mppp L1= استصورتاين  به :  

i i

m m

x p

x p t

x p

=⎧
⎪
⎪⎪ = +⎨
⎪
⎪

=⎪⎩

1 1

M

M

  

 امين محور مختصات اسـت كـه از         i خط راستي موازي   ،pبدين ترتيب تصوير جواب با شرط آغازي      
  .گذرد  ميp نقطه

  

) بردارهـاي ،∋Up  در هـر نقطه،توجه كنيد كه در مثال قبل     : 2مثال ) , , ( )
m

p p
x x
∂ ∂
∂ ∂1

L 

تـوان     مـي  U روي Xبـرداري بدين ترتيب براي هـر ميـدان        . دهند   مي UTpتشكيل يك پايه براي   

ــت )نوش ) ( ) ( )
m

i
ii

X p X p p
x=

∂
=

∂∑
1

ــه در آن RIRIX ك m
i ــابراين،:⎯→⎯ ــم بن ــاي   خ ه

  . به فرم زير است، ديفرانسيل  معادلهداراي Xبرداري ميدان انتگرال 

m m

x X

x X

=⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

1 1&

M

&

  

  . باشندC∞ همهiX است اگر و تنها اگر نگاشتهايC∞ يك ميدان برداريX كنيد كهتوجه
  

RIUfكنيم  ميگيريم و فرض      ميدر نظر  mRIاي باز از     را زيرمجموعه  U:3 مثال  يـك   :⎯→⎯

 ميـدان   ،دهـيم    نمـايش مـي    ∇f كـه بـه    ،f) اقليدسي( در اين صورت گراديان      .  است C∞نگاشت
  :برداري زير است

( ) ( ) ( ) ( , ( ), , ( ))
m

i i mi

f f ff p p p p p p
x x x x=

∂ ∂ ∂ ∂
∇ = =

∂ ∂ ∂ ∂∑
11

L  

در اينجـا اگـر     . گيـريم    مـي  "گراديـان "هـاي      آخـر را مولفـه       مولفـه  mدر رياضيات مقدماتي معمـولا    
mm RIRIUTU ⎯→⎯×≅:π  افكنش روي m   مولفه آخر باشد ،fπ ∇o    گراديان به مفهوم 

  .كلاسيك است
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RIRIfفرض كنيد :  4 مثال m باشـند   f يـك مقـدار عـادي      c و C∞ يـك نگاشــت   :⎯→⎯

cfM)( بطوريكه )( يك منيفلـد   Mدانيم كه   مي.  تهي نيست  =−1 1−− mعـدي ب∞C  اسـت  .
mRIMgفرض كنيد  تـوان بررسـي كـرد كـه در چـه شـرايطي               مي.  باشد C∞تي نگاش :⎯→⎯

  : زيرنگاشت

:
( ) ( , ( ))

m m mX M IR IR T IR
X p p g p

⎧⎪ ⎯⎯→ × ≅
⎨

=⎪⎩
  

ــرداري  )(،∋Mp در واقــع در هـــر نقطــه.  اســتM رويC∞)ممــاس ( يــك ميــدان ب pX 
mدر

p RIT سوال اين است كه تحت چه شرايطي      . رار دارد ق)( pX  در زيرفضاي )( 1−− mعـدي  ب

pT M از m
p RIT  كه دانيم  مي.  واقع است ( )

ppT M ker f∗= .  1 پـسM MXπ =o    معـادل  
)()(كهاين است  fTrkepX p∈ يعني f X∗ =o oيا df X =o o . اگرgرا به صورت   

( ) ( ( ), , ( ))mg p g p g p= 1 L  
, به ازاي كهنمايش دهيم ,i m=1K،RIMgi    عبارت فوق معادل است با باشند،  مي :⎯→⎯

( ) ( )
m

i
ii

f p g p
x=

∂
⋅ =

∂∑
1

o  

  آيد  به صورت زير درمي،كه با نمايش ضرب داخلي اقليدوسي به
( ) ( ) ( )f p g pπ ∇ = ∗o o  

هر  ،هاي تراز عمود است چون گراديان هموار به مجموعه. اين ضابطه در واقع تعبيري مانوس دارد
  . عمود باشد تراز بايد بر گراديان ميدان برداري مماس بر مجموعه

)( ره كُ،به عنوان نمونه 12 −− mزير است تراز تابع عدي را در نظر بگيريد كه مجموعهب .  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

⎯→⎯

∑ 2

2

i

m

ppf

RIRIf

)(

:
  

12براي. كنيم  را به صورت زير تعريف ميXميدان برداري −∈ mSp،  
( ) ( , ( , , , , , , ))m mX p p p p p p p p −= − − −2 1 4 3 2 2 1L  

  
)چون )( ) ( , , )mf p p pπ ∇ = 1 22 2o L، پـس ميـدان بـرداري   ، برقرار است  ∗)(بينيم كه    مي X 

12بر −mSمماس است .  
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  )  تعيين ميدان برداري وابسته به يك شار موضعي: ( 5 مثال

  .كنيم را محاسبه ميآوريم و سپس ميدان برداري مولد آن  مثالي از يك شار مي  
22 RIRIRI ⎯→⎯×:φكنيم  را به صورت زير تعريف مي :  

),()),(,( tCosytSinxtSinytCosxyxt +−=φ  
  :  زير استدوران tφ،به بيان ديگر

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
tCostSin
tSintCos

  

1IRφشود كه    هموار است و به سادگي تحقيق مي       φواضح است كه   =o tsst و 2 φφφ o=+ .  بـراي
  :  داريمφي مولد محاسبه

),()(),( tCosytSinxtSinytCosxtyx +−=φ  
  شود كه   نتيجه ميo=t و قرار دادن،tگيري نسبت به با مشتق

),),((),(
y

x
x

yyxyxX
∂
∂

+
∂
∂

−=  

ناميده  " 2RIهاي   دورانمولد بينهايت كوچك    " يا   " بينهايت كوچك  دوران"اين ميدان برداري يك     
  .شود مي
  

  )هاي انتگرال ماكزيمال يك ميدان برداري كامل  بندي خم كلاسه ( 9 قضيه
ــد    ــرض كني ــد  Mف ــك منيفل ــرداري Xو ي ــدان ب ــك مي ــل رويC∞ ي ــا M  كام   ب

MMRIشار ⎯→⎯×:φ در اين صورت براي    .باشندMp∈،    يمالس خم انتگـرال ماك ـX   بـا 

p،MRIpشرط آغازي ⎯→⎯:φ،يكي از سه نوع زير است :  
ptRIt)الف p =∈∀ )(φ،شرط لازم وكافي براي بروز اين حالت اين است كه  ( )X p = o.  
ــت   ) ب ــي و مثب ــدد حقيق ــوچكترين ع ــر   ωك ــراي ه ــه ب ــود دارد ك ــصويرq وج  و ،pφ روي ت
RItهر ∈،)()( qq tt φφ ω  C∞  و  ،Mعديمنيفلد يك ب   زير  يك pφدر اين حالت تصويـر   . +=

  . است1Sديفئومورف با
MRIp)ج ⎯→⎯:φيك ايمرسيون يك به يك است .  
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  10 ضيهق

 φ بـا شـار موضـعي      M روي C∞ يك ميدان بـرداري    X يك منيفلد  و    Mفرض كنيد   
[ و ∋Mpهمچنين. باشند [ppr ωα ]اگر. ∋, [p

p r ωφ [به ترتيب  ( , ]rp
p ,αφ (   در يك

  .)pα=∞−به ترتيب  ( pω=∞+ آنگاه، قرار داشته باشدM  فشرده زيرمجموعه
  

  11 قضيه
  . كامل استMروي هر ميدان برداري  ، فشرده باشدC∞ يك منيفلدMاگر  

  
RIRIxكنيم كه اگر   يادآوري مي    m

i  آنگاه ميدان ،ام باشدi افكنش روي مولفه:⎯→⎯

برداري هموار 
ix∂

)(),( به صورت  ∂ iepp
ix

=
∂
توان بـه   مشابه اين تعريف را مي. شود   تعريف مي  ∂

  .طور موضعي در مورد يك منيفلد اظهار كرد
  

  ):هاي برداري استاندارد وابسته به يك كارت  ميدان ( 8 تعريف
  

)فرض كنيد          , )Uξكارتي روي منيفلد Mباشد .ix ξoرا به iξبراين بنا. دهيم  نمايش مي    
( ) ( ( ), , ( ))mp p pξ ξ ξ= 1 L  

هاي برداري ميدان
iξ∂

  : شوند  تعريف مي صورت اين به∂

ii x∂
∂

=
∂
∂

∗
− )( 1ξ

ξ
  

  :يا به طور معادل

( ) ( ) ( ( ), )i
i

p p eξ ξ
ξ

−
∗

∂
=

∂
1  

  : را به صورت زير نوشتXتوان  مي، باشدU ميدان برداري دلخواهي رويXاگر

∑ ∂
∂

= )()()( p
i

piupX
ξ

  

,به ازاي كه در اينجا     ,i m=1K،RIUui  ايـن   Xشرط لازم وكافي براي هموار بـودن      . :⎯→⎯
  تايي −Up∈،m كنيم كه در هر نقطه ادعا مي.  باشندC∞ هاي مربوطه همهiuاست كه
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)),(,)((مرتـــب pdpd mξξ L1ي دوگـــان بـــراي   پايـــه∗)( UpT  نـــسبت بـــه پايـــه   

)مرتب ( ), , ( ))
m

p p
ξ ξ
∂ ∂
∂ ∂1

Lبراي UTpتعريف داريمطبق .  است
ii x∂

∂
=

∂
∂

∗
− )( 1ξ

ξ
.   

))((نمايش موضعي p
j
ξ

ξ∂
) نسبت به دستگاه مختصات∂ , )Uξبه صورت زير است  :  

),)((

))(())()()(())()((
)(

j

jjj

ep

p
x

p
x

p
ppp

ξ

ξξξξ
ξ

ξ
ξ

=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

∗
−

∗∗ oo 1

  

  : داريمiξ تابع ديفرانسيلپس بنا بر تعريفِ

ijjiji
j

pi epDxepDpd δξξξξ
ξ

ξ ===
∂
∂ − )))()((())()(())((())(()( 1o  

  
) هرگاه كارت:قرارداد , )x Uرا روي منيفلد Mهاي برداري استاندارد   در نظر بگيريم، ميدان

وابسته به آن را با
ix

∂
∂

  .  نمايش مي دهيم

)ساختار (  9 تعريف , )C M IR∞−مدولي)(Mχ(:  
 را  M روي C∞حقيقيِ نگاشتهاي    مجموعه. عدي است بm− يك منيفلد  Mفرض كنيد   

),(اب RIMC∞هاي برداري  ميدان  و مجموعه∞Cروي Mا را ب)(M∞Γ   
  
 يك فضاي بـرداري  ،هر يك از اين دو مجموعه تحت عمل جمع نگاشتها  . دهيم  نمايش مي  Mχ)(يا

),(ضــرب نگاشــتها در.  اســتRIروي RIMC∞،يــا در واقــع ، ايــن مجموعــه را بــه يــك حلقــه 
MX)(براي. دكن  جبر تبديل مي  −RIيك ∞Γ∈ و  ),( RIMCf  Xf ميدان بـرداري   ،∋∞

  :شود به صورت زير تعريف مي
( ) ( ) ( )p M f X p f p X p∀ ∈ =  

MXf)(شود كه مي  مشاهدهبسادگي ∞Γ∈ .پس)(M∞Γ در واقع يك مدول 
),(روي RIMC∞است .  
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  :)برداري روي يك تابع حقيقي همواراثر يك ميدان   (10 تعريف
),( وXبراي ميدان برداري دلخواه         RIMCf fX ياXdf)( نگاشت،∋∞  M از⋅

  : كنيم  را به صورت زير تعريف ميRIبه
))(())()(())(( aXdfaXdfafX a==⋅  

  
fXبه تمايز: نكته   .  توجه داشته باشيدXfو ⋅

  

 و mRI باز   يك زيرمجموعه  Mاگر :نكته
ix

X
∂
∂

ه آخر تعريف فوق به صـورت        آنگاه رابط  ،دنباش =

   :آيد  در ميزير

)())()(())(())(( p
x
fepDfp

x
dfpf

x i
i

i
p

i ∂
∂

==
∂
∂

=⋅
∂
∂  

كه دليل بكارگرفتن نماد 
ix∂

  . است براي اين ميدان برداري∂

  
  12 قضيه

MX)(اگر   ∞Γ∈،    آنگاه به ازاي هر )(MCf ∞∈،fX  ∞MC)( نيز متعلق بـه    ⋅
  .باشد مي
  

  ): اشتقاق وابسته به يك ميدان برداري ( 11ف تعري
MX)( يك منيفلد هموار وMفرض كنيد    ∞Γ∈نگاشـت . باشندXD   زيـر بـه صـورت   
  :شود تعريف مي

: ( , ) ( , )
( )

X

X

D C M IR C M IR
D f X f

∞ ∞⎧ ⎯⎯→
⎨

= ⋅⎩
  

fXطبق قضيه قبل ),( متعلق به⋅ RIMC∞بنابراين. است XDتعريف است  خوش .  
  

  13 قضيه
MX)( يك منيفلد هموار و    Mفرض كنيد    ∞Γ∈    دنباش ـ.XD   هـا  ويژگـي ايـن    داراي 

  :باشد يم
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  .خطي است−RI نگاشتيXD)الف
, يعني براي. لايپنيتزي استXD)ب ( , )f g C M IR∞∀    داريم∋

gDfgfDgfD XXX ⋅+⋅=⋅ )(  
  

  : )اشتقاق هاي روي يك منيفلد ( 12 تعريف
هـــــر نگاشـــــت . شـــــدبا  يـــــك منيفلـــــد همـــــوار مـــــيMفـــــرض كنيـــــد  

),(),(: RIMCRIMCD ∞∞  اشــتقاق يــكرا خطــي و لايپنيتــزي باشــد −RI كــه⎯→⎯
  .ناميم  ميMروي

  
  . استاشتقاق يك X،XDبراي هر ميدان برداري هموار :6مثال 

  
  14 قضيه

  :در اين صورت. دنباش  M روياشتقاق يك D يك منيفلد هموار وMفرض كنيد  
) نگاشت ثابتCاگر) الف )x M C x c∀ ∈ )  آنگاه، باشد= )D C = o.  

  
),( و ∋Mpبراي) ب RIMCf ))(()( مقـدار  ،∋∞ pfD      تنهـا بـه مقـدارهاي f    در يـك 

  . بستگي داردp همسايگي دلخواه نقطه
  

  :13 تعريف
. دهـــيم  مـــي نمـــايش ∆M)(ا را بــــM همـــوارِ منيفلـــدهـــاي اشـــتقاق  مجموعـــه  

,)(براي MDD 21 مجموع،21∋∆ DD   :شود  به صورت زير تعريف مي+
)()()()( fDfDfDD 2121 +=+  

MD)(و اگر ∆∈،),( RIMCg   :كنيم  تعريف مي آنگاه∋∞
)())(( fDgfDg ⋅=⋅  

  
),(ساختار(  15 قضيه RIMC∞− مدولي)(M∆(  

  شـده در   هـاي تعريـف      با عمل  ،∆M)(يعني ،M يك منيفلد هموار   هاي اشتقاق  مجموعه  
),( يك مدول روي،بالا RIMC∞است .  
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  16 قضيه

),(فــــرض كنــــيم   RIRICf m∞∈و mRIx در ايــــن صــــورت نگاشــــتهاي . ∋
),( RIRICf m

i
  : داريم∋mRIxكه براي هربطوري وجود دارند ∋∞

∑
=

−+=
m

i
iii xfxxxfxf

1

)()()()(  

)()(و x
x
fxf
i

i ∂
∂

=.  

  )M∞Γ)( و∆M)(يكريختي ( 17 قضيه
XX نگاشت ،Mبراي هر منيفلد هموار      Da  يك ايزومورفيسم ( , )C M IR∞− مدولها

  . است∆M)( بهM∞Γ)(از
  

   18 قضيه
.  اسـت  φوضـعي   با شار م    M يك ميدان برداري هموار روي منيفلد هموار       Xفرض كنيد   

),(در اين صورت براي هر RIMCf   : داريم∋Mp و هر∋∞
( ( )) ( )( )( ) h

h

f p f pX f p lim
h

φ

→

−
⋅ =

o

  

  19 قضيه
,)( يك منيفلد هموار وMفرض كنيد   MDD   در اين صورت. دنباش  مي21∋∆

[ ] 122121 DDDDDD oo −=,  
  . استاشتقاقيك 

  
  :)برلي مجموعه ي ميدان هاي برداريساختار ج ( 14 تعريف

  در اين صورت كروشه لـيِ      . باشند M دو ميدان برداري هموار روي     2X و 1Xفرض كنيد   
]آنها كه با ]21 XX   : است كهM يگانه ميدان برداري هموار روي،يمنمايش مي ده ,

[ ] [ ]
2121 XXXX DDD ,, =  

]توان  مي،به طور معادل ]21 XX ),(ي اثر آن روي عنصرهاي  را بوسيله, RIMC∞ مشخص 
  :كرد

[ ]( , ) , ( ) ( )f C M IR X X f X X f X X f∞∀ ∈ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅1 2 1 2 2 1  
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  20 قضيه

]) الف   خطي است−RI هر مولفهنسبت به ,[
])  ب ] [ ]XYYX ,, ] و در نتيجه،=− ],X X = o.  
])اتحاد ژاكوبي ) ( ج ][ ] [ ][ ] [ ][ ] o=++ YXZXZYZYX ,,,,,, .  
),(براي هر) د RIMCf ] داريم،∋∞ ] [ ] YfXYXfYfX )(,, ⋅+= .  
  
NMhهرگاه) ه    آنگاه، يك ديفئومورفيسم هموار باشد:⎯→⎯

[ ] [ ]YhXhYXh ∗∗∗ = ,,  
  

  21قضيه 
NMh دو منيفلد همـوار و     N و Mفرض كنيد      يـك ديفئومورفيـسم همـوار      :⎯→⎯

MX)(براي هر. باشند ∞Γ∈و XhY ),(ر نگاشت و ه=∗ RINCf   :  داريم∋∞
( ) ( )X f h Y f h⋅ = ⋅o o  

  22 قضيه
. باشـند   مـي M دو ميدان برداري هموار رويY و X يك منيفلد هموار و    Mفرض كنيد   

  : داريم دراينصورت، نمايش دهيمφ  را بهXاگر شار موضعي
( ) [ ]( ) ( ) ( )

, ( )h

h

Y p Y p
lim X Y p

h
φ− ∗

→

−
=

o

  

tt آنگـاه  ، باشـد  −X شار موضعي  ψ و X شار موضعي ميدان برداري    φاگر :نكته −= φψ،   پـس 
]از ] [ ]XYYX ,,   :گيريم كه  نتيجه مي=−

[ ] ( )( ) ( ) ( )
, ( ) h

h

Y p Y p
X Y p lim

h

φ ∗

→

−
=

o

  

  
  23 قضيه

 با شـارهاي    M دو ميدان برداري هموار روي     Y و X يك منيفلد هموار و    Mفرض كنيد   
] در اين صورت  . باشد   مي ψ و φ ه ترتيب موضعي ب  ],X Y ≡ o       اگر وتنها اگر بـراي هـر RIts ∈, 

tكه   sφ ψo وs tψ φo   داشته باشيم   تعريف شده باشند s t t sψ φ φ ψ=o o ) .را به اين    حالتن  اي 
  .)شوند   نسبت به هم جابجا ميY وXكنيم كه صورت بيان مي
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  : 7 مثال

  Xو Yرا دو ميدان برداري در mRI،گيريم  با ضرايب ثابت مي:  
m

i
i

i
i RIba

x
bY

x
aX ∈

∂
∂

=
∂
∂

= ∑∑ ,  

  :شود كه  نتيجه مي، نمايش دهيم ψ وφ  را به ترتيب باY وXاگر شارهاي موضعي
tbppttappt +=+= ),(),( ψφ  

  پس
sbtappstpts ++== ))(())(( ψφφψ oo  
]شود كه و از قضيه فوق نتيجه مي ],X Y ≡ o.  

  
]نمايش موضعي( 15تعريف  ]YX ,(  :  

) كارت ،Mعدي و هموار  بm−براي منيفلد    , )x U    هـاي   ميدان ، را در نظر گرفته
ix

∂
∂

 را  

 بـه  ،U تحديـد آنهـا بـه   ، باشندM دو ميدان برداري روي  Y و Xاگر. گيريم  مانند قبل در نظر مي    
  :صورت زير است

, ( , )i i i i
i i

X u Y v u v C U IR
x x

∞∂ ∂
= = ∈

∂ ∂∑ ∑  

]نويسيم  مي ], i
i

X Y
x

ω ∂
=

),( و ضـريب   ،∑∂ RIUCi
∞∈ω     اگـر دو   . يمكن ـ   را محاسـبه مـي

  شود كه  نتيجه مي، اثر دهيم،jxطرف را بر نگاشت هموار

[ ], ,j j i i j
i i

X Y x u v x
x x

ω
⎡ ⎤∂ ∂

= ⋅ = ⋅⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )j j
i i i i

i i i i

x x
u u v u

x x x x
∂ ∂∂ ∂

= ⋅ − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑ ∑ ∑     

j j
i i

i ii i

v u
u v

x x
∂ ∂

= −
∂ ∂∑ ∑  

  
] نمايش موضعيِ برايل فرمو اينبنابراين ]YX   :آيد  بدست مي,

[ ]
,

, ( )( )j j
i i

i j i i j

v u
X Y u v

x x x
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂∑  
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ــوق مــشهود اســت  ــان كــه از رابطــه ف ــدار،همچن )( مق pXو )( pYــائي ــه تنه ــدهب    تعيــين كنن

]مقدار ] )(, pYX بلكه ، نيستند [ ] )(, pYX  به مقدارهاي X و Y     لخـواه  بـه د  ( در يك همسايگي
  .بستگي داردنيز  p نقطه) كوچك

  
  : )يك گروه ليروي  و راست برداري ناورداي چپهاي ميدان   (16 تعريف

بـه ترتيـب    ( نـاورداي چـپ      G روي Xميدان بـرداري  .  يك گروه لي است    Gفرض كنيد   
   در صورتيكه،شود ناميده مي) اورداي راستن

*, ( ) ( ) ( )
ga aa g G L X g X L g∀ ∈ =o o  

,*به ترتيب  ( ( ) ( ) ( )
ga aa g G R X g X R g∀ ∈ =o o .(   

)و يا بطور خلاصه )aa G L X X∗∀ ∈ )به ترتيب  (= )aa G R X X∗∀ ∈ =.(    
         

هـاي   ضـعيت ميـدان   و،كنـيم  هاي برداري ناورداي چپ محـدود مـي    بررسي خود را به ميدان  ادامهدر  
  .برداري ناورداي راست مشابه است

  
  24 قضيه

هاي برداري ناورداي چـپ    ميدان در اين صورت مجموعه. روه لي است يك گ Gفرض كنيد   
)دهـد كـه تحـت        مي RI تشكيل يك فضاي برداري روي     Gروي )X X ea  بـا GTe   ايزومـورف 
  .است

  
)ا را ب  Gهاي برداري ناورداي چپ روي      ميدا  مجموعه :نكته )l G∞Γ   كـه بنـا بـه       دهـيم    نمايش مـي 

)همچنـين .  است G∞Γ)(خطي-RIيك زيرفضاي قضيه قبل      )l G∞Γ  عمـل كروشـه لـي        تحـت  
   زيرا.بسته است

[ ] [ ], ( ) ( ) , ( ) , ( ) [ , ]l a a aa G X Y G L X Y L X L Y X Y∞
∗ ∗ ∗∀ ∈ ∀ ∈Γ = =  

  
, اگربنابراين ( )lX Y G∞∈Γ ،آنگاه[ ], ( )lX Y G∞∈Γ .  
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  : )جبرلي حقيقي  ( 17 تعريف

] و برداري حقيقي  يك فضاي    Vفرض كنيد    ]( , ) ,X Y X Ya    نگاشـت از  يـكV V× 
   : زير برقرار باشندايطشر باشند، بطوريكه Vبه

]) الف   .خطي باشد−IR مولفهدو نسبت به هر,[
Xبراي هر) ب V∈، [ ],X X = o.  
,براي هر سه عنصر) ج ,X Y Z V∈،يعني. اتحاد ژاكوبي برقرار باشد   

[ ] [ ] [ ], , , , , ,X Y Z Y Z X Z X Y⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ o  
  

  .است يك جبر لي حقيقي ،M براي هر منيفلد هموار،M∞Γ)(  :8مثال 
  

) آنگاه ، يك گروه لي باشد    G اگر : 9مثال   )l G∞Γ     در واقع يك زبرجبر     (. يك جبر لي حقيقي است

  ).  استG∞Γ)(لي از
  

  ):جبرلي وابسته به يك گروه لي (18تعريف 
 ( )l G∞Γ گروه لي را جبر ليGبا24م كه بنابه قضيهنامي  مي ،GTeاشدب  نيز يكريخت مي .  

  
  .  بعد هرگروه لي با بعد جبرلي آن برابر است:نكته

  
)جبرلي گروه لي : (10مثال  , )GL n IR (  

),(),(ازآنجاييكه RInMRInGLT
nI ) جبرلي بنابراين،  = , )GL n IR   يكريخت بـا( , )M n IR 

  :ازد و كروشه لي آن عبارتست باش مي
, ( , ) [ , ]A B M n IR A B A B B A∀ ∈ = ⋅ − ⋅  

  
  25 قضيه

 خـم  ta)(بعـلاوه اگـر  . روي يك گروه لي كامـل اسـت      Xهر ميدان برداري ناورداي چپ      
)با شرط آغازي Xانتگرال )a e=o) eآنگاه،باشد) ر گروه  عضو خنثي د :  

)()()()الف tasasta ⋅=+.  
))ب ) ( )a tR pخم انتگرال Xبا شرط آغازي pاست .  
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  ):لي آبلي جبر( 19 تعريف
] داشته باشيم  Y و Xيك جبر لي را كه در آن براي هر دو عنصر                    ],X Y = o،    يك جبر لـي 

  .گوييم  ميجابجايي يا آبلي
  

  ): هاي برداري ناورداي يك عمل ميدان ( 20 تعريف
 باشـد   M بــر  Gگروه لي ) راست( يك عمل چپ     φ يك منيفلد هموار و    Mفرض كنيد   

MM  يك زيرمنيفلد هموار و بـسته      φ توسط  ارزي القا شده     هم  بطوريكه رابطه   دانـيم   مـي .  باشـد  ×

~
M                 نش شـود و افك ـ    با توپولوژي خارج قسمتي به طور طبيعي به يك منيفلـد همـوار تبـديل مـي

~: MM ⎯→⎯π، [ ]p pa،  ــت ــيون اس ــك سوبمرس ــرداري .  ي ــدان ب   راM رويXمي
φ−ناميم در صورتيكه براي هر  ناوردا ميGg XXg:  داشته باشيم ∋ =∗)(φ.  

:~)~(، باشـد  M اين چنين ميدان برداري روي     Xحال فرض كنيد   MTMY  را بـه    ⎯→⎯
  :كنيم صورت زير تعريف مي

[ ]( ) : ( )( )Y p X pπ∗= o  
  

 ميدانهاي برداري ناورداي ،روي خود عمل كند) راست (  بوسيله انتقال چپ G اگر گروه لي:11مثال
  .هاي ناوردا هستند همان ميدان) راست ( چپ 

  
  26 قضيه

 بطوريكـه   باشند M بر G يك عمل  φ گروه لي و     G، يك منيفلد هموار   Mفرض كنيد   
MM  القا شده از آن يك زيرمنيفلد بسته       ارزيِ   هم  طهراب  يك ميدان برداري همـوار      Xاگر.  است ×
]، باشد Mناوردا روي −φو ]( ) ( )( )Y p X pπ∗= o     يك ميدان برداري هموار روي ~

M  تعريف 
  .كند مي
  

  27 قضيه
) باشد و  X يك خم انتگرال   tγ)(در قضيه قبل اگر      ) ( )( )t tλ π γ= o .آنگاهλ  يك خم 

  . استYانتگرال
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 را بـه    G بـر  Hگيـريم و عمـل راسـت         مـي   در نظر  G گروه لي   ه را يك زيرگروه بست    H:12مثال  

  : كنيم تعريف ميصورت زير 

( , )
G H G

g h g h
⎧ × ⎯⎯→
⎨

⋅⎩ a
  

فـضاي همگـن     ،تيمهاي چپ هستند و فضاي خـارج قـس           همدسته ،ارزي اين عمل    هاي هم   رده
H
G 

 كـه در قبـل      Y آنگـاه  ، باشـد  G يك ميدان برداري ناورداي راست روي      Xدر اين صورت اگر   . است

 يك ميدان برداري هموار روي،تعريف شد
H
Gاست .  


