
  هاي تانسوري                      ميدان                                                                فصل هفتم
____________________________________________________________  

 63 

  
}kتانسور همورد مرتبه (1تعريف  }( )k IN∈ ∪ oروي منيفلد M( :  

 نگاشت هر

: ( ) ( ) ( )
k

T M M C Mχ χ ∞× × ⎯⎯→L
144424443

 

 kتانسور همورد از مرتبه را يك باشد خطي−∞MC)(هايش  تك تك مولفه كه نسبت به
نمايش  Mkℑ)(را با Mروي k تمام تانسورهاي همورد از مرتبه مجموعه .ناميم مي Mروي
  .مدول است−∞MC)(دهيم، كه يك مي

  
): قرارداد ) : ( )M C M∞ℑ =o.  

  
)())(,)((:1 مثال )( MCMHomM MC

∞
∞=ℑ χ1بنابراين ∗=ℑ )()( MM χ1.  

  
  : )حاصلضرب تانسوري (2تعريف 

}به ازاي هر  },k l IN∈ ∪ o نگاشت  

( ) ( ) ( )
( , )

k l k lM M M
T S T S

+⎧ℑ ×ℑ ⎯⎯→ℑ⎪
⎨

⊗⎪⎩ a
  

)با ضابطه )( , , , , , ) : ( , , ) ( , , )k k k k k k lT S X X X X T X X S X X+ + + +⊗ =1 1 1 1 1K K K K 
) در آن را كه ) , ,iX M i k lχ∈ = +1K ،حاصلضرب تانسوريTدر Sناميم  مي.  

  
k هرگاه: نكته = o در اين حالت حاصلضرب تانسوري همان ضرب اسكالر 

  .خواهد بود Mlℑ)(مدول −∞MC)(مدولي
  

  .پذير است ضرب تانسوري شركت: نكته
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  :)Mروي kسوري از مرتبههاي تان پايه موضعي ميدان( 3تعريف 

  )k=1حالت(

),)((هرگاه ixU يك كارتM و}{ ix∂
باشند در  Uهاي برداري روي  پايه موضعي براي ميدان∂

}{ موضعي پايهرت  صواين idxبا ضابطه  i
jj

i

x
dx δ=

∂

∂ يك پايه موضعي براي  )(

  .باشد  ميUروي M1ℑ)(عناصر
 

 )k<1(حالت 

} مجموعه }, , ,ki i i
kdx dx dx i i i dimM⊗ ⊗ ⊗ ≤ ≤1 2

1 21L K يك پايه موضعي 

  .باشد مي Mkℑ)(براي
  

} :نكته } ( ) ( ) ( )k k
C Mk IN rank M dimM∞∀ ∈ ∪ ℑ =o  

  
MT)( هرگاه :نكته kℑ∈ در اين صورت بطور موضعي در دستگاه مختصات))(,( ixUبراي  

 ،∞UC)(توابعMعديبn−يفلد من
kiik Tnii ,,),,( LL

111   : موجودند بطوريكه  ≥≥
k

k
k

i

nii

i
ii dxdxTT ⊗⊗= ∑

≤≤ ,,
,,

L
L L

1

1
1

1

  

   1 قضيه 
MT)(هرگاه kℑ∈ در دو دستگاه مختصات))(,( ixUو ))~(,( ixVبا شرط φ≠∩VU ،

  نمايش داده شود،هاي زير   بصورتترتيب به

∑ ⊗⊗= k
k

ii
ii dxdxTT LK

1
1

∑ و ⊗⊗= k
k

jj
jj xdxdTT ~~~

LK
1

1
   

  :آنگاه داريم

, ,
( )

k

k k k
k

i i in

j j i i j j j
i i

x x xT T
x x x=

∂ ∂ ∂
= ∗

∂ ∂ ∂
∑

1 2

1 1 1 2
1 1

K K
K

% LL
% % %
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} اگر:نكته }
, ,k i ik

n
i iT

=
1

11K
L اي از توابع خانواده)(UC∞ باشد كه نسبت به دستگاه 

),)((مختصات ixUرتبه هاي يك تانسور همورد از م اند، آنگاه اين خانواده، مولفه  نمايش داده شده
kبه ∗)(باشند اگر و تنها اگر با تغيير دستگاه مختصات با قانون  در اين دستگاه مختصات مي 

  .يكديگر تبديل شوند
  

   :)Mروي l  تانسور پادورد از مرتبه (4تعريف
   نگاشت

: ( ) ( ) ( )
l

T M M C Mχ χ∗ ∗ ∞× × ⎯⎯→L
144424443

  

 Mروي lتانسور پادورد از مرتبه را يك باشد خطي−∞MC)(هايش كه نسبت به تك تك مولفه
دهيم، كه  نمايش مي Mlℑ)(را با Mروي l  تمام تانسورهاي همورد از مرتبه مجموعه .ناميم مي
  .مدول است−∞MC)(يك

  
MT)(  هرگاه:نكته lℑ∈ در اين صورت بطور موضعي در دستگاه مختصات))(,( ixUبراي  

UC∞، kjjTnjj)(توابعMعديبn−يفلد من k
,,),,( LL 1

11   : موجودند بطوريكه  ≥≥

l
l

ljj

j
njj

j xx
TT

∂

∂
⊗⊗

∂

∂
= ∑

≤≤ ,,

,,

L

L
L

1
1

1

1

  

  
  2قضيه 
MT)(هرگاه lℑ∈ در دو دستگاه مختصات))(,( ixUو ))~(,( ixVبا شرط φ≠∩VU ،

  نمايش داده شود،هاي زير  ترتيب بصورت به

l
ljj

jj xx
TT

∂

∂
⊗⊗

∂

∂
= ∑ L

L

1

1  و,,
l

ljj

jj xx
TT ~~
~~ ,,

∂

∂
⊗⊗

∂

∂
= ∑ L

L

1

1   

     :آنگاه داريم

(**)~ ,,,,

l

l
liiljj

i

j

i

j

x
x

x
xTT

∂

∂

∂

∂
= ∑ L

LL

1

1
11  
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}  اگر:نكته }niiT k

ii k ≤≤ LL
111  باشد كه نسبت به دستگاه ∞UC)(اي از توابع خانواده |

),)((مختصات ixUاز مرتبه پادوردهاي يك تانسور  ده، مولفهاند، آنگاه اين خانوا  نمايش داده شده 
kبه ∗∗)(باشند اگر و تنها اگر با تغيير دستگاه مختصات با قانون  در اين دستگاه مختصات مي 

  .يكديگر تبديل شوند
  

),( تانسور از نوع (5تعريف lk رويM(:    

:نگاشت ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k l

T M M M M C Mχ χ χ χ∗ ∗ ∞× × × × × ⎯⎯→L L
144424443 144424443

  كه نسبت به 

),(تانسور از نوع را يك باشد خطي−∞MC)(هايش تك تك مولفه lk رويM ناميم مي. 
),( تمام تانسورهاي از نوع مجموعه lkروي M  را با)(Mk

lℑ دهيم، كه  نمايش مي
  .مدول است−∞MC)(يك

  
MT)(  هرگاه:نكته k

lℑ∈ در اين صورت بطور موضعي در دستگاه مختصات))(,( ixUبراي  
   ،∞UC)(توابعMعديبn−يفلد من

k
kjj

iikk Tniinjj ,,
,,),,,,,( L

LLL 1
1

11 11 ≤≤≤≤ 
  : موجودند بطوريكه 

k
l

k
l

k
ljj ii

j

nii
njj

jii dxdx
xx

TT 11

1

1
1

1
1

1
1

⊗⊗⊗
∂

∂
⊗⊗

∂

∂
= ∑

≤≤
≤≤

LL

L
L

L
L

,,
,,

,,
,,  

  
Mk)( حكمي مشابه براي اعضاي 2و قضيه 1 از تركيب قضيه :نكته

lℑآيد  بدست مي.   
  

dx  هرگاه:2مثال
y

xSinJ ⊗
∂
∂

),(  يك=  باشد 2RI تانسور روي−11

و
y

f
x

fX
∂
∂

+
∂
∂

= dyhdxhw و 21 21 ),( باشند، مطلوبست=+ wXJ.  

xSinhf
y

wXdxxSinwXdx
y

xSinwXJ 21=
∂
∂

=⊗
∂
∂

= )()(),(),( 
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اولي برحسب . براي هر يك از انواع تانسورهاي معرفي شده در بالا دو نوع تعريف ارايه كرديم:  نكته

ومي برحسب توابع موضعي كه تحت قانون خاصي به يكديگر تبديل نگاشتهاي چند خطي و د
برداري براي تعريف نمودن تانسورها بهره  ديدگاه سومي نيز وجود دارد كه از مفهوم كلاف .شوند  مي
  . در جلد بعدي به اين ديدگاه خواهيم پرداخت. برد مي

  
  : )Mنيفلدفرم ديفرانسيل روي م −k ( 6  تعريف

)(MT kℑ∈را يك k−ناميم هرگاه فرم مي  
( ) ( )( , , ) ( ) ( , , )

, , ( ) ,
k k

k k

T X X sgn T X X

X X M S
σ σ σ

χ σ

=

∀ ∈ ∀ ∈
1 1

1

K K

K
  

 ديفرانسيل هاي فرم−kمجموعه .باشد  ميعضو k هاي روي  جايگشت مجموعه kS كه در آن
  o=k درحالت .مدول است−∞MC)(دهيم، كه يك  نمايش ميMkΑ)( را با نمادMروي

)(:)(                               :دهيم  قرارمي MCM ∞=Αo  
  

  :)ساز  نگاشت متناوب (7تعريف 

:نگاشت    ( ) ( )
( )

k kAlt M M
T Alt T

⎧⎪ ℑ ⎯⎯→Α
⎨
⎪⎩ a

   با ضابطه

( ) ( )( )( , , ) : ( ) ( , , )
!

k

k k
S

Alt T X X sgn T X X
k σ σ

σ
σ

∈
= ∑1 1

1
K K  

Mw)(هرگاه  .ناميم ساز مي را نگاشت متناوب kΑ∈باشد، داريم wwAlt   :  بنابراين داريم.)(=
AltAltAlt =o  

  
  :)اي هوِضرب گُ (8تعريف 

} به ازاي هر  },k l IN∈ ∪ o نگاشت ( ) ( ) ( )
( , )

k l k lM M M
w wη η

+⎧⎪Α ×Α ⎯⎯→Α
⎨

∧⎪⎩ a
   با ضابطه

)(
!!
)!(: ηη ⊗

+
=∧ wAlt

lk
lkw  

  .ناميم هاي ديفرانسيل مي اي بين فرم را ضرب گوه
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k هرگاه: نكته = oاي همان ضرب اسكالر مدولي  در اين حالت ضرب گوه)(MC∞− مدول

)(MlΑ خواهد بود.  
  

  .پذير است اي شركت  ضرب گوه:نكته
 

) :نكته ), ( ) ( )k l klw M M w wη η η∀ ∈Α ∀ ∈Α ∧ = − ∧1.  
  

  :)Mهاي ديفرانسيل روي منيفلد فرم−kپايه موضعي براي  (9تعريف 
 

   )k=1حالت (
)()(از آنجائيكه MM 11 ℑ=Α پايه آن همان پايه بنابراين)(M1ℑاست .  

  
  )k<1 حالت (

   مجموعه

{ }( )ki i
kdx dx i i i dim M∧ ∧ ≤ < < < ≤1

1 21L K 

  .باشد  ميMkΑ)( يك پايه موضعي براي
  

} :نكته } ( ) ( )k
C M

n
k IN rank M

k∞
⎛ ⎞

∀ ∈ ∪ Α = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

o.  

  
  :)جبر خارجي يك منيفلد (  10  تعريف

 )()(
)(

MM k
Mmdi

k
Α⊕=Α

=o
  .ناميم  ميMهاي ديفرانسيل روي  را جبر خارجي فرم

 
  . بازي از منيفلد نيز قابل تعريف است هاي ديفرانسيل براي زيرمجموعه ممفاهيم تانسورها و فر :نكته
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   :)MΑ)(هاي مدرج روي جبر خارجي مشتق ( 11تعريف 
:)()(خطي−RIنگاشت MMD Α⎯→⎯Αرا يك مشتق مدرج از درجه lروي )(MΑ 

,ناميم هرگاه مي ,k dimM∀ = o K  
)())(() MMD lkk +Α⊆Α1  

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kD w D w w D w Mη η η∧ = ∧ + − ∧ ∀ ∈Α2 1  
  )هاي مدرج ي از مشتقيمثالها ( :3مثال

,فرض كنيد , , ( )kX X X Mχ∈o K،( )kw M∈Αو ( , )f C M IR∞∈ دلخواه باشند .  
  :مشتق خارجي )الف

ˆ( )( , , ) ( ) ( ( , , , , ) )

ˆ ˆ( ) ( [ , ] , , , , , , , )

k
i

k i i k
i

i j
i j i j k

i j k

dw X X X w X X X

w X X X X X X
=

+

≤ < ≤

= −

+ −

∑

∑

1

1

o o
o

o
o

K K K

K K K
  

ˆكه در آن
iXباشد  به معناي حذف اين جمله مي.dيك مشتق مدرج از درجه يك روي )(MΑ 

dباشد كه در شرط مي =2 oكند  نيز صدق مي.  
  
  :مشتق لي در امتداد يك ميدان برداري)ب

     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

=
==

∑
=

+−

k

i
kiii

kkX

X

XXXXXXw

XXwXXXwL
XdffXfL

1
111

11

),,],,[,,,(

),,(.:),,)((
)(.)(

KK

KK  

XLيك مشتق مدرج از درجه صفر روي )(MΑباشد  مي.  
  
  :در امتداد يك ميدان برداري مشتق داخلي) ج
  

( )
( )( , , ) ( , , , )
X

X k k

i f
i w X X w X X X− −

=⎧
⎨ =⎩

o

K K1 1 1 1

  

Xiيك مشتق مدرج از درجه منفي يك روي )(MΑباشد  مي.  
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  2قضيه 

) بطور يكتا با مقاديرش رويD  باشد، آنگاهMΑ)( يك مشتق مدرج رويD هرگاه )MΑo 
  .گردد  تعيين ميM1Α)(و
  

  :دهيم  ميقرار . د باشنMروي منيفلد  برداري  ميدان دوYو Xيد فرض كن : 4مثال 
  

XYYX LiiLD oo ],[ و 1=− YXiD =2  
 1D   2 وD مدرج روي  مشتق  دو)(MΑ 21اثبـات   راي  ب  .باشند  مي DD ، كـافي اسـت نـشان      =

)دهيم اين دو مشتق روي  )MΑoو)(M1Αاما. باهم برابرند    
  

)()()()()( fDfLifiLfDMAf XYYX 21 ==−=∈∀ oooo  
  
  همچنين و 
  

)(]),([
]),([))(())((

))(())((
)()()()(

wDYXw
YXwYwXYwX

YwLYwL
wLiwiLwDMAw

XX

XYYX

2

1
1

==
+−=

−=
−=∈∀ oo

  

21بنابراين  DD =.   
  
1D را بصورت],[ YX iLداريم بنابراين . دهند  نيز نمايش مي:  
  

],[],[ YXYX iiL =  
  

  3قضيه 
.  باشندMروي منيفلد  تانسور i،iT=,21به ازاي و برداري  يك ميدانX كنيد فرض 
  :داريمورت دراينص

  
))(())(()( 212121 TLTTTLTTL XXX ⊗+⊗=⊗  
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Uفرض كنيد:  نكته IR⊆  بعضي از مفاهيم آناليز كلاسيك را 2 جدول . اي باز باشد  زير مجموعه3

  : بطور خلاصه بيان مي كند
  
  

( ) f f fgrad f
x x y y z z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

                                ( )f C U∞∈  

( ) ( ) ( )

( )

R Q P Rcurl F
y z x x z y

Q P
x y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ −
∂ ∂ ∂

  
( )F P Q R U

x y z
χ∂ ∂ ∂

= + + ∈
∂ ∂ ∂

  

( ) A B Cdiv G
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

  ( )G A B C U
x y z

χ∂ ∂ ∂
= + + ∈

∂ ∂ ∂
  

  
  

  : مقايسه كنيد3 را با جدول 2  جدول
  

f f fdf dx dy dz
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

                                ( )f A U∈ o   

( ) ( ) ( )

( )

R Q P Rd F dy dz dz dx
y z x z

Q P dx dy
x y

∂ ∂ ∂ ∂
= − ∧ + − ∧

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ − ∧
∂ ∂

  
 )(UA

z
R

y
G

x
PF 1∈

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=  

( ) ( )A B Cd G dx dy dz
x y z
∂ ∂ ∂

= + + ∧ ∧
∂ ∂ ∂

         
( )

G Ady dz Bdz dx

Cdx dy A U

= ∧ + ∧

+ ∧ ∈ 2
  

  
ب مشتق ي را بر حسب ضراdiv وgrad،curlوانت هد كه مي  نشان مي3و2 ميان دو جدولتناظر

curlروابط. خارجي تعريف نمود grad =o oو div curl =o oحالتهاي خاصي از d d =o o 
  .باشند مي
  
  

2جدول  

3جدول  
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  : )هاي تانسوري   ميدانبرگردانِ ( 12تعريف 

: دو منيفلد باشند وN وMهرگاه Cf M N
∞

هاي   باشد، در اينصورت تمامي ميدان→⎯⎯⎯
 نِ برگردااين كار به.  منتقل نمودM به رويfتوان توسط نگاشت  را ميNتانسوري روي

  .گوييم ميي  تانسورهاي ميدان
   

)برگردانِ اعضاي ) ( )N C N∞Α =o :  
)به ازاي هر )g C N∞∈ برگردانِ آن توسط نگاشتfبه روي Mبا را ( )f g∗دهيم  نمايش مي 
)و با ضابطه )f g g f∗ = oكنيم  تعريف مي .  

  
)برگردانِ اعضاي )k NΑ:  

,فرض كنيد , ( )kX X Mχ∈o K،( )kw N∈Α.برگردان w  نگاشتتوسطfبه روي Mرا  
)با )f w∗كنيم دهيم و با ضابطه زير تعريف مي  نمايش مي:  

( )( , , ) ( ( ), , ( ))k kf w X X w f X f X∗
∗ ∗=o oK K  

  
),( ض كنيدرف :5ثال م xU و  ),( yV  منيفلدهاي دو كارت براي به ترتيبMو Nباشند . 

=∑رگاه ه i
idygw باشد، آنگاه∑

∂

∂
=∗ j

ij

i
dxg

x
fywf )()( o.  

  ) فرمول كارتان ( 4قضيه 
)به ازاي هر ميدان برداري )X Mχ∈ داريم   :X X XL i d d i= +o o.  

  
  :)ل بستههاي ديفرانسي فرم (13تعريف 

  )(Mw kΑ∈ را يكk−هرگاه،ناميم فرم بسته مي o=dw.  مجموعه

  .دهيم نمايش مي MkΖ)( را با نماد بستههاي ديفرانسيل فرم−kتمام
  :)هاي ديفرانسيل كامل فرم (14تعريف 

  )(Mw kΑ∈ را يك k−هرگاه وجود داشته ، ناميم فرم كامل مي
Mk)(باشد 1−Α∈η بطوريكهηdw  MkΒ)(هاي كامل را با نماد فرم−k مجموعه تمام. =

  .دهيم نمايش مي
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)()(خواهيم داشت، o=2dه به اينكه با توج:نكته MM kk Ζ⊆Β.  

  
   :)هاي كوهومولوژي درام يك منيفلد گروه (15تعريف 

فضاي برداري خارج قسمتي  
)(

)(
M

M
k

k

Β
Ζرا با نماد )(MkΗ دهيم و  نمايش مي

باشد   كه درواقع يك فضاي برداري حقيقي ميناميم مي Mام−kگروه كوهومولوژي درام مرتبه آنرا
:)dim)((و  MHb k

k   .ناميم  ميMاُمين عدد بتي−k را=
 

  ):nIRگروه هاي كوهومولوژي درام (:6مثال
  

( )k n IR k
H IR

k
=⎧

≅ ⎨ >⎩

o

o o
  

   .باشد  كامل نيز ميفرم ديفرانسيل بسته،−k هر nIRبنابراين روي 
  

  ):nSگروه هاي كوهومولوژي درام (:7مثال
  

⎩
⎨
⎧

<<
=

≅
nk

nkRI
SH nk

oo

o,
)(  

  
  

  : ) مشتق خارجي، لي و داخلي برگردان وهاي مهمِ روابط و فرمول ( 5قضيه 
  

:فرض كنيد M Nϕ  همچنين فرض .يفلدها است يك ديفئومورفيسم من→⎯⎯
,كنيد ( )X Y Mχ∈و ( )Z Nχ∈  و بعلاوه( )f C M∞∈و ( )kw A M∈باشند  .  

  
  ( ) ( ) ( )fX X XL w fL w df i w= + ∧  
  [ , ] [ , ]X Y X Y Y X X YL L L L L L L= − =o o  
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[ , ][ , ]X Y X YL i i=  

  XX LddL oo =  
  ],[)( YXYLX =  
  XYYX iiii oo −=  
  d dϕ ϕ∗ ∗=o o  

Zهرگاه  Xϕ∗=باشد، آنگاه    
Z Xi iϕ ϕ∗ ∗=o o  

Zهرگاه  Xϕ∗=باشد، آنگاه    
Z XL Lϕ ϕ∗ ∗=o o  

  
  


