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 ٣١

  
. در دنياي معمولي خيلي از اشكال هندسي به طريقي از روي اشكال هندسي ديگر ساخته مي شوند

مستطيل در  به طور مثال اگر. رق يكي كردن بعضي از نقاط يك فضا با يكديگر استيكي از اين طُ
 قرار D روي B وC رويA دهيم كه طوري قرارBC را روي ضلع ديگر يعنيAB ضلعزير

  گيرد
   

  
  
  

  .مي آيد به دست  زير) استوانه ( شكل هندسي، در اينصورت
  
  
  
  

         يك رابطه نمودن تعريف معادل،CDاط نظير آن روي ضلعق با نABيكي شدن نقاط ضلع
ما در اين فصل به بررسي ساختمان . باشد  ميABCDارزي روي مجموعه نقاط مستطيل هم

  .  پردازيم پذيري اشكال هندسي جديد مي توپولوژي و ساختمان مشتق
  

  : )فضاي خارج قسمتي (1 تعريف
هاي   مجموعه رده، باشدXارزي روي  يك رابطه هم ~يك فضاي توپولوژيك و Xاگر  

~اارزي را ب هم
Xو نگاشت دهيم  نمايش مي][xx aارزي آن را نسبت   رده هم،كه به هر نقطه

:~دهد به صورت مي XX →π يمنمايش مي ده.  
  

~ توپولوژي خارج قسمتي روي        
X شود  تعريف مياين صورت به:  

~ مجموعه
XU به سادگي .  باز باشدX درU1−π)( باز ناميده خواهد شد اگر و تنها اگر⊃

~ژي رويتوان تحقيق كرد كه اين يك توپولو مي
Xهمچنين توپولوژي خارج . كند  تعريف مي

~ قسمتي روي
Xبزرگترين توپولوژي براي  ~

Xاست كه نسبت به آن πشود  پيوسته مي.  
  

A  B

C  D

A  B  
C  D  



   خارج قسمتي  فضاهاي                                                                               فصل پنجم 
____________________________________________________________ 

 

 ٣٢

  1 قضيه  
. باشند Xارزي روي يك رابطه هم ~  و، دو فضاي توپولوژيكY وXفرض كنيد
~همچنين فرض كنيد

Xدر اين صورت.  به توپولوژي خارج قسمتي مجهز شده است :  

YXfبراي هر نگاشت) الف ⎯→⎯~:،fر و تنها اگر پيوسته است اگπofپيوسته باشد .  

YXgبراي هر نگاشت پيوسته) ب  نگاشت ،باشدثابت  ~ ارزي  كه روي هر رده هم:⎯→⎯
YXfپيوسته يكتاي πofg وجود دارد بطوريكه:~⎯→⎯ =.  

:~هرگاه) پ  XX ⎯→⎯π اي بسته از زيرمجموعه ~ باز وXX ~ آنگاه، باشد×
X با 

  .توپولوژي خارج قسمتي يك فضاي هاسدورف است
  

  و نقاط درون آنABCDمجموعه نقاط روي مستطيل ،Xفضاي توپولوژيكفرض كنيد   :1مثال 
  .باشد xoy صفحهدر
  
  
  
  
  

  : تعريف كنيد اين صورت را بهX روي~ را در نظر گرفته و 2RI توپولوژي القا شده ازXروي
{ }( , ) ,X x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤2 1o o  

,
( , ) ~ ( , ) ,

,

x x y y if y or y
x y x y x x y y if y

x x y y if y

′ ′= = ≠ ≠⎧
⎪′ ′ ′ ′⇔ = = + =⎨
⎪ ′ ′= = + =⎩

1

1

1 1

o

o  

~ بوده وXارزي روي ي هم  يك رابطه~واضح است 
Xيك استوانه است  .  

  
  
  
  
  
  

X  

BA

C  D

1  

2
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 ٣٣

  )چنبره: (2مثال 
 بصورت فوق، ضلع CD با ضلعAB در حالتي كه علاوه بر يكي گرفتن ضلع قبلدر مثال  

ACرا با ضلع BDقسمتي تبديل به چنبره خواهد   بصورت زير يكي بگيريم، شكل فضاي خارج
  .شد
  
  
  
  
  

  :)عمل يك گروه روي يك مجموعه  ( 2 تعريف
XXGنگاشت. دنباش  يك گروه G  يك مجموعه وX فرض كنيد   ⎯→⎯×:ϕ را 
  :ناميم اگر  ميX برGيك عمل

Xx∈  :   xxe و هر عضو∋Geبراي عضو خنثي) الف =),(ϕ  
   :∋Xx عضو و هرG ازh وgبراي عضوهاي دلخواه) ب

),()),(,( xhgxhg ⋅= ϕϕϕ  
  

  :) تبديلات يك مجموعهگروه (3 تعريف
  : كنيم  را به صورت زير تعريف ميG،gϕ ثابت درgبراي  

:

( ) ( , )
g

g

X X

x g x

ϕ

ϕ ϕ

⎧ ⎯⎯→⎪
⎨

=⎪⎩
  

gϕ 1پذير است و وارون آن نوارو−gϕزيرا كه. باشد  ميXgg 1=−1ϕϕ o.ن ترتيب بديgϕها، 

از اينروست . دهند  ميX رويگاشتهاي دوسوييگروه نگروه از  زير تشكيل يك،توابعتحت تركيب 
),,(تايي كه سه XGϕيك گروه تبديلات Xشود  نيز خوانده مي.  

  
  :)مدار يك عضو تحت عمل گروه (  4 تعريف

  :كنيم  را به صورت زير تعريف ميxϕ نگاشت،X ثابت درxبراي  

:

( ) ( , )

x

x

G X

g g x

ϕ

ϕ ϕ

⎧ ⎯⎯→⎪
⎨

=⎪⎩
  

BA  

C  D
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 ٣٤

 نمايش Gx و آن را باناميم مي ϕ تحت عملx مداررا Gxϕ)( يعني،xϕ تحتGتصوير
 .هيم د مي
 

  :كند  تعريف ميXارزي روي  يك رابطه هم،ه ترتيب زيرب ، X رويϕعمل
yx Ggاگر و تنها اگر~ yxg وجود داشته باشد بطوريكه∋ =),(ϕ  

ϕارزي را با هاي هم مجموعه رده
Xمدار. دهيم  نمايش ميxتحت عمل ϕ ارزي  رده همهمانx 

  . است  ~ارزي  نسبت به رابطه هم
  

  ): يدعمل متعد ( 5تعريف 
Xyxيعني براي هر دو عضو(، ارزي باشد  داراي تنها يك رده همϕ اگر عمل Ggتوان  ب،,∋ ∈ 

yxg يافت بطوريكهرا =),(ϕ (در اينصورت ϕ را متعددي )ناميم مي) ترايا.  
  

  :) گروه تبديلات پيوسته (6 تعريف
 X برG يك عملϕ  گروه توپولوژيك وG، يك فضاي توپولوژيكXفرض كنيد  

XXGاگر. دنباش  ⎯→⎯×:ϕتايي  سه، پيوسته باشد),,( XGϕ گروه تبديلات يك  را
  .ناميم  ميXپيوسته

  
  2 قضيه 

XXGفرض كنيد   ⎯→⎯×:ϕيك عمل پيوسته و  ϕ
X به توپولوژي خارج قسمتي 

  : در اينصورت.مجهز شده است
gهربه ازاي ) الف  G∈ ،gϕ يك همئومورفيسم Xاست .  

ϕπنگاشت) ب  XX Gxx كه به صورت:⎯→⎯ =)(πباز است،شود  تعريف مي .  

  
)(فضاي تصويري حقيقي: ( 3 مثال RIPI m (  

} يعني،نويسيم  را به صورت ضربي مي2Zگروه دو عضوي   },= −2 1 1Zبا عمل ضرب  .

   :كنيم ميبه صورت زير تعريف  mSرا روي ϕعمل 

:
( , )

m mS S
g x gx

ϕ
ϕ

⎧ × ⎯⎯→⎪
⎨

=⎪⎩
2Z  
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 ٣٥

  واحد روي كرهx نقطه متقاطرg،gx=−1 است و برايx نقطهg،gx=1بدين ترتيب براي
m−مدار. عدي استبxاز دو نقطه { }xx القا ( را با توپولوژي متداول mS. تشكيل شده است,−

 ،mS درUر مجموعه بازبراي ه. گيريم  را با توپولوژي گسسته در نظر مي2Zو ) mRI+1شده از
)(U1−ϕاز دو مولفه { } U×1و { } U×−1در mS تشكيل شده است كه اجتماع آنها 

ϕتوان نشان داد كه مي.  يك عمل پيوسته استϕبدين ترتيب.  باز استmS×2Zدر
mSبا  

)( RIPI mاست همئومورف .  
  

به عنوان مثال در . ايم  دو نقطه واقع بر سر يك قطر در كره را يكي كردهدر مثال قبل :نكته

  :  داريم2Sحالت
  
  
  
  
  
  
  
  

pت ديگر برايبه عبار S∈ ] ، كلاس2 ]pعبارت است از مجموعه { },p p−. 

2PIUمجموعه زير 22 باز خواهد بود اگر و فقط اگر براي تابع⊃ PIS ⎯→⎯ϕ~با ضابطه   
[ ] { } { }),(,),(,)(~ pppppp 11 −=−== ϕϕϕ  

)(~ U1−ϕ2 درSباز باشد .  
  
  
  
  
  
  
  

p  

p−

V  

V−  

)()(~ VVU −∪=−1ϕ  
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 ٣٦

به تابع زير توجه . گيريم  در نظر مي4RI را به عنوان يك زيرمنيفلد2PI .سازيم  را مي2PIحال
  .كنيد

:

( , , ) ( , , , )

f S IR

f x y z yz xz xy x y z

⎧ ⎯⎯→⎪
⎨

= + +⎪⎩

2 4

2 2 22 3
  

)()(واضح است كه pfpf )()( و=− qfpf qpدهد كه  نتيجه مي= در نتيجه تابع . =±
4

2 RIPIf ]توان چنان يافت كه  را مي~:⎯→⎯ ] )(~ pfpf  يك به يك بوده و ~fتابع. =
~)( است، فشرده2PIايمرسيون است و از آنجاكه

2PIf2 باPIشود،   همئومورف مي
~)(بنابراين

2PIfيك زيرمنيفلد ∞C 4ازRIباشد  مي.  
  

  :)فضاي همگن (  7تعريف 
  Gرا يك گروه توپولوژيك و Hرا زيرگروهي بسته از Gنشان . گيريم  در نظر مي

Hدهيم كه مي
G،هاي چپ  مجموعه همدستهHدر G،يك فضاي توپولوژيك  بنحوي طبيعي 

  :گيريم  به صورت زير در نظر ميG را روي~ارزي  رابطه هم .هاسدورف است
Hgggg ∈⇔ −

2
1

121 ~  
~ پس.  هستندG درHهاي چپ همدسته  ~ ارزي هاي هم رده

G
H

G توان به   را مي=
gHgدهيم كه نشان مي. قسمتي مجهز نمود توپولوژي خارج a:π يك نگاشت باز است و ~ 

GG اي بسته از زيرمجموعه   .باشد  مي×
GUفرض كنيد.  نداردH نيازي به بسته بودنπباز بودن  بايد ثابت ،اي باز باشد  زيرمجموعه⊃

))((كنيم Uππ   ولي.  باز استG در−1
{ }1 1( ( )) ( )

u U
U uH u U uH UHπ π π− −

∈

= ∈ = =U  

GGGpحال نگاشت. كه باز است   : كنيم  را به صورت زير تعريف مي:×⎯→⎯

2
1

121 ggggp −=),(  
 ، بسته فرض شده استHچون. شود  نتيجه ميpاز تعريف گروه توپولوژيك پيوستگي

)(~ Hp GGدر=−1 H،اي كه در قبل آمده بدين ترتيب بنا به قضيه.  بسته است×
G 

H.هاسدورف است
Gشود  با اين توپولوژي يك فضاي همگن ناميده مي.  
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 ٣٧

  : )ضوپاياگر يك ع  ( 8 تعريف
),,(گروه تبديلات   XGϕبراي هر عضو.  را در نظر بگيريدXx∈،پاياگر x را باxG 
  :كنيم ميبه صورت زير تعريف دهيم و  نمايش مي

{ }xgxGgGx =∈=  
  .  استG يك زيرگروهxGشود كه بسادگي تحقيق مي

  .  توجه داشته باشيدxG، يعني و پاياگر آنGx، يعني∋Xx به تمايز مدار: نكته
  

XGنگاشت
G

x
x ⎯→⎯:~ϕكنيم ا نيز به صورت زير تعريف مي ر:  

gxGg x
x =)(~ϕ  

xx زيرا اگر.  ابهامي نيست~xϕدر تعريف GhGg xGhg  آنگاه،=    و 1−∋
gxGgGhggGhhx x

x
x

x
x

x ==== − )(~)(~)(~ ϕϕϕ 1  
  

  3 قضيه
),,(گروه تبديلات   XGϕفرض كنيد.  را در نظر بگيريدxGو xϕ~ به صورت فوق تعريف 

  : در اين صورت. اند شده
  .باشد مي پوشا نيز ~xϕ، عملي متعددي باشدϕاگربعلاوه . ت يك به يك اس~xϕ)الف
),,(اگر) ب XGϕپيوسته باشد گروه تبديلات ،xϕ~پيوسته است  .  
  . استG يك زيرگروه بسته ازxG، هاسدورف باشدXاگر) ب(در ) پ

  . يك همئومورفيسم است~xϕ،عددي باشد متϕ فشرده وG، هاسدورفX،) ب(اگر در ) ت 
  

.  همئومورف با يك فضاي همگن استmT،بعدي−mي دهيم چنبره نشان مي :4مثال

mSنقاط S T× × =1 1Lرا به صورت ( , , )mi ie eθ θ1 K،RIi ∈θ،دهيم و عمل  مي نمايشϕ را 
  :گيريم به صورت زير در نظر مي

( ) ( )

:

( ( , , ), ( , , ) ) ( , , )m m m

m m m

i i i t i t
m

IR T T

t t e e e eθ θ θ θ

ϕ

ϕ + +

× ⎯⎯→

=1 1 1
1 K K K

  

1پاياگر عضو.  روشن استϕ پيوسته و متعددي بودن ( , , ) mT= ∈1 1Kگيريم  را در نظر مي:  

{ }1 ( , , )m m m
m iIR z z IR z= = ∈ ∈1 KZ Z  
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 ٣٨

1ϕ~1رفيسم بودنهمئمو. پذير است ه و وارون پيوستϕ~زيرا:شود  از قضيه قبل نتيجه نمي  mRI 
نگاشت .  نگاشتي باز است~1ϕبايد ثابت كنيم .كنيم اين مطلب را مستقيما ثابت مي. فشرده نيست

mmخارج قسمتي
m

IRIR ⎯⎯→
Z

πϕ كافي است نشان دهيم،دهيم   نمايش ميπرا به  o1~ 

  . باز است
),,(),,)(~( 1 mii

m eett θθπϕ KKo 1
1 =  
, هر زيرا براي.اين نگاشت در واقع يك همئومورفيسم موضعي است ,j m=1K، نگاشت 

ji t
jt eaاز RI1 بهS بدين . است) در واقع ديفئومورفيسم موضعي( يك همئومورفيسم موضعي

mترتيب همئومورفيسم 
m

m
T

Z
RI ⎯→⎯:~1ϕميان  mTشود  و يك فضاي همگن ايجاد مي.  

  

)( با فضاي همگنmS−1 رهكُ :5مثال 
)(

1−mO
mOهمئومورف است .  

  

)( با فضاي همگنmS−1 رهكُ :6 مثال
)(

1−mSO
mSOهمئومورف است .  

  
)( حقيقيفضاي تصويري  :7 مثال RIPI mنيز يك فضاي همگن است .  

توان   به طور كلي نمي،دن باشMارزي روي ابطه هم يك ر~  وC∞ يك منيفلدMاگر   :نكته

~ انتظار داشت كه
Mبه عنوان مثال . قسمتي حتي يك منيفلد توپولوژيك باشد  با توپولوژي خارج

  :كنيم  را به صورت زير تعريف ميRI روي~ رابطه
yx yx اگر و تنها اگر~ ~شود كه ارزي است و بسادگي مشاهده مي  يك رابطه هم~ .=

RI با 
[ , [∞oهمئومورف است ولي [ , [∞oزيرا هيچ همسايگي صفر . يك منيفلد توپولوژيك نيست 

]در , [∞oتواند با يك مجموعه باز فضاي اقليدسي همئومورف باشد  نمي.  
  

  :)Properly discontinues  عمل گروه ( 9 تعريف
MMG وC∞  يك منيفلدM يك گروه لي،Gاگر   ⎯→⎯×:ϕعمل گروه لي G 

 Properly discontinuesدر اينصورت گوييم عمل گروه ).  استϕ،∞Cيعني(د ن باشMروي 
 چنان وجود داشته باشد p شاملM درU يك باز∋Mpاست اگر براي هر

φ=∩UUgكه Gg براي هر. .),( كه در آن∋ UgUg ϕ= .  
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 ٣٩

   4 قضيه
MMGاگر عمل   ⎯→⎯×:ϕ،Properly discontinues باشد در اين صورت 

ϕ
Mداراي ساختمان ∞Cاست و نگاشت تصوير  ϕπ MM  موضعاً ديفئومورفيسم :⎯→⎯

  .است
    

  :)بندي  برگ ( 10 تعريف
} ،C∞عديبm−  يك منيفلدM فرض كنيد   } Il ∈αα هاي  اي از زيرمجموعه خانواده
k  عددي صحيحk وMهمبند  m≤ ≤oگوييم  . است{ } Il ∈αα يك 

)بندي برگ )m k− −عديب∞C ازMهاي زير برقرار باشند  اگر شرط،  است:  
βα،هاي متمايز براي انديس) الف ≠، φβα =∩ ll.   
)ب

I
l Mα

α∈
=U   

 C∞ حول آن نقطه و يك ديفئومورفيسمU باز و همبند  مجموعه،M براي هر نقطه) ج
:مانند ( ) m k m kU U IR IR IRξ ξ −⎯⎯→ ⊂ = جود دارد بطوريكه هر مولفه  و×

Ulهمبندي ∩αبه صورت { }( ( ) ( ) )m kIR Uξ α ξ− −×   . است1∩
),(،اگر بعلاوه ξUرا بتوان چنان اختيار كرد كه هر Ul ∩αناتهي و همبند باشد ،{ } Il ∈αα را 
}ر اگ.گوييم بندي منظم مي يك برگ } Il ∈ααهر،بندي باشد  يك برگ αlبندي   را يك برگ اين برگ

  .ناميم مي
  

)بندي  برگ،گاهي اوقات بجاي اصطلاح  :نكته  )m k− −بندي به نقص   از اصطلاح برگ،عديب
عدبkشود  استفاده مي   .  

  
   5 قضيه

NMf وC∞ دو منيفلدN وMرض كنيدف    باشند C∞ نگاشتي:⎯→⎯
هاي  هاي همبندي مجموعه در اين صورت مولفه. داراست را k رتبه ثابتM  در هر نقطهfكهبطوري
  .دهند  ميkعد به نقص بC∞بندي منظم  تشكيل يك برگfتراز
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 ٤٠

  :)C∞ارزي  ي هم رابطه ( 11 تعريف
  را يك رابطه ~ . استMارزي روي ي هم  يك رابطه~ و C∞منيفلد يك Mفرض كنيد  

MM ازC∞ يك زيرمنيفلد~ناميم در صورتي كه   ميC∞ارزي هم   . باشد×
  

  6قضيه
 M رويC∞ارزي ي هم  يك رابطه~ و C∞عديبm−  يك منيفلدMفرض كنيد  

هاي همبندي  بعلاوه مولفه.  استM ازC∞ يك زيرمنيفلد ~ ارزي در اين صورت هر رده هم. ستا
mعد داراي ب~ اگر. دهند  ميM ازC∞بندي منظم ارزي تشكيل يك برگ هاي هم رده k+باشد ، 

k m≤ ≤o،هر رده هم  عدارزي داراي بkخواهد بود .  
  

  :)هموارعمل  (  12 تعريف
  زير را  عمل. باشند يك گروه لي G  وC∞ يك منيفلدM فرض كنيد  

MMG ⎯→⎯×:ϕ  
∞C) در صورتيكه،ناميم مي) هموار ϕِيك نگاشت ∞Cباشد  .  
  

  7قضيه 
MMG فرض كنيد   ⎯→⎯×:ϕيك عمل ∞Cگروه لي  Gبر منيفلد ∞C،M 

  :در اين صورت. باشد
Ggبراي هر) الف ∈،gϕومورفيسم يك ديفئ∞Cاز Mبه Mاست .  

  . استM بهG ازC∞ يك نگاشتMx∈،xϕبراي هر) ب
  .  استG يك زيرگروه لي بستهMx∈،xGبراي هر) پ
  

   8 قضيه
ارزي القا شده از يك عمل   هم رابطه ~ و  يك منيفلد هموارMفرض كنيد  

MMGهموار ⎯→⎯×:ϕ و بسته يك زيرمنيفلد هموار ~فرض كنيد . باشند بعلاوه MM × 
~ در اين صورت. باشد

Mبا توپولوژي خارج قسمتي داراي يك ساختمان ∞C است كه نسبت به 
  :آن
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 ٤١

:~نگاشت خارج قسمتي) الف MM ⎯→⎯πيك سوبمرسيون هموار است .  

NMfنگاشت  ، باشدC∞ منيفلد يكNاگر) ب f هموار است اگر و تنها اگر:~⎯→⎯ πo 
  .هموار باشد

NMg يك منيفلد هموار وNاگر) پ ارزي  هاي هم  يك نگاشت هموار كه روي رده:⎯→⎯
NMfه نگاشت هموار يكتاي باشد آنگا،ثابت است f وجود دارد كه:~⎯→⎯ gπ =o.  

fاست اگر و تنها اگر) داراي رتبه ثابت( يك سوبمرسيون f،) ب(در ) ت πoيك سوبمرسيون  
  .باشد) داراي رتبه ثابت(
  

در حالتي كه تنها فرض . شود  از عمل يك گروه القا مي~د كه قضيه فوق در حالتي بيان ش :نكته

MM است كه درC∞ارزي  يك رابطه هم~شود  ~، بسته است×
Mبه يك منيفلد ∞C تبديل 

:~ حتي اگر فرض باز بودن،نخواهد شد MM ⎯→⎯πبه عنوان مثال فرض كنيد .  اضافه شود

RIM yx و= xy اگر و تنها اگر~ =−−1  يا= xy .ارزي است اين رابطه يك رابطه هم .
RIRIاز C∞ يك زيرمنيفلد بسته و~ توان تحقيق كرد كه مي ~  است ولي منيفلد بودن×

RI در 
]هر همسايگي ]oشود  نقض مي.  

  
   9 قضيه

H صورتدر اين. باشند G يك زيرگروه لي بسته ازH يك گروه لي وGفرض كنيد   
G 

عديك منيفلد هموار با ب)( HmdiGmdi   . است−
  

   10 قضيه
MMG يك گروه لي وGفرض كنيد    ⎯→⎯×:ϕيك عمل هموار Gبر منيفلد M 
  : در اين صورت. باشد  Mاي دلخواه در  نقطهxهمچنين. دنباش 

  . يك ايمرسيون هموار و يك به يك است~xϕ)الف 
 يك ديفئومورفيسم هموار ميان~xϕ، متعددي باشدϕ اگر بعلاوه) ب

xG
Gو Mاست  .  


