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 ٢٤

 
 يا ، وباشند اي از منيفلدهاست كه در عين حال گروه نيز مي در اين فصل هدف عمده ما معرفي دسته

  .ارتباط نزديكي با يك گروه دارند
  

  :)گروه توپولوژيك (1 تعريف
ژيك  را يك گروه توپولوG. يك فضاي توپولوژيك و يك گروه استG فرض كنيد  

  .ناميم در صورتيكه هر دو نگاشت زير پيوسته باشند مي
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  .يما ه ضرب نمايش دادادر اينجا عمل گروه را ب
  

  :)انتقال چپ ( 2 تعريف
به صورت زير شود و  مايش داده مي نaLبا  ،aانتقال چپ بوسيله  ،∋Gaبراي هر عضو  
  : شود تعريف مي

:
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  :)انتقال راست ( 3 تعريف

به صورت زير تعريف شود و   نمايش داده ميaRبا  ،a بوسيلهراستانتقال   ،∋Gaبراي هر عضو
  : شود مي

:
( )

a

a
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R g g a

⎧ ⎯⎯→⎪
⎨

= ⋅⎪⎩
  

  1 قضيه
  . يك گروه توپولوژيك استGفرض كنيد  

  . همئومورفيسم هستندaR وGa∈،aLبراي هر)  الف
Saهاي  مجموعه، باشد Gاز) به ترتيب بسته (  زيرمجموعه باز Sاگر)  ب ⋅،aS   هر S−1 و⋅

  . هستند) به ترتيب بسته ( سه باز 
SU آنگاه،  باشداي باز جموعه زيرمU وG زيرمجموعه دلخواهي ازSاگر) ج US و⋅   باز⋅

  .هستند
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  2 قضيه
GGو توپولوژيك  دو گروه ′G وGفرض كنيد   ′⎯→⎯:α يك همومورفيسم گروهي 

  . همه جا پيوسته است ،طه پيوسته باشد در يك نقαاگر. باشند
  

 شده به يك گروه  توپولوژي القا هر زيرگروه آن نيز با ، يك گروه توپولوژيك باشدGاگر :نكته
  . پيوسته هستندι وµزيرا تحديد. شود توپولوژيك تبديل مي

  
  :) همبندي همؤلف (4 تعريف

 اجتماع همه ،X در فضاي توپولوژيكp نقطه گذرنده ازمولفه همبندي مقصود از  
مولفه همبندي خود يك زيرمجموعه . شوند  را شامل ميp است كهXهاي همبند زيرمجموعه
  .و نسبت به خاصيت همبندي ماكسيمال است همبند است

  
  :3 قضيه

  . يك زيرگروه نرمال و بسته است،  عضو خنثي مولفه همبنديِ،در هر گروه توپولوژيك  
  

),(گروههاي  :1 مثال +/C،),( +RIو ),( +Qبا توپولوژي متداول گروههاي توپولوژيك هستند . 
)(زيرا كه اگر npو )( nqبطوريكه، دو دنباله در هر يك از اين گروهها باشند  ppn → 

qqnو )( آنگاه→ nn qp )( و+ np−به qp   .كنند  ميل مي−p و+
  

}ضربي گروههاي   :2 مثال }o−/=/ ∗ CC، { }o−=∗ RIRI ، { }o−=∗ QQ ، 

}{ o>∈=∗
+ pRIpRIو ∗

+
∗∗

+ ∩= RIQQزيرا . همه گروههاي توپولوژيك هستند 
)(اگر npو )( nq بطوريكه، دنباله در هر يك از اين گروهها باشند دو ppn qqn و→ → 

pqqp :آنگاه nn 11 آنگاهo≠npبعلاوه اگرو  → −− → ppn.  
  

),||||(رمدار هر فضاي برداري نُ: 3 مثال Eروي RIيا C/ تحت عمل جمع يك گروه توپولوژيك 
ppnزيرا كه. است qqn و→  : دهند كه  نتيجه مي→

qpqp nn ppn و +→+ −→−  
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),||||(، مهمي در اين زمينه    به عنوان مثالِ   11E  و  )||||,( 22E      را دو فضاي برداري نرمـدار ، 
 تـشكيل يـك فـضاي بـرداري         2E بـه  1Eمجموعه نگاشتهاي خطي از   .  بگيريد ،/C يا RIهر دو روي  

  : نُرم اين فضا تحتِدانيم كه مي. دهند تحت عمل جمع تابعي مي
( , ) ( )

p
f L E E f Sup f p

=

∈ =
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1

  

  .به يك فضاي برداري نرمدار تبديل مي شود كه با توضيح فوق يك گروه توپولوژيك است
nRIEEحالت در == توان   مي، با ساختمانهاي جبري و توپولوژيك متداول،21

),(اعضاي 21 EELرا نسبت به پايه متعارفي nRI،ماتريسهاي حقيقيا ب nn×نمايش داد  .
),(مجموعه اين ماتريسها را با نماد RInMو يا( )n nM IR×هيم د  نمايش مي .  

  
 ×nnتوان در حالت مختلط تكرار كرد و مجموعه ماتريسهاي مختلط همين نكات را مي :نكته 

),( با نماد آنرا كهآوردبدست  CnM )و يا / )n nM CI× دهيم نمايش مي.  
  

  :)گروههاي كلاسيك حقيقي( 5تعريف 
nnپذير مجموعه نگاشتهاي خطي وارون )الف RIRI ),(ا را ب⎯→⎯ RInGLدهيم  نمايش مي .

),( RInGLزيرمجموعه ),( RInMو متشكل از ماتريسهائي است كه دترمينان ناصفر دارند ، 
يك گروه بعلاوه   وشود به يك گروه تبديل مي) ضرب ماتريسي(عمل تركيب نگاشتها تحت 

),(.باشد نيز ميتوپولوژيك  RInGL شود  ناميده ميگروه خطي عام.  
),(وهزيرگر) ب RInGL ناميم و با   ميگروه خطي خاص متشكل از ماتريسهاي با دترمينان يك را

),(نماد  RInSLيعني.دهيم  نمايش مي :  
( , ) { ( , ) | det( ) }SL n IR A GL n IR A= ∈ =1  

  
),(زيرگروه) ج RInGL 1( متشكل از ماتريسهاي متعامد−= AAt ( ناميم و   ميوه متعامدگررا
  :  يعني.دهيم  نمايش ميnO)(با

( ) { ( , ) | }t
nO n A GL n IR A A I= ∈ ⋅ =.  

  
),(زيرگروه ) د  RInGLگروه متعامد خاص را + 1 با دترمينان  متعامد متشكل از ماتريسهاي
  :يعني. دهيم  نمايش ميnSO)(ناميم و با  مي

)()()( nOnSLnSO ∩=  
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  : )گروههاي كلاسيك مختلط (6 تعريف
),( درRI  بجاي/C با جايگزين كردن) الف RInGL، گروه خطي عام مختلط),( CnGL /، 

معروفترين . پذير است ط وارون مختل×nnآيد كه متشكل از ماتريسهاي بدست مي
),(زيرگروههاي CnGL   : به شرح زير است/

),(زيرگروه) ب  CnGL  ط گروه خطي خاص مختل متشكل از ماتريسهاي با دترمينان يك را/
),(و با نماد ناميم مي CnSL   : يعني.دهيم  نمايش مي/

( , ) { ( , ) | det( ) }SL n C A GL n C A/ = ∈ / =1  
  
),(زيرگروه)  ج CnGL A( متشكل از ماتريسهاي متعامد / A∗ −= ناميم و با   ميگروه يكانيرا ) 1

)(nUكه در آندهيم  نمايش مي 
t

A A∗   :     يعني.  مي باشد=
( ) { ( , ) | }nU n A GL n CI A A I∗= ∈ ⋅ =  

  
nCvu اگروتنها اگر براي هر∋nUA)( به بيان ديگر   :باشيم داشته ,∋/

 >=<>< vuAvAu ,,    
><كه در اينجا   =∑يعني بـراي  .  است /nC كانونيك  ضرب هرميتي  , iieuu و ∑= iievv، 

∑=>< iivuvu, .براي)(nUA∈داريم 
t

A A−   .Aetd=1درنتيجه ،1=
  
),(زيرگروه) د  CnGL ناميم  ميگروه يكاني خاص  را 1 با دترمينان  متعامد متشكل از ماتريسهاي/
)و با )SU nيعني. دهيم  نمايش مي:  

),()()( CnSLnUnSU /∩=  
  

  4 قضيه
  . هستندراهي همبند nSO)( وnSU)(،nU)(گروههاي  

  
  )تجزيه قطبيقضيه  (5 قضيه

),(هر عنصر) الف RInGLA∈توان به صورت  را ميTP  نوشت كه در ⋅
nOT)(آن   . مثبت و معين است، متقارنP  و∋
),(هر عنصر) ب CnGLB TPتوان به صورت  را مي∋/ nUT)( نوشت كه در آن⋅ ∈ 
  . مثبت و معين است، هرميتيP و
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   6 قضيه
  ),( RInGL داراي دو مولفه همبندي است و),( CnGL   . همبند است/

  
   7 قضيه

  ),( RInSLو ),( CnSL   . هستندراهي همبند /
    
   )گروه لي (7 تعريف

 اگر ،ناميم  را يك گروه لي ميG. و يك گروه استC∞ يك منيفلدGفرض كنيد  
  : باشند C∞نگاشتهاي زير

:: ,
( , ) ( )

G GG G G
g g g g g g

ιµ
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1
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),(: 4مثال +/Cو ),( +RIگروههاي لي هستند زيرا كه دو عمل zzzz ′+=′),(µ 

zzو −=)(ι نتيجه هر دو خطي و در∞Cهستند  .  
  

),(:5مثال +Qبا توپولوژي گسسته  ،در واقع  هر گروه. باشد عدي مييك گروه لي صفر بG، با 
  .عدي است يك گروه لي صفر ب،توپولوژي گسسته

  
zzzzچون نگاشتهاي :6مثال ′⋅′ a),(1 و−zz a )( o≠zهر دو ∞Cنتيجه ، هستند 

),(شود كه مي ⋅∗C،),( ⋅∗RIو ),( ⋅∗
+RIگ هستند1و 1 ،2عدهاي به ترتيب روههاي لي با ب   

  
),||||(اگر  :7ال مث Eاري نُد يك فضاي برروي(عد متناهي باشد رمدار با بRIيا C/(،از ∞C 

zzzzبودن اعمال ′+′ a),(و zz −a،گروه لي بودن Eدر حالت . شود  نتيجه مي

),(،خاص RInMو ),( CnM /2،به ترتيبحقيقيِ  عدهايِ گروههاي لي با بn22 وnهستند .  
  

   8 قضيه
 aR وaL نگاشتهاي،∋Gaبراي هر.  يك گروه لي استG فرض كنيد  

  . هستندC∞ هاي ديفئومورفيسم
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  : )گروه ليزير(  8 تعريف
 را در صورتي يك H.باشندGاي از   زيرمجموعهH يك گروه لي وGفرض كنيد  

  :ناميم كه شرطهاي زير برقرار باشند  ميGزيرگروه لي از
  .باشدG يك زيرگروهH)الف
  .كه نسبت به آن يك گروه لي استباشد بطوري C∞ داراي يك ساختمانH)ب
GHنگاشت جزئيت) پ →:ιباشد يك ايمرسيون يك به يك .  
  

   )قضيه كارتان (9 قضيه
  . يك زيرگروه لي است،هر زيرگروه بسته از يك گروه لي  

  
  10 قضيه

منيفلد  يك زيرگروه و يك زيرG ازHاگر زيرمجموعه.  يك گروه لي استGفرض كنيد  
  . آنگاه يك زيرگروه لي نيز هست،باشدآن 

  
  11 قضيه

 حول عضو U باز  اگر مجموعه. دنباش  يك زيرگروه آنH يك گروه لي وGفرض كنيد  
HU وجود داشته باشد كهGخنثي در   . استG زيرمنيفلدH آنگاه، باشدG يك زيرمنيفلد∩

  
  12 قضيه

  ),( RInSLعد يك گروه لي با ب)( 12 −nباشد  مي.  
  

  13 قضيه

  )(nOو )(nSOعد گروههاي لي با ب)( 1
2
1

−nn ندباش مي.  

  
  14 قضيه

  .دنباش مي فشرده nSO)( وnO)(گروههاي  


