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 ١٦

  ): زير منيفلد ( 1تعريف
)فرض كنيد   , )M A منيفلد يك m−عديب∞Cو Nاي از   زيرمجموعهM باشند. 

 كارتي ،∋Np  اگر براي هر نقطه، استMعدي ازبn−زيرمنيفلد  يكNگوييم مي
)مانند , )x Uدر Aوجود داشته باشد بطوريكه ( )n

mN U IRϕ−∩ =   :  كه در آن1

{ }( , , )n m
m m n mIR p p IR p p n m+= ∈ = = = ≤1 1K L o  

  
)فرض كنيد  :1مثال  , )M A يك منيفلد m−عديب∞Cو Nاي باز از  زيرمجموعهM باشند .

)اگر , )x Uيك كارت Mاز آنجاكه، باشد NUV ),(، باز استN نيز در=∩ VV ϕ يك 
    . ن استآ  باعد همب بازِ يك منيفلد، زيرمنيفلد مجموعهبنابراين هر زير . خواهد شدNكارت براي

  

    . است mRI+1 ازC∞ يك زيرمنيفلدmS :2مثال
  

 نيست زيرا كه RI زيرمنيفلد،RI با توپولوژي القاء شده از ،Q ، اعداد گويا مجموعه  :3مثال
عدي تبديل ند به يك منيفلد صفر بتوا  نميQ توپولوژي گسسته نيست و Qتوپولوژي القاء شده بر 

  .شود
  

  ): پذير رتبه يك نگاشت ديفرانسيل  ( 2تعريف 
NMfو  C∞ دو منيفلدN و Mاگر     آنگاه براي ،دن باشC∞ نگاشتي :⎯→⎯

  : آيد بدست مي  زير نگاشت خطي∋Mpهر 
NTMTf pfpp )(: ⎯→⎯∗  

  .شود  ناميده ميp  در نقطهf نگاشت  معني دارد و رتبه∗pf پس رتبه. كه نقش مشتق را دارد

  
  )رتبه قضيه ( 1قضيه 

nRIUf وmRI بازي از  زيرمجموعهUفرض كنيد     باشند C∞ نگاشتـي :⎯→⎯
    و V هايباز توان  مي ،∋Uuآنگاه براي هر .  داردk   رتبهUu∈،)(uDfبطوريكه براي هر

W ،هاي و ديفئومورفيسم∞C، VVx ′⎯→⎯:) V WWyو ) mRI باز در ′ ′⎯→⎯: 
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 ١٧

)W UVuيافت بطوريكه ) nRI باز در′ ⊂∈ ، nRIWuf  ،ux)(=o و  )(∋⊃
o=))(( ufy، و براي هر ( , , )mz z V ′∈1 K داشته باشيم :  

( )( , , ) ( , , , , , )m ky f x z z z z− =1
1 1o o K K o K o  

  
  2 قضيه

QPf و C∞ دو منيفلدQ و Pفرض كنيد    C∞ يك ديفئومورفيسم :⎯→⎯
 يك Sf)( است اگر و تنها اگر C∞ يك زيرمنيفلد P ازS  در اينصورت زيرمجموعه.دنباش

  . باشدQ از C∞زيرمنيفلد 
  

  3 قضيه
nRIUf وmRI بازي از زيرمجموعه Uفرض كنيد    .دنباش C∞ نگاشتي:⎯→⎯

cf)(،∋Ufc)(هر  براي  اينصورت در .دارد k  رتبه uDf)(،∋Uuهر  براي كهبطوري   يك−1
)(زيرمنيفلد km −−عديب∞C از Uاست .    

  

RIRIfشتنگا :4 مثال m ∑ را به صورت:1+⎯→⎯
+

=
=

1

1

2
m

i
ippf با . كنيم  تعريف مي)(

]محاسبه مشتق خواهيم داشت ]npppDf 22 1 ,,)( K= .بينيم كه مي)( pDf در 
}سراسر }mIR + −1 o11)(پس.  رتبه ثابت يك دارد−= fS mيك زيرمنيفلد m−عديب∞C 

}از }mIR + −1 oچون .  است{ }mIR + −1 o1 خود در+mRIباز است ،mSيك زيرمنيفلد ∞C 

  . نيز استmRI+1از
  

  4 قضيه
NMg وn وmعدهاي به ترتيب با بC∞ دو منيفلدN وMفرض كنيد   ⎯→⎯: 
 ،∋Ngc)(در اينصورت براي هــر .  داردk ه رتبM كه در هر نقطهبطوري دنباش C∞نگاشتي

)(cg )( يك زيرمنيفلد−1 km −−عديب∞Cاز Mاست .  
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 ١٨

  :)C∞نقاط عادي و بحراني يك تابع( 3 تعريف
NMfاگر   به ترتيب ( عادي   يك نقطه∋Mp  نقطه، باشدC∞ يك نگاشت:⎯→⎯

nNmdi برابر∗pf شود در صورتيكه رتبه  ناميده ميfنگاشت)  بحراني نقطه يب به ترت (=

nNmdiكوچكتر از   .باشد) =
  

)(تواند از هيچيك از  نمي∗pf نگاشت خطي چون رتبه MTmdi xو )( )( NTmdi xf تجاوز 

)( حالتبنابراين ،كند pfranknNmdi براي موجود بودن درنتيجه .  هرگز ممكن نيست=>∗

MmdiNmdiدي لازم است كه عا يك نقطه ≤.  
  

  : )مقدار عادي يك تابع (4 تعريف
qfp)(ناميم اگر براي هر  ميf را يك مقدار عادي∋Nq نقطه   1−∈،pيك نقطه   
−=φدر حالت. عادي باشد )(qf 1،qكنيم  را يك مقدار عادي قلمداد مي.  

  
  5 قضيه

دهيم  قرار مي. باشند  n وmعدهاي به ترتيببا بC، ∞ دو منيفلدN وMفرض كنيد  

{ }nmnmik C،NMf∞براي هر نگاشت. =,  f نقاطي كه در آن  مجموعه:⎯→⎯
  ). نيز ممكن استتهي (. استM يك زيرمجموعه باز، داردk رتبه

  
  ) مقدار عادي قضيه(  6 قضيه

NMg و،n وmعدهاي به ترتيببا بC، ∞ دو منيفلدN وMرض كنيدف   ⎯→⎯: 
qg)( كه∋Nqبراي هر مقدار عادي.  استC∞نگاشتي cg)(، تهي نباشد−1  يك زيرمنيفلد −1

)( nm −−عديب∞Cاز Mاست .  
  

  :)نقص بعد (5 تعريف
عد آنها يعني  اختلاف ب، باشدMعديبm−منيفلدعدي از بs−  يك زيرمنيفلدSهرگاه  

)( sm −عد را نقص بSدر Mنامند  مي.  
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 ١٩

  :) دريك نقطهتابع ايمرسيون( 6 تعريف
NMf وn وmعدهاي به ترتيب با بC،∞ دو منيفلدN وMفرض كنيد   ⎯→⎯: 
يـك   به  يـك∗pf درصورتيكه،ناميم ي مـp را يـك ايـمرسيون در نقطهf.باشند C∞نگاشتي

)  در اين حالت.باشد )
p

rank f m∗  .  خواهد بود =

 
  : ) در يك نقطهتابع سوبمرسيون( 7 تعريف

  Mو Nدو منيفلد ∞C،عدهاي به ترتيب با بmو nو NMf ⎯→⎯: 
 در . پوشا باشد∗pfدرصورتيكه ناميم مي p نقطه در را يـك سوبمرسيون f. استC∞نگاشتي

nfrankاين حالت  p =∗   . خواهد بود )(

  
nm لازم است كه، باشدp در نقطه) به ترتيب سوبمرسيون( يك ايمرسيون fبراي اينكه به ( ≥

mnترتيب   معادل با اين است كه p در نقطه fهمچنين توجه كنيد كه سوبمرسيون بودن. )≥
pعادي  يك نقطه fباشد .  
  

  7 قضيه
NMf وnو m عدهاي به ترتيب با بC،∞ دو منيفلدN وMفرض كنيد   ⎯→⎯: 
 كارتهاي ،باشد) به ترتيب سوبمرسيون( يك ايمرسيون p  در نقطهfاگر. باشند C∞نگاشتي

( , )x U حولpو ( , )y Vحول )( pfتوان يافت بطوريكه براي هر  مي( , , ) ( )mq q x U∈1 K:   

{( , , ) ( , , , , , )m m
n m

y f x q q q q−

−

=1
1 1o o K K o K o  

)به ترتيب(  , , , , ) ( , , )n m ny f x q q q q q− =1
1 1o o K K K.(   

  
  : )تابع ايمرسيون و سوبمرسيون (8 تعريف

NMfاگر    f،باشد) به ترتيب سوبمرسيون( يك ايمرسيون M  در هر نقطه:⎯→⎯
  .شود ناميده مي) به ترتيب سوبمرسيون(يك ايمرسيون 
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 ٢٠

نگاشت . باشند Mباز از  يا  زيرمجموعهUو C∞عديبm− يك منيفلدMفرض كنيد :5 مثال

MUiجزئيت  ∗Up∈،piزيراكه براي هر.  هم ايمرسيون و هم سوبمرسيون است:⎯→⎯

 گرچه مشتق ،دهدكه يك سوبمرسيون لازم نيست پوشا باشد اين مثال نشان مي. نگاشت هماني است
  .در هر نقطه پوشا استآن 

  
f:نگاشت   :6مثال  IR IR⎯⎯→   : كنيم  را به صورت زير تعريف مي2

),()( ttttf −−= 32 1  
 مشتق اين نگاشت به شكل ماتريس ژاكوبين به صورت

  :زير است

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
13

2
2t
t

tDf )(  

t هردر fبنابراين IR∈ ،پس.  يك دارد رتبهf يك 
  . ايمرسيون است
) توجه كنيد كه ) ( )f f= =1 -1 o،يعني fدهد كه يك  اين مثال نشان مي. يك نيست به  يك

  .گرچه مشتق آن در هر نقطه چنين استا ، يك باشد به ايمرسيون لازم نيست يك
12در  t با حذف پارامتر2RI درfتصوير هندسي −= txو tty −=  آيد كه  بدست مي3

x x y+ − =2 3 2 o .  
  

2RIRIfنگاشت :7 مثال    :كنيم  را به صورت زير تعريف مي:⎯→⎯

),()( 32 tttf =  
  o=t درf صفر دارد پس  رتبهo=tمشتق اين نگاشت براي

  .ايمرسيون نيست
32 ، خم 2RI درfتصوير هندسي xy   . است=

  
  

كن است اين احساس را پديد آورده باشد كه ايمرسيون بودن يك ويژگي كاملاً مثال بالا مم: نكته

NMf براي ،Mf)(هندسي است، يعني از بررسي هندسي . ، قابل تشخيص است:⎯→⎯
  .گي كافي نيست براي تحقيق كردن برقراري اين ويژMf)(مثال زير نشان خواهد دادكه شناخت
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 ٢١

} :8 مثال }IR× o  2درراRIگيريم كه تصوير هر يك از دو، نگاشت  در نظر مي∞C زير است :  

: ( ) ( , )

: ( ) ( , )

f IR IR f t t

g IR IR g t t

⎯⎯→ =

⎯⎯→ =

2

2 3

o

o
  

t درg يك ايمرسيون است وليf در اينجا = oايمرسيون نيست .  
  

}عديبا دامنه منيفلد صفر ب. گيريم گوياي ثابت مينا را يك عدد θ :9مثال }, , ,IN = 12 3 K، 

1SNIfگاشت   :كنيم تعريف ميزير به صورت را :⎯→⎯
),()( θπθπ nSinnCosnf 22=  

}از آنجا كه  }nيك همسايگي باز nدر NIاست و { }nfباشد،  ثابت مي∞Cبودن f نتيجه 
نكته . باشد  يك ايمرسيون ميf در هر نقطه صفر است وfهمچنين توجه كنيد كه رتبه. شود مي

)( ،θجالب در اين مثال اين است كه به سبب ناگويا بودن NIf1 درSچگال است .  
  

  8 قضيه
NMg، وnو mعدهاي به ترتيب با بC∞ دو منيفلدN وMفرض كنيد   ⎯→⎯: 

k،)(Sgعد  با نقص بN ازSدر اين صورت براي هر زيرمنيفلد. باشند  C∞يك سوبمرسيون 1− 
  . استkعد با نقص بM ازC∞يك زيرمنيفلد

  
  :)خم عادي( 9 تعريف

  : مانندC∞ايمرسيون هر باشد،  C∞ يك منيفلدM و RI يك فاصله باز در Iاگر  

MI ⎯→⎯:α  
معادل اين بودن عدي است، شرط ايمرسيون  يك منيفلد يك بIچون. ناميم  را يك خم عادي مي

Itاست كه براي هر ∈،t∗αناصفر باشد .  
  

  :) اِمبدينگنگاشت (10 تعريف
NMf، و يك به يكC∞ايمرسيون     اِمبدينگ، را يكC∞، ميان دو منيفلد:⎯→⎯

 Nبا توپولوژي القاء شده از، Mf)( وM يك همئومورفيسم ميانf در صورتي كه،ناميم مي
  . شود  نشانده ميN درMئيمگو  در اين حالت مي.باشد
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 ٢٢

  
  9 قضيه

 از C∞ يك زيرمنيفلدS.باشد  Nي ازا  زيرمجموعهS وC∞ يك منيفلدNفرض كنيد  
Nاست اگروتنهااگر Sباشدمبدينگ  اِ تصوير يك .  

    
  10 قضيه

  . استمبدينگاِ يك ، ك با قلمرو فشرده يك به يهر ايمرسيونِ  


