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mRIUدانيم اگر مي nRIUf باز و⊇   :  زير نگاشت  آنگاه،دنپذير باش  مشتقx در:⎯→⎯

nm RIRIxDf ⎯→⎯:)(  
 مناسب براي ارائه تعريف مشتق روي بردارياين فصل معرفي فضاهاي  هدف. خطي استيك نگاشت 

 بر اساس هر يك شود كه ر اشاره مي مذكوبردارياين فضاهاي ن ساخت وشِبه سه ر. يك منيفلد است
سه كه اين توان ديد  اما مي.  در يك نقطه را تعريف نموديرپذ  ديفرانسيلتوان مشتق تابع ها مي از آن

  .باشند روش در واقع با هم معادل و يكي مي
 

  :روش اول
 

  : )پذير  ديفرانسيلهاي حقيقي رم نگاشتجِ ( 1تعريف 
 كه در يك C∞ تمام توابع حقيقي مجموعه. دنباش ∋Mpو  يك منيفلدMفرض كنيد  
ارزي روي اين مجموعه به   رابطه هم يك سپس،گيريم  تعريف شده است را در نظر ميpهمسايگي

  :كنيم صورت زير تعريف مي
 تعريف p ازV وUهاي  به ترتيب در همسايگيكهد ن دو عضو دلخواه اين مجموعه باشg وf اگر

VUW همسايگيهرگاه، ارز است  همg باfگوييم مي ،شده باشند  چنان موجود باشد ⊇∩
WWبطوريكه gf  رم نگاشتهاي حقيقيارزي را جِ ي هم ارزي اين رابطه هاي هم  كلاس مجموعه. =

)(ناميم و آنرا با نماد  ميp درپذير ديفرانسيل pC∞به طور طبيعي داراي   كهدهيم  نمايش مي
  .باشد جبر مي−RIساختار

  
  : )p،MTp در نقطهMفضاي مماس بر ( 2تعريف 

)(.دن باش∋Mp يك منيفلد وMفرض كنيد pC∞ِرم نگاشتهاي حقيقي  عبارتست از ج
 عبارتست از يك نگاشت p درM مقصود از يك بردار مماس بر،p در نقطهپذير ديفرانسيل

RI−خطيRIpCX p ⎯→⎯∞         : يعني. باشد داراي خاصيت لايپنيتزي كه:)(
                     , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p p pf g C p X fg f p X g g p X f∞∀ ∈ = +  
 بردارهاي مماس تعريف شده در بالا كه آنرا با   عبارتست از همهp در نقطهMفضاي مماس بر

MTpدهيم  نمايش مي.MTpاست بيعي فضاي برداري حقيقي داراي ساختار ط:  
, ( )( ) ( ) ( )

, ( )( ) ( )
p p p p p p p

p p p p

X Y T M X Y f X f Y f

X T M IR X f X fλ λ λ

∀ ∈ + = +

∀ ∈ ∀ ∈ =
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  1قضيه 

mmMdiاگر   mدر اينصورت =
p RIMT   .)ايزومورفيسم فضاهاي برداري (≅

  
   :)پذير در يك نقطه مشتق نگاشت ديفرانسيل  (3تعريف 

NMfكنيد فرض    ∋Mp در نقطـهf مشتق.اشدپذير ب ديفرانسيل :⎯→⎯
NTMTfعبارتست از نگاشت خطي pfpp )(: ] كه براي هر∗⎯→⎯ ] ))(( pfCg داشته  ∋∞

  :باشيم
)][(:)][)()(( Upp fgXgXf

p
o=∗  

RIVgكه NV و:⎯→⎯  U باززيرمجموعه  ،)چرا؟ ( پيوسته استfچون.  باز است⊇
VUf بطوريكه دارد وجود pحول  مي توان ديد.)(⊇

p
f∗خطي است تعريف و  خوش .  

  
  :روش دوم 

  
   :)nRI دو نگاشت رويمماس بودن (4تعريف 

nmفرض كنيد   RIRIUgf ⎯→⎯⊆:,) Uگوييم. دو نگاشت باشند)  بازfو g 
Upدر  ∈oهرگاه ، بر هم مماسند :  

o

o
o

=

→
−

−

pp
pp

pgpfmli )()(
  

  .باشند  ميmRI وnRI اقليدسي استاندارد رويهاي رمنُ ،هاي بالا رمكه در آن نُ
  

  :)p، MTp در نقطه Mفضاي مماس بر (5تعريف 
MIC، يك منيفلدMفرض كنيـد  ii ),( دو خم همـوار:⎯→⎯ 21=i،iI ها باز
RIIiو ⊆∈o 1گوييم   مي.باشندC 2 وCدر Mp∈اگر ، بر هم مماسند)()( oo 21 CCp    و==

) ) هر كارتمعادلاً( رتبراي يك كا , )x Uحول p21 به ازاي بطوريكه,=i،UIC ii ⊆)( 
1Cx،باشند o2 وCx oدر صفر بر هم مماس باشند .  
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  2قضيه 
  .ارزي است  يك رابطه هم ،∋Mp گذرنده از نقطه Mدر ار خمهاي هموروي فوق  رابطه         

  
ارزي خم هموار  كلاس هم. دهيم  نمايش مي~p اين رابطه به نقطه بستگي دارد و آنرا به

MIC pC كه:⎯→⎯ =)(oرا در pبه [ ]pCدهيم   نمايش مي.[ ]pC را يك بردار مماس 
   عبارتست از p درMفضاي مماس بر. گوييم  ميp درMبر

[ ]{ }MICCMT pp ⎯→⎯= :  
]فرض كنيد ]pC1و   [ ]pC2 دو بردار مماس بر Mدر  pباشند و   

⎩
⎨
⎧

′=

′=
)()(

)()(
oo

oo

22

11

Cxv
Cxv

  

  :كنيم تعريف مي
[ ] [ ] ppp xCC ][ θo1

21
−=+  

  
)()()()(كه در آن Uxvvtpxt ∈++= 21θو همچنين :  

                                      [ ] ][ yxC p o1
1

−=λ  
)()()( در آنكه Uxvtpxty ∈+= 1λ وxيك كارت با شرط ),( 21=iUIC ii ⊆)( 
   .باشد مي
  

mmMdi و  اگر با اين جمع و ضرب اسكالر يك فضاي برداري است MTpتوان ديد مي   آنگاه =
m

p RIMT ] و در واقع ≅ ] ( ) ( )pC x C ′a o oفضاهاي برداري طبيعي  ايزومورفيسم يك 

  .باشد  مي
  

  :) در يك نقطه پذير  ديفرانسيلمشتق نگاشت ( 6تعريف 
NMfفرض كنيد     : عبارتست ازp درfمشتق.  باشدپذير ديفرانسيل :⎯→⎯

[ ] [ ]
( )

( )

:
p p f p

p f p

f T M T N

C f C
∗⎧ ⎯⎯→⎪

⎨
⎪⎩ a o

  

  .خطي استتعريف و  خوش ∗pfتوان ديد مي
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   :روش سوم
 

   : )p، MTp در نقطهMفضاي مماس بر ( 7تعريف 
RIMf  كنيدفرض m ) وپذيرديفرانسيل  :⎯→⎯ , )x Uيك كارت حول pدن باش .

) با توجه به كارتp در نقطهfرسد براي تعريف مشتق در نگاه اول به نظر مي , )x U نگاشت 
  :گرفته شود زير به عنوان تعريف در نظرخطي

RIRIpxxfD m ⎯→⎯− :))()(( 1o  
) اگر، اين روش يك مشكل اساسي دارد و آن اينكهولي , )y Vكارت ديگري حول pنسبت  ، باشد

  :شود مي ت خطي زير نگاش،p درf مشتقبه اين كارت نيز،
RIRIpyyfD m ⎯→⎯− :))()(( 1o  

  :از طرفي داريم
RIRIpxxyDyfDpxxfD m ⎯→⎯= −−− :))()(()())()(( 111 oooo  

))()((براي برقراري تساوي فوق بايد pxxyD 1−o هماني باشد كه در حالت كلي لزومي ندارد 
  .هماني باشد
}مكني  ميحال فرض }( , ) IU xα α α∈هاي حول ي تمام كارت  مجموعهpدهيم ميقرار .  باشد:  

{ } { } m

I
E p IR

α
α

∈
= × ×U  

  :كنيم مي را به صورت زير تعريف ~p  رابطهEاكنون روي

wvpxxxDwpvp =⇔ − )))(()((),,(~),,( ααββα 1o  

))()((چون pxxxD ααβ
1−oشود  يك ايزومورفيسم خطي است به آسانـي ديده ميp~ يك 

),,(كلاس.  استEارزي روي   هم رابطه vp αا را ب[ ]vp ,,αدهيم و آنرا يك بردار   نمايش مي
  :مي دهيمقرار . ناميم  ميp درMمماس بر 

[ ]{ }, , ( , , )pT M p v p v Eα α= ∈  
  

]اگر :نكته ] MTp p∈ωβ ] داريم I∈α دلخواه باشد و,, ] [ ]vpp ,,,, αωβ  كه در =
  آن

))()()(( ωββα pxxxDv 1−= o  
]توان به صورت  را ميMTpپس هر عنصر ]vp ,,αبراي هر انديس ثابت  α نوشت.  



                 فضاي مماس منيفلد                                   فصل دوم
_________________________________________________ 

 

 11

  
  : كنيم حال تعريف مي

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

, , , , , , , ,

, , , , ,

m

m

v w IR p v p w p v w

v IR IR p v p v

α α α

λ λ α α λ

∀ ∈ + = +

∀ ∈ ∀ ∈ =
  

  . يك فضاي برداري استMTpشود كه با اين تعاريف ديده مي

  . بدست آوردmRI بهMTpتوان يك ايزومورفيسم از  ميpهر كارت حـول تثبيت با 

[ ]
:

, ,

m
px T M IR

p v v
α

α

⎧ ⎯⎯→⎪
⎨
⎪⎩ a

  

  
  : )پذير  ديفرانسيلمشتق يك نگاشت ( 7تعريف 

NMfفرض كنيد     :كنيم  تعريف مي. باشند∋Mp وپذير ديفرانسيل :⎯→⎯

[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⎯→⎯

−

∗

)))(()((,),(],,[

: )(

vpxxfyDpfvp

NTMTf pfp

ααββα 1ooa
  

)كه , )x Uα αكارتي حول pدر Mو ( , )y Vβ βكارتي حول )( pfدر Nبه آساني .  است
  . خطي استتعريف و  خوش∗pfشود كه ديده مي

RINدر تعريف بالا اگر: نكته RIRIT با توجه به ايزومورفيسم باشد، آنگاه= pf   نگاشت زير )(≅

RIMTpdf p ⎯→⎯:)(  
  باp درfبنابراين مشكل اساسي مذكور در تعريف مشتق.  استتعريف  خوشيك تبديل خطي

  .ه است برطرف شدmRI به جايMTpجايگزيني
  

  :  روي آنC∞ار مماس و ساختفضاي
pدهـيم   حال قرار مي  

p M
TM T M

∈
= U      ممـاس  فـضاي  و بـه آن M  فـرض  . گـوييم   مـي

)كنيد , )x Uα α كارت يكM باشد .MU ⊆α             لـذا   .سـت  بـاز اسـت پـس خـود يـك منيفلـد ا 

p
p U

TU T U
α

α α
∈

= Uهر براي  توجه كنيد كه . قابل تعريف استαUp∈داريم  :  

MTUT pp ≅α.  
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  :كنيم تعريف مي

[ ]
:
, , ( , )

mTU U IR
p u p u
α α αλ

α

⎧ ⎯⎯→ ×⎪
⎨
⎪⎩ a

  

mmmتوان ديد اين نگاشت دوسويي است و مي RIRIUxRIU 2⊆×≅× )( ααα يك فضاي 
mRIUتوپولوژي. شمارا است  يهپا با  هاسدورفتوپولوژيكِ ×αرا توسط تناظر αλبـه αTU 

 αλ هاسدورف با پايه شمارا است و يك فضاي توپولوژيكαTUِ در اين صورتم،كنيمي منتقل 
  . خواهد بوديك همئومورفيسم

  
  3قضيه 

)اگر   , )x Uα αو ( , )x Uβ βدو كارت Mدر اين صورت، باشند :  
βαβα)الف TVTUVUT ∩=∩   . هستندβTV وαTUهاي بازي از  زيرمجموعه)(
)( برايβTV وαTUهاي القايي از توپولوژي) ب βα VUT   . يكي است∩
  

  4قضيه 
 يك مجموعه وXاگر  

I
X Xα

α∈
= Uكه هــر، باشد αX داراي توپولوژي ατاست . 

  :كنيم  تعريف مي به صورت زيرXتوپولوژي روييك 
XU I∈α، αXU باز است هرگاه به ازاي هر⊇   . باز باشدαX در∩

αβبعلاوه اگر براي هر ,، βα XX  αXهاي القايي از  باز باشد و توپولوژيβX وαX در∩
βα بر βXو XX   . نيز باز استX درαX يكي باشد آنگاه هر باز∩

  : مي دهيمحال قرار

p
I p M

TM TU T Mα
α∈ ∈

= =U U  

 ديديم كه خانواده 4در قضيه . شود  گرفته ميM رويCِ∞ساختار كه اجتماع روي تمام كارتهاي 
αTUپس به موجب اين قضيه روي،كنند ها شرايط قضيه فوق را ارضا مي TMا  يك توپولوژي الق
  .اش است  همان توپولوژي قبليαTUشود و توپولوژي جديد هر مي
  

  5قضيه 
  TMهاسدورف با پايه شمارا است  .  
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   : )TMكارت و اطلس براي ( 8تعريف 
)كارت   , )x Uα αرا براي M كنيم تعريف مي  .گيريم نظر مي در:  

[ ]
: ( )
, , ( ( ) , )

mTx TU x U IR
p u x p u
α α α α

αα

⎧ ⎯⎯→ ×⎪
⎨
⎪⎩ a

  

} بنابراين. يك همئومورفيسم استαTx قبلا ديديم }( , )Tx TUα α يك اطلس توپولوژيك 
MmdiTMmdi يك منيفلد توپولوژيك است وTMدر نتيجه .  استTMبراي ×= 2.  

  در واقع . باشند   ميC∞هاي گذر  نگاشت زيرا،باشد  نيز ميC∞اين اطلس
)()(: βαββαααβ TUTUTxTUTUTxTxTx ∩⎯→⎯∩−1o  

  : باشد مي C∞با ضابطه زير

[ ] [ ]
)))((,)((

))((,),(,),(),(

uyxxDyxx

uyxxDyxuyxuy
Tx

Tx

11

111
1

−−

−−−

⎯⎯→⎯

=⎯⎯ →⎯
−

αβαβ

αβαα

β

α βα

oo

o
  

 
  :)پذير نسيلنگاشت مشتق يك نگاشت ديفرا  (9تعريف 

NMf هرگاه نگاشت    پذير  ديفرانسيلنگاشت، باشدپذير   ديفرانسيل:⎯→⎯
TNTMf ⎯→⎯∗    .ناميم  ميf و آن را مشتق كنيم تعريف مي  زير را با ضابطه:

[ ] [ ] ),,(:),,( vpfvpf
p

αα ∗∗ =  
  

  :)مورفيسم ديفئو ( 10تعريف 
NMfپذير س معكو نگاشت   و معكوس آن هرfناميم، هرگاه  را يك ديفئومورفيسم مي:⎯→⎯

  .دنباشپذير  دو ديفرانسيل
  

  6قضيه 
NMf، سه منيفلدPو M،Nاگر   PNg و:⎯→⎯  دو نگاشت :⎯→⎯
  :در اين صورت  ،باشند پذير ديفرانسيل

TMM است وپذير ديفرانسيل  نگاشت هماني هر منيفلد)1 1)1( =∗ .  
2(fg o است وديفرانسيل پذير ∗∗∗ = fgfg oo )( .  
NMf  اگر)3 11آنگاه يك  ديفئومورفيسم باشد :⎯→⎯ −

∗∗
− = )()( ff.  
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  :) مماسكلافنگاشت تصوير (11تعريف 
MTMMنگاشت    ⎯→⎯:πرا به صورت  [ ] pvpM =),,( απو كنيم  تعريف مي 

  . ناميم  ميMآنرا نگاشت تصوير كلاف مماس
  

)ييسه تا: نكته , , )MTM Mπ مماس منيفلد را كلافMنامند كه  مثال بارزي از مفهوم   مي
 كه از موضوع اين كتاب خارج است و در جلد بعدي به آن باشد  ميMكلاف برداري روي منيفلد

  . خواهيم پرداخت
  

  7قضيه 
  Mπ  از است و بپذير ديفرانسيليك نگاشت.  

 
ها به آساني ديده   بودن نگاشتهاي بين منيفلدپذير ديفرانسيلدر تعريف منيفلد و با توجه به : نكته

) شود كه اگر مي , )x Uα αيك  كارت  Mباشد آنـگاه  )(: αααα UxUx ⎯→⎯، 
  . ديفئومورفيسم است

  
n محاسبه (:مثال

pST :(  

⎯→⎯⊃+1فرض كنيد. بريم  بردار مماس را بكار ميتعريف دومِ   nn RISI:γ يك خم 

)()),(,)(p=)(oγ،)هموار باشد و ttt n 11 += γγγ K1  و
1

1

2 =∑
+

=

n

i
i t)(γ .  

   داريم

ooooooo =′⇒=′⇒=′ ∑∑ )(),()()()()( γγγγγγ iiii tt2  

  .باشد  ميnRI+1يدسي روي ضرب داخلي اقل,كه در آن

                            مقابل  حال نگاشت خطي
[ ]
:

( )

n
p

p

T S pσ

γ γ

⊥⎧ ⎯⎯→⎪
⎨

′⎪⎩ a o
  

} كه درآنگيريم را در نظر مي   }| ,np q IR p q⊥ += ∈ < >= o1نكات با توجه به  .باشد  مي 

از طرف ديگر چون . باشد ديد كه يك به يك نيز ميتوان  تعريف است و به سادگي مي  خوشσ،فوق
npmdiSTmdi n

p == ⊥، σيعني  ، يك ايزومورفيسم خطي خواهد بود⊥≅ pST n
p .  


