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 ):كارت (1 عريفت

هاي باز  پذير از مجموعه اي شمارش  يك فضاي توپولوژيك هاسدورف با پايهMفرض كنيد   
) زوج،Mمنظور از يك كارت .است , )x Uكه در آن استUازبازي   زيرمجموعهMنگاشت زيرو    :  

UUx ′⎯→⎯:  
Uي مانند باز  زيرمجموعه برUيك همئومورفيسم از   .باشند  ميmRI از يك فضاي′

 
  :)اطلس( 2تعريف 

هاي باز  پذير از مجموعه اي شمارش ف با پايه يك فضاي توپولوژيك هاسدورMفرض كنيد  
}خانواده. است }( , ) IA x Uα α α∈=از كارتهاي Mناميم اگر  را يك اطلس مي

I
M Uα

α∈
= U.  

  
),( زوج، باشدMيك اطلس براي Aهرگاه AMمنيفلد . شود  يك منيفلد توپولوژيك خوانده مي

),(توپولوژيك AM را m−هركارت  ناميم درصورتيكه براي مي  عديب( , )x U A∈،)(Ux 
  . باشدmRIبازي از   زيرمجموعه

  
1). گيريم  ميmRIاي باز از  را زيرمجموعهM :1 مثال , )M Mيك كارت براي M است 

}و }(1 , )M Mنيز يك اطلس براي Mت اس.   
  

,: 2مثال  ,,M k
k

⎧ ⎫
= =⎨ ⎬
⎩ ⎭

1
12 3Kيك منيفلد توپولو عدي استژيك صفر ب.   

  

} واحد كره :3مثال }( , , )m
m i

mS p p IR p+
+= ∈ =∑ 2

1 1
1 1K توپولوژيك منيفلد  يك        

m−كارتهاي. عدي استب( , )i ix U+ ) و+ , )i ix U− ,ايبه از  را− , ,i m= +12 1Kصورت   به
   :منيك  تعريف ميزير
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     ):ضربي منيفلدهاي حاصل ( 3تعريف 

 باشند n وmعدهاي به ترتيب را دو منيفلد توپولوژيك با بN وMفرض كنيد  
NMو NM،بنابر قضاياي توپولوژي عمومي. نيمك  ضربي مجهز  را به توپولوژي حاصل× × 

) براي هر كارت       .هاي باز دارد پذير از مجموعه اي شمارش هاسدورف است و پايه , )x Uبراي M 
)و , )y Vبراي N، كارت ( , )x y U V× NM براي×   :كنيم  را به صورت زير تعريف مي×

( ) nmnm RIRIRIVUqypxqpyx +≅×⊂′×′∈=× )(),(),)((  
yx× يك همئومورفيسم ازVU VU به× روشن است كه  اطلس  است و از تعريف′×′

VUي به شكليها مجموعه NM تمام× NMپس. پوشانند  را مي×  يك منيفلد ×
)(توپولوژيك nm +−تعداد متناهي منيفلدضرب  حاصلوان ت به همين ترتيب مي. عدي استب، 

kM M× ×1 Lرا تعريف كرد .  
  

ضربي است كه به صورت زير  اي از منيفلد حاصل  مثال برجسته،mTديعبm− چنبره :4مثال 
  :شود تعريف مي

m

m
T S S= × ×1 1L14243  

  
  ): بودن كارت هامرتبطC−∞( 4تعريف 

)دو كارت   , )x Uو ( , )y Vرا ∞−Cهرگاه در صورت ناتهي  ،ناميم رتبط ميم
VUبودن   :باشد C∞ديفئومورفيسم رده نگاشت زير ،∩

: ( ) ( )x y y U V x U V− ∩ ⎯⎯→ ∩1o  
از هر مرتبه  خودش و وارونش  است كه دوسويي نگاشتي،C∞ديفئومورفيسم ردهمنظور از 

   .دنپذير باش مشتق
  

  ):C∞منيفلد( 5تعريف 
),(توپولوژيك منيفلد   AMيك منيفلد را∞Cهر دو كارتهرگاه  ،ناميم  ميA، 

∞−Cدر اين صورت. مرتبط باشند Aرا يك اطلس∞Cبراي Mناميم  مي.  
  

  .ناميم  را به اختصار منيفلد ميC∞ منيفلد،در ادامه: قرارداد
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  ): بين دو منيفلدC∞نگاشت ( 6تعريف 

),(براي دو منيفلد   AMو ),( BN نگاشتNMf  هرگاهناميم   ميC∞ را:⎯→⎯
) براي هر دو كارت , )x Uاز Aو ( , )y Vاز Bبا شرط  φ≠∩− UVf )(1  

  : باشدC∞زير نگاشت 
: ( ( )) ( )y f x x U f V W y V− −∩ ⎯⎯→ ⊆1 1o o  

  
   :)ديفئومورفيسم (7 تعريف

NMfنگاشت دوسويي  C∞ هرگاه خود و معكوس آن،ناميم  را يك ديفئومورفيسم مي:⎯→⎯
  . باشند

  
     1قضيه 

),(اگر) الف AMنگاشت هماني,  يك منيفلد باشد،M1،∞Cاست .  
),(اگر) ب   ii AM،321 ,,=i،1 سه منيفلد و+⎯→⎯ jjj MMf :،21,=j، دو 

f آنگاه ، باشندC∞نگاشت  f2 1oنگاشتي ∞Cت اس.  
  

  .عدي يك منيفلد استهر منيفلد توپولوژيك صفر ب  :5مثال 
  

  : 8تعريف 
),(براي منيفلد  AM،  اطلـس  A     نـاميم در صـورتيكه بـراي هـر كـارت             را ماكزيمـال مـي( , )x U، 

)اگر , )x U  كارتهاي   با همه A،∞−C   آنگـاه  ،مـرتبط باشـد ( , )x U A∈ .        بـه عبـارت ديگـر اطلـس
 مـرتبط بـودن   C−∞آن كارت ديگري افزود بدون آنكـه شـرط         ماكزيمال اطلسي است كه نتوان به       

  .نقض شود
  

   2قضيه 
),(اگر AMشد يك منيفلد با،Aو اين اطلس  اطلس ماكزيمال توسعه داد يكتوان به  را مي 

  .ماكزيمال يكتاست
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  )C∞ارساخت ( :9تعريف 

  .ناميم  ميM برايC∞ار را يك ساختM برايC∞يك اطلس ماكزيمال
  

  .باشد  روي آن ميC∞در ادامه منظور از منيفلد، يك منيفلد با يك ساختار: قرارداد
  

  :) هم ارزC∞دو ساختار (10تعريف 
ناميم هرگاه يك ديفئومورفيسم  ارز مي  را همM روي2A  وC ،1A∞دو ساختار  

),(),(: 21 AMAMf   . وجود داشته باشد⎯→⎯
  

ارز روي يك   غير همC∞هاي  يكي از اهداف كلي در مطالعه منيفلدها يافتن تعداد ساختار:نكته
هاي ممكن براي تعريف نمودن مفهوم مشتق روي آن منيفلد   باشد كه در واقع تعداد راه منيفلد مي

ارز داده شده  غير هم C∞ تعداد ساختارهايnS وnRI روي1 به طور مثال در جدول. باشد مي
  .است

  
15  14 13 12 11  10 9  8  7  6  5  4  3  2  n  

16256  2  3  1  992 6  8  2  28 1  1  1  1  1  nS  
1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  ∞ 1  1  nRI 

  
  

   )افراز واحد ( 3قضيه 
}و  يك منيفلدM فرض كنيد   }αUپوشش بازي از Mپوشش باز .  باشند
}پذيري مانند شمارش }iVبراي Mهاي پذيري از نگاشت  شمارش  و همچنين مجموعه∞C  مانند

RIMi ⎯→⎯:θ شرط زير برقرارندنجپ  بطوريكهوجود دارند :  
  . استM كارت قلمرو يكiVهر) الف
αUVi بطوريكه وجود داردαU،iVبراي هر) ب ⊂.  
  موجود استp ازW همسايگي،∋Mpيعني براي هر. ها موضعاً متناهي استiV مجموعه) پ

  .ها اشتراك ناتهي داردiV متناهي ازي تنها با تعدادبطوريكه
  

1جدول
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}  يعني بستار مجموعه،iθمحمل) ت }( )ip M pθ∈ ≠ o،  درiVاست .  
∑ ،∋Mpبراي هر) ث =

i
i p 1)(θ.  

اي است كه بعضي از مفاهيم و اشياء موضعي تعريف شده روي يك منيفلد را   افراز واحد وسيله:نكته 
 .به مفاهيم و اشياء سراسري روي آن تعميم دهيم

 
  4قضيه 

يعني . باشد  ميnRI رويC∞ مجموعه صفرهاي يك تابع نامنفي وnRIهر زيرمجموعه بسته در
nRIAاگر RIRIfدر اينصورت تابع همواري مانند ،  بسته باشد⊇ n  وجود دارد :⎯→⎯

) بطوريكه )nx IR f x∀ ∈ ≥ oو ( )A f −= 1 o.  


